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La  tâche  de  signaler  à  l'attention  du  lecteur  le  Calcul 
fonctionnel  aurait  pu  sembler  importante  il  y  a  un  quart  de 
siècle;  elle  est  bien  simplifiée  aujourd'hui. 

Logiquement  parlant,  le  calcul  fonctionnel  aurait  dû  se 
constituer  dès  la  naissance  même  de  la  notion  d'intégrale 
définie  ou,  plus  exactement,  lorsque  avec  cette  notion  fut 
élaborée  celle  même  de  fonction  au  sens  de  Dirichlet,  la 
fonction  étant  considérée  comme  définie  non  par  telle  ou 
telle  série  d'opérations  analytiques,  mais  par  la  connaissance 
de  toutes  ses  valeurs;  l'intégrale  définie  fait  précisément 
intervenir  l'ensemble  de  ces  valeurs  et  par  là  constituait 
un  premier  fait  de  Calcul  fonctionnel.  On  n'aperçut  point 
cependant  qu'il  y  avait  là,  et  dans  le  Calcul  des  Variations 
qui  apparut  bientôt  après,  une  branche  nouvelle  de  la  Science. 
Il  était  réservé  à  M,  Pincherle  et  surtout  à  M.  Volterra  d'en 
dégager  l'individualité  et  d'en  montrer  l'importance.  Cette 
importance,  il  n'est  plus  permis  à  un  mathématicien  de 
l'ignorer,  depuis  les  Mémoires  de  M.  Volterra  sur  les  fonc- 
tions de  lignes  et  les  Leçons  que  l'illustre  géomètre  a  pro- 
fessées à  l'Université  de  Paris  sur  le  même  sujet. 

Mais  un  autre  fait  a  tout  particulièrement  contribué  à 
rendre  naturelle  et  familière  à  tous  les  géomètres  la  disci- 
pline d'esprit  dont  nous  parlons  :  je  veux  parler  de  la  théorie 
du  problème  de  Dirichlet  et  des  vues  nouvelles  que  nous  a 
ouvertes  sur  ce  sujet  la  découverte  de  M.  Fredholm.  Celle-ci 
nous  a  appris  que  même  dans  l'étude  d'une  équation  aux 
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dérivées  partielles  il  peut  être  essentiel  de  considérer  les 
relations  d'une  des  valeurs  de  la  fonction  inconnue  non 
seulement  avec  les  valeurs  infiniment  voisines,  mais  encore 
avec  toutes  celles  que  cette  inconnue  peut  prendre  dans  son 
domaine  entier  d'existence.  En  un  mot,  il  est  aujourd'hui 
impossible  de  traiter  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  sans  la  rattacher  au  Calcul  fonctionnel. 

S'il  est  devenu  inutile  d'insister  sur  le  sujet  du  Volume  qu'on 
va  lire,  est-il  nécessaire  d'en  présenter  au  public  l'auteur?  A 
peine  davantage.  On  sait  par  quels  remarquables  débuts 
M.  Paul  Lévy  s'est  signalé  au  monde  scientifique.  On  sait 
comment,  à  côté  de  la  généralisation  de  la  notion  de  diffé- 
rentielle totale,  telle  qu'elle  résulte  des  recherches  de 
M.  Volterra,  il  a  pareillement  étendu  au  nouveau  domaine 
la  notion  d'équation  aux  différentielles  totales  complète- 
ment intégrable  et  comment  cette  nouvelle  généralisation 
a  jeté  sur  toute  la  théorie  la  plus  vive  et  la  plus  féconde 
lumière. 

Pendant  cinq  ans,  M.  Lévy  a  donné  à  la  Patrie  une  acti- 
vité qui  aurait  été  précieuse  pour  la  Science.  A.  celle-ci,  il 
s'est  de  nouveau  consacré  tout  entier.  En  même  temps  que 
l'œuvre  de  M.  Volterra  et  la  sienne  propre,  il  en  continue 
une  autre  qui  s'annonçait  admirable  :  celle  de  R.  Gâteaux, 
tué  à  l'ennemi  en  septembre  1914?  et  dont  l'œuvre  si  vite  et 
si  brutalement  interrompue,  avait  ouvert  au  Calcul  fonc- 
tionnel la  voie  nouvelle  de  l'intégration. 

Le  lecteur  verra  à  quel  degré  de  clarté  et  d'harmonie  cette 
théorie  élevée  a  été  amenée  par  les  efforts  de  pareils  savants. 
Nul  doute,  et  c'est  l'essentiel,  qu'il  n'y  trouve  également 
l'occasion  d'applications  importantes  et  de  progrès  nou- 
veaux. 

J.   Hadamard. 
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Sommaire.  —  L'origine  fie  la  notion  de  fonction.  —  L'origine  de  la  notion  de 
fonctionnelle.  —  Les  débuis  du  calcul  fonctionnel.  —  Algèbre  fonrtionneile 
et  analyse  fonctionnelle, —  Le  passage  du  fini  à  l'infini. —  La  représentation 
des  fonctions  par  une  infinité  dénombrable  de  paranièlres. —  Indication  des 
questions  traitées  dans  ce  Livre. 

1.  L'origine  de  la  notion  de  fonction.  —  Le  calcul  fonctionnel  est 
une  branche  de  l'analyse  qui  dérive  du  calcul  diUérentiel  et  intégral 
de  la  même  manière  que  ce  calcul  kii-mème  dérive  de  l'algèbre,  par 
une  généralisation  progressive  des  opérations  elTectuées. 

Les  premiers  malbématiciens  ne  considéraient  que  les  opérations 
algébriques  les  plus  simples.  Les  opérations  sur  les  nombres  entiers 
et  les  questions  arithmétiques  tenaient  naturellement  une  grande 
place  dans  leurs  préoccupations;  mais  l'étude  de  la  géométrie  les 
obligea  de  bonne  heure  à  envisager  des  opérations  sur  des  nombres 
quelconques.  Ce  n'est  que  bien  plus  tard  que,  par  d'autres  applica- 
tions et  le  progrès  des  conceptions  théoriques,  ils  furent  conduits  à 
étudier,  d'abord  les  transcendantes  élémentaires,  puis  des  catégories 

LÉVY.  1 
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plus  générales  de  fonctions,  pour  arriver  au  milieu  du  xviii®  siècle  à 
considérer  des  fonctions  continues  absolument  quelconques. 

A  quel  moment  la  notion  abstraite  de  fonction  s'est-elle  dégagée  de 
ces  exemples  de  plus  en  plus  généraux?  On  la  trouve  déjà  nettement 
chez  Descartes,  qui  ramena  l'étude  d'une  courbe  à  celle  des  variations 
simultanées  de  ses  coordonnées.  Mais  c'est  Leibniz  qui  prononça  le 
premier  le  mot  de  fonction,  pour  donner  une  expression  générale 
aux  notions  fondamentales  du  calcul  infinitésimal,  notions  qui  avaient 
déjà  été  appliquées  dans  des  cas  particuliers,  non  seulement  par  les 
géomètres  des  xvi"  et  xvii*  siècles,  mais  déjà  par  Archimède  ('). 

2.  L'origine  de  la  notion  de  fonctionnelle.  —  L'intégrale,  dont 
l'étude  ol)ligea  les  mathématiciens  à  donner  une  expression  à  la 
notion  de  fonction,  est  en  outre  le  premier  exemple,  encore  très 
particulier,  d'une  notion  nouvelle.  Tandis  que  la  fonction  est  une 
quantité  qui  dépend  d'une  ou  plusieurs  variables  suivant  une  loi 
déterminée,  l'intégrale  définie  dépend,  suivant  une  loi  déterminée, 
de  toutes  les  valeurs  d'une  fonction.  C'est  ce  que  M.  Hadamard 
appellera  plus  tard  nwe  fonctionnelle. 

Mais,  même  si  Leibniz  a  peut-être  vu  le  caractère  de  cette  notion 
nouvelle,  l'idée  ne  pouvait  lui  venir  d'approfondir  ce  caractère  et 
d'aborder  l'étude  générale  des  opérations  fonctionnelles.  Cette  étude 
ne  pourra  être  envisagée  que  quand  la  théorie  des  fonctions,  qui  en 
est  le  support  nécessaire,  sera  suffisamment  développée,  et  quand,  de 
plus,  on  connaîtra  un  plus  grand  nombre  d'exemples  particuliers  de 
fonctionnelles. 

Laissant  de  côté  la  dérivée,  qui  est  bien  une  fonctionnelle,  mais 
d'une  nature  tellement  spéciale,  ne  dépendant  que  des  valeurs  de  la 
fonction  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  de  la  variable, 
qu'elle  pouvait  difficilement  donner  naissance  à  la  notion  générale  de 
fonctionnelle,  nous  pouvons  dire  que  le  deuxième  exemple  est  donné 
par  le  calcul  des  variations.  L'intégrale 

est  une  fonctionnelle  dépendant  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction^' 
(')  Cf.  VoLTKRRA,  Leçons  sur  les  fonctions  de  lignes  (igiS),  Chap.  I. 
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dans  rinlervallc  (a,  b),  et  conslilue  un  exemple  plus  général  que 
celui  de  l'inlégrale  de  la  foncllon  j^.  Elle  fut  considérée  dans  un  cas 
particulier  par  BernouUi,  puis  dans  le  cas  général  parEuler  ('),  et  c'est 
à  son  sujet  que  Lagrange  introduisit  la  notion  de  variation,  qui  est 
pour  l'intégrale  précédente  ce  qu'est  la  différentielle  pour  une  fonc- 
tion, et  qui  suffira,  non  seulement  pour  l'étude  d'intégrales  de  formes 
plus  générales,  mais  pour  l'étude  des  fonctionnelles  en  général. 

Dès  le  début  du  xix"  siècle,  l'étude  des  phénomènes  physiques  in- 
troduit des  fonctionnelles  très  différentes  de  celles  considérées  par 
Lagrange,  et  dont  la  définition  analytique  est  beaucoup  moins  simple  : 
telles  sont  la  capacité  électrique  du  conducteur  isolé  limité  à  une 
surface  donnée,  ou  l'aire  de  la  surface  minima  limitée  à  un  contour 
donné.  L'élude  de  ces  fonctionnelles  devait  au  début  du  siècle 
actuel  constituer  un  nouveau  et  imporlant  chapitre  du  calcul  des 
variations. 

3.  Les  débuts  du  calcul  fonctionnel.  —  Le  calcul  des  variations 
n'est  qu'un  cha[)ilre  du  calcul  fonctionnel,  comme  la  théorie  des 
maxima  et  minima  n'est  qu'un  chapitre  du  calcul  différentiel. 

On  peut,  d'une  manière  précise,  dire  que  c'est  en  i88-  que  le 
calcul  fonctionnel  prit  naissance,  lorsque  M.  V.  Volterra  commença 
à  publier  dans  les  Bendiconti  de  la  R.  Accademia  dei  Lincei  une 
série  de  Notes,  rapidement  devenues  célèbres,  sur  ce  sujet. 

11  commença,  dégageant  la  notion  générale  de  fonctionnelle  des 
exemples  particuliers  qui  avaient  déjà  été  envisagés,  à  considérer 
une  quantité  qui  dépend  de  toutes  les  valeurs  dhine  autre  Jonc- 
lion,  quantité  à  laquelle  nous  donnerons  avec  M.  J.  Hadamard  le 
nom  de  fonctionnelle.  Comme  une  fonction  peut  être  représentée 
par  une  ligne,  la  notion  de  fonctionnelle  est  presque  identique  à 
celle  de  J  onction  d'une  ligne.  C'est  cette  dernière  expression  que 
M.  Volterra  emploie  de  préférence,  même  lorsqu'il  envisage  l'aspect 
analytique  du  problème. 

Généralisant  la  notion  de  variation  de  Lagrange,  M.  V^olterra 
montre  que  la  forme  de  variation  considérée  par  Lagrange  s'applique 
à  une  catégorie  très  générale  de  fonctionnelles;  mais  la  notion  de 
variation  est  plus  générale  encore,   et  les  fonctionnelles  admettant 

(')  J.  Hadamahd,  Leçons  sur  te  Calcul  des  variations,  p.  38. 
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une  variation  ont  dans  l'ensemble  des  fonctionnelles  la  même  im- 
portance que  les  fonctions  admettant  une  différentielle  dans  l'ensemble 
des  fonctions. 

M.  Volterra  définit  ensuite  les  dérivées  d'ordres  supérieurs,  qui 
permettront  d'introduire  la  notion  de  variations  d'ordres  supérieurs, 
et  forme  une  série  analogue  à  celle  de  Tajlor. 

La  suite  des  travaux  de  l'éminent  analyste  montre  de  plus  en  plus 
que  le  calcul  fonctionnel  est  une  extension  de  l'analjse  ordinaire,  et 
qu'à  chaque  chapitre  de  l'analjse  ordinaire  correspond  un  chapitre  du 
calcul  fonctionnel  qui  est  souvent  plus  qu'une  généralisation  du  pré- 
cédent, par  les  circonstances  qu'il  présente  et  les  horizons  nouveaux 
qu'il  découvre.  Dès  lors,  la  théorie  se  développe  rapidement,  tant  par 
les  travaux  propres  de  M.  Volterra,  que  par  ceux  des  nombreux  géo- 
mètres qui  ont  compris  dès  le  début  l'importance  du  nouveau  domaine 
que  celui-ci  venait  d'ouvrir  à  la  Science. 

4.  Algèbre  fonctionnelle  et  analyse  fonctionnelle.  —  Ces  travaux 
peuvent  se  grouper  en  deux  chapitres  distincts,  que  nous  appellerons 
Yalgèbre  fonctioiinelle  et  {'analyse  Jonclionnelle.  La  première 
partie  comprendra  des  problèmes  où  les  inconnues  sont  des  fonctions 
ordinaires,  mais  qui  se  rattachent  au  calcul  fonctionnel  par  les 
méthodes  employées  pour  les  résoudre.  L'analjse  fonctionnelle,  au 
contraire,  comprend  des  problèmes  où  les  inconnues  sont  des  fonc- 
tionnelles, ou  d'une  manière  générale  des  problèmes  que  l'on  ne 
peut  concevoir  indépendamment  de  la  notion  de  fonctionnelle. 

Il  était  naturel  que  le  développement  de  l'algèbre  fonctionnelle 
précédât  celui  de  l'analjse  fonctionnelle.  Avant  d'étudier  en  eux- 
mêmes  les  nouveaux  problèmes  que  pose  l'introduction  de  la  notion 
abstraite  de  fonctionnelle,  les  mathématiciens  ont  dû  se  persuader  de 
l'intérêt  de  cette  notion,  en  constatant  que  le  fait  de  considérer 
comme  vai'iables  les  fonctions  figurant  dans  divers  tjpes  d'équations 
fonctionnelles  donne  des  procédés  nouveaux  et  féconds  pour  résoudre 
ces  équations.  En  effet,  les  travaux  relatifs  aux  équations  intégrales 
ou  intégro-dilTérentielles,  qui  constituent  peut-être  la  plus  belle 
conquête  des  mathématiciens  depuis  le  début  de  ce  siècle,  se  ratta- 
chent à  ce  que  nous  venons  d'appeler  l'algèbre  fonctionnelle.  S'il  est 
possible  d'exposer  ces  travaux  sans  mettre  en  évidence  le  rôle  joué 
par  la  notion  de  fonctionnelle  (et  cela  n'a  rien  d'étonnant  puisque  les 
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problèmes  traités  sont  des  problèmes  de  la  théorie  des  fonctions 
ordinaires),  ce  serait  se  priver  du  (il  directeur  qui  a  permis  à  M.  Vol- 
terra  d'obtenir  ses  plus  beaux  résultats,  comme  il  l'a  montré  dans  ses 
leçons  professées  à  la  Sorbonne  en  1912  ('). 

Après  ces  leçons  de  M.  Volterra,  le  moment  semble  venu  d'es- 
quisser un  exposé  d'ensemble  de  l'analyse  fonctionnelle,  dont  l'objet 
essentiel  est  l'étude  des  équations  aux  dérivées  fonctionnelles,  géné- 
ralisation des  équations  difTérentielles  et  aux  dérivées  partielles.  Plus 
abstraite  par  son  objet  même,  celte  étude  ne  peut  d'abord  être 
féconde  en  résultats  applicables  à  la  théorie  des  fonctions.  C'est  un 
champ  de  recherches  difTérent,  plus  large  à  certains  points  de  vue, 
riche  en  problèmes  nouveaux,  en  notions  nouvelles.  Sans  doute  lors- 
qu'il sera  exploré,  pourra-t-on  en  déduire  de  nouvelles  méthodes 
applicables  aux  problèmes  d'analyse  ordinaire;  on  ne  saurait  les  pré- 
ciser dès  maintenant.  Il  est  souvent  arrivé  dans  l'histoire  des  sciences 
qu'une  théorie  ait  des  applications  que  ses  auteurs  ne  prévoyaient 
pas,  et  le  fait  que  l'analyse  fonctionnelle  ne  se  soit  pas  encore  révélée 
féconde  en  applications  pratiques  ne  doit  pas  détourner  de  l'étude 
de  cette  science,  si  attrayante  d'ailleurs,  au  point  de  vue  logique 
et  philosophique,  comme  généralisation  de  l'analyse  ordinaire. 

5.  Le  passage  du  fini  à  l'infini.  —  Des  progrès  si  rapides  que  l'ont 
été  ceux  du  calcul  fonctionnel  n'auraient  sans  doute  pas  été  possibles 
si  l'étude  de  chaque  chapitre  du  calcul  fonctionnel  n'était  facilitée 
par  la  connaissance  du  chapitre  correspondant  de  l'analyse  ordinaire, 
et  si  le  procédé  qui  permet  de  passer  de  celui-ci  à  celui-là  n'était  pas 
toujours  le  même  :  le  passage  du  fini  à  r  infini.  C'est  encore 
M.  Volterra  qui  a  mis  en  évidence  le  parti  à  tirer  de  l'utilisation  sys- 
tématique de  ce  procédé. 

(')  De  même,  en  analj'se  ordinaire,  on  peut  distinguer  l'algèbre,  traitant  de  pro- 
blèmes où  les  inconnues  sont  des  nombres,  et  l'analyse,  traitant  de  problèmes  où 
les  inconnues  sont  des  fonctions.  Ainsi,  la  résolution  de  l'équation 


V  =^  a^x  -\-  a^x"-  +  . 

. .  H-  a„:c"-h 

par  la  formule 

X  =  b^y  -+  b,.y--i-  . . 

.  ■+-  b^y"  -{- 

est  un  résultat  d'algèbre  en  ce  sens  que  l'inconnue  x  est  un  nombre;  mais  le  fait 
de  considérer  ce  nombre  comme  variable  donne  au  raisonnement  mathématique  une 
puissance  nouvelle,  et  souvent  l'analyse,  qui  emploie  ces  procédés,  et  considère  x 
comme  /onction  implicite  de  _^,  réussit  là  où  l'algèbre  pure  échoue. 
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Une  fonction  continue  ;r(0  définie  dans  un  intervalle  (o,  i)  est 
connue  d'une  manière  approchée  si,  cet  intervalle  étant  divisé  en  un 
nombre  très  grand  n  d'intervalles  égaux,  on  connaît  les  valeurs 
moyennes  ar,,.r2,...,  ^«  de  la  fonction  dans  chaque  intervalle.  Une 
fonctionnelle  dépendant  àe  x{t)  est  alors  représentée  d'une  manière 
approchée  par  une  fonction /( a:,, iCo >  •  •  •  5  ^n)-  L'étude  des  problèmes 
concernant  les  fonctionnelles  résultera  ainsi  de  l'étude  des  problèmes 
analogues  concernant  la  fonction /(.z',,j?25  •••  5  ^«)-  H  suffit  de  sup- 
poser que  n  devienne  infini  pour  être  conduit  à  la  solution  du  pro- 
blème considéré  de  calcul  fonctionnel,  et  si  souvent  le  procédé 
employé  ne  conduit  pas  à  démontrer  l'exactitude  de  la  solution,  qu'il 
faut  vérifier  autrement,  il  n'en  constitue  pas  moins  un  procédé  de 
découverte  d'une  fécondité  remarquable. 

C'est  ainsi  que  s'est  formée,  pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple, 
la  notion  d'intégrale.  La  somme 


devient  infinie  si  n  augmente  indéfiniment,  mais  la  moyenne  de  ces 
n  nombres  tend  vers  une  limite  qui,  l'intervalle  considéré  étant  égal  à 
l'unité,  est  l'intégrale  de  la  fonction  x{t)  dans  cet  intervtdle.  On  voit 
que  l'intégrale  généralise  la  notion  de  moyenne  plutôt  que  celle  de 
somme,  remarque  que  nous  aurons  à  utiliser  dans  la  suite,  et  si  l'in- 
tervalle d'intégration  est  divisé  en  intervalles  qui  ne  sont  pas  égaux, 
il  est  tout  naturel  de  donner  à  chacun  des  r/  un  poids  égal  à  l'inter- 
valle correspondant.  Si  l'intervalle  total  n'est  pas  égal  à  i,  la  limite 
de  la  moyenne  sera  naturellement,  non  l'intégrale,  mais  son  quotient 
par  cet  intervalle. 

Le  même  procédé  de  passage  du  fini  à  l'infini  s'applique  à  la  diffé- 
rentielle totale 

df(  j-i ,  .  .  .,  Xn)  =  -f^  dxi  -i- .  .  .  —  -^  dx,i 

et  à  la  limite  on  est  conduit  à  penser  que  la  variation  dune  fonction- 
nelle U  dépendant  d'une  fonction  x{t)  définie  entre  o  et  i.  sera  une 
expression  de  la  forme 

OU  =  Ç   o(J)ox{t)df. 

•-  0 

C'est  la  variation  considérée  par  Lagrange  et  M.  ^  ulterra.  qui  s'ap- 
plique en  effet  à  une  catégorie  fort  étendue  de  fonctionnelles. 
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0.  La  représentation  des  fonctions  par  une  infinité  dénombrable 
de  paramètres.  —  Nous  ne  donnerons  pas  pour  le  nionienl  d'autres 
cxeniples  d'application  du  proccdii  considéré.  Le  lecteur  en  trouvera 
suffisamment  dans  la  suite.  Mais  faisons  à  ce  sujet  une  remarque 
importante. 

On  peut  envisager  d'autres  manières  de  considérer  une  fonction- 
nelle comme  limite  d'une  fonction  d'un  grand  nombre  de  variables. 
La  fonction  ip(/)  peut  être  définie  dans  l'intervalle  considéré  par  la 
suite  des  coefficients  de  son  développement  en  série  trigonomélrique 
ou  d'une  manière  plus  générale  en  série  de  fonctions  orthogonales, 
on  bien  si  elle  est  analytique  par  les  coefficients  de  son  développe- 
ment en  série  de  Tajlor.  Une  fonction  des  n  premiers  coefficients 
d'un  de  ces  développements  conduit,  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment, à  une  fonctionnelle. 

Cette  manière  d'envisager  le  passage  du  fini  à  l'infini  présente-t-elle 
le  même  intérêt  que  celle  que  nous  avons  indiquée  d'abord? 

On  ne  saurait  trop  nettement  répondre  :  non. 

11  ne  faut  pas  en  effet  perdre  de  vue  que,  quel  que  soit  le  procédé 
employé  pour  représenter  une  fonction  a: (<),  la  fonction  est  avant 
tout  une  succession  de  valeurs  prises  parla  quantité  a?  lorsque  avarie. 
C'est  celte  succession  de  valeurs  qu'il  faut  toujours  considérer  si  l'on 
veut  ne  pas  perdre  de  vue  l'origine  de  la  notion  de  fonction  et  ne  pas 
se  contenter  d'écrire  des  relations  formelles  sans  en  pénétrer  le  sens. 

Aucun  professeur  ne  proposerait  de  donner  à  un  débutant,  comme 
(îéjînition  de  l'intégrale  indéfinie,  cette  propriété  que  la  fonction 

Oq-^-  «1  ^  h-  ...  -h  a,i T"  4-  .  .  . 

a  pour  intégrale  la  fonction 

C  -h  CIqX  -h  «1 h.  .  .^  Un h.  .  .  . 

1  II 

à  étant  une  constante  quelconque.  Une  telle  définition  ne  permettrait 
pas  de  saisir  l'origine  même  de  la  notion  d'intégrale  ni  d'aborder 
avec  succès  les  applications  du  calcul  intégral  aux  problèmes  physi- 
ques. 

Par  contre,  on  ne  peut  songer  à  nier  les  services  que  rend,  une 
fois  la  notion  d'intégrale  devenue  familière,  l'intégration  des  séries 
trigonométriques  ou  des  séries  de  puissances. 

Nous  devons,  en  abordant  le  calcul  fonctionnel,  nous  inspirer  de 
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cette  double  remarque.  A  chaque  problème  nouveau,  nous  examine- 
rons d'abord  ce  que  donne  le  passage  du  fini  à  l'infini  appliqué  comme 
nous  l'avons  dit  n"  4,  Il  nous  arrivera  d'utiliser  ensuite  la  représen- 
tation d'une  fonction  par  une  suite  dénombrable  de  coefficients;  en 
particulier,  nous  considérerons  souvent  la  représentation  d'une 
fonction  par  une  série  de  fonctions  orthogonales.  Mais  cela  ne  doit 
pas  faire  oublier  que  le  point  de  vue  indiqué  d'abord,  qui  est  celui  de 
M.  Volterra,  doit  rester  au  premier  plan  ('). 

7.  Indication  des  questions  traitées  dans  ce  Livre.  —  Nous  pou- 
vons maintenant  indiquer  brièvement  les  principales  questions  que 
nous  étudierons  dans  la  suite. 

Nous  avons  déjà  dit  qu'un  tx'aité  de  calcul  fonctionnel  pourrait 
comprendre  un  chapitre  correspondant  à  chaque  chapitre  de  la 
théorie  des  fonctions  d'un  nombre  fini  de  variables.  Notre  objet  prin- 
cipal sera  de  généraliser  les  notions  élémentaires  du  calcul  différen- 
tiel, la  théorie  des  équalions  aux  dérivées  partielles,  et  la  notion 
d'intégrale  multiple. 

Dans  la  première  Partie,  nous  parlerons  d'abord  de  la  continuité 
dans  le  domaine  fonctionnel.  Nous  étudierons  ensuite  la  variation 
première  et  les  variations  d'ordres  supérieurs  des  fonctionnelles, 
études  liées  à  celles  des  fonctionnelles  linéaires  et  des  fonctionnelles 
entières  d'ordre  fini,  comme  l'étude  des  différentielles  des  divers 
ordres  des  fonctions  de  n  variables  est  liée  à  l'étude  des  formes  de 
divers  degi'és. 

La  notion  de  déterminant  fonctionnel  est  fondamentale  dans  la 
théorie  des  fonctions  de  n  variables,  et  l'on  ne  peut  en  aborder  l'étude 
sans  connaître  au  préalable  la  théorie  des  équations  algébriques. 
Nous  serons  de  même  obligés  de  donner  quelques  indications  sur  la 
théorie  des  équalions  intégrales  linéaires;  mais  nous  nous  bornerons 
sur  ce  sujet  à  quelques  considérations  générales  et  aux  résultats  indis- 
pensables pour  la  suite.  Nous  pourrons  ensuite  traiter  la  question  des 
fonctionnelles  définies  par  des  équalions  impliciles. 


(')  Signalons  à  ce  sujet  les  travaux  de  M.  Bourlet  {Annales  de  VÈcole  Normale, 
t.  XIV  et  XVI),  qui  aurait  pu  partager  avec  M.  Volterra  l'honneur  d'avoir  fondé  le  calcul 
fonctionnel,  s'il  ne  s'était  placé  uniquement  au  second  point  de  vue.  M.  Pinclicrle, 
dans  les  Math.  Ann  ,  t.  XLIX,  a  également  publié,  avant  les  travaux  de  M.  Volterra, 
des  travaux  où  il  se  place  au  même  point  de  vue. 
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Dans  la  (ieuxiènie  Partie,  nous  éludierons  les  éqiialions  aux  déri- 
vées fonclionnellcs  du  premier  ordre.  11  existe  de  nombreux  types 
intéressants  à  considérer.  Le  plus  simple  est  celui  qui  résulte  de  la 
généralisation  des  équations  aux  difTérenlielles  totales,  et  qui  se 
rapproche  des  équations  dilTérentielles  ordinaires  du  premier  ordre 
en  ce  sens  que  l'intégrale  ne  dépend  que  d'un  paramétre,  mais  qui 
s'en  distingue  en  ce  sens  que  la  différentielle  totale  considérée  peut 
n'être  pas  une  différentielle  exacte,  et  qu'il  y  a  lieu  d'étudier  le  pro- 
blème de  l'inlcgrabilité. 

Nous  étudierons  ensuite  un  autre  type  d'équations,  que  nous  nom- 
merons équations  aux  dérivées  fonctionnelles  partielles,  qui  généralise 
les  équations  aux  dérivées  partielles  comme  le  précédent  généralise 
les  équations  différentielles.  Nous  étendrons  à  ces  équations  les 
notions  de  caractéristiques,  d'intégrales  complètes  et  la  méthode 
d'intégration  de  Cauchy. 

La  troisième  l\irtie  comprendra  l'étude  des  équations  aux  dérivées 
fonctionnelles  partielles  du  second  ordre,  et  notamment  d'une  équa- 
tion généralisant  celle  de  Laplace.  Cette  étude  introduisant  une 
formule  qui  généralise  celle  de  Green,  il  est  nécessaire  de  généraliser 
d'abord  la  notion  d'intégrale,  ou  plus  exactement  celle  de  moyenne. 
Cette  généralisation  a  été  obtenue  pour  la  première  fois  par  Gâteaux, 
en  1914  (voir  Bull.  Soc.  math..,  19 '9)-  Tandis  que  jusqu'ici  l'ana- 
lyse fonctionnelle  présentait  avec  l'analyse  ordinaire  une  analogie 
remarquable,  la  théorie  de  la  moyenne  en  calcul  fonctionnel  est 
quelque  chose  d'essentiellement  nouveau,  ne  ressemblant  à  aucune 
théorie  de  l'analyse  ordinaire.  L'étude  de  cette  notion  comprendra 
cinq  chapitres  de  la  troisième  Partie,  un  seul  étant  consacré  à 
l'application  à  l'équation  de  Laplace. 

Dans  le  résumé  qui  précède,  les  questions  concernant  la  théorie 
pure  sont  seules  indiquées. 

Comme  applications,  nous  considérerons  surtout  des  fonctionnelles 
liées  au  problème  de  Dirichlet  relatif  à  l'équation  de  Laplace  de 
l'analyse  ordinaire. 

Le  développement  de  ces  diverses  théories  oblige  à  utiliser  un  très 
grand  nombre  de  notions  de  l'analyse  ordinaire.  Pour  ne  pas  exiger 
du  lecteur  un  trop  grand  nombre  de  connaissances  préalables,  j'ai 
préféré   allonger   un   peu  l'exposé  en   rappelant   sommairement  les 
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fondements  de  quelques  théories  classiques  de  l'analjse.  C'est  ainsi 
que  l'on  trouvera  des  indications  sur  l'intégration  au  sens  de 
M.  Lebesgue,  sur  les  séries  de  fonctions  orthogonales,  sur  les  pro- 
priétés élémentaires  des  fonctions  de  Green.  Toutefois,  dans  les 
quatre  derniers  chapitres  de  la  dernière  Partie,  contenant  l'exposé  de 
résultats  récents  et  sans  doute  non  encore  complètement  au  point  ('), 
j'ai  dû  renoncer  à  donner  à  l'exposé  le  caractère  élémentaire  que 
j'aurais  voulu  conserver. 

D'autre  part,  je  liens  à  prévenir  le  lecteur  que  je  n'ai  pas  voulu 
faire  un  traité  complet  de  calcul  fonctionnel.  Un  tel  traité  devrait 
comporter  un  exposé  développé  de  la  théorie  des  équations  inté- 
grales linéaires,  de  la  question  connexe  des  formes  quadratiques  à 
une  infinité  de  variables,  et  d'une  manière  générale  de  la  théorie 
des  fonctions  d'une  infinité  de  variables,  questions  sur  lesquelles 
nous  ne  donnerons  que  de  brèves  indications.  Il  devrait  aussi  com- 
prendre la  généralisation  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire  et  l'étude  des  équations  intégro-differentielles,  qui  cons- 
tituent deux  beaux  chapitres  de  l'œuvre  de  M.  Volterra;  ce  dernier 
surtout,  le  plus  récent,  est  rapidement  devenu  classique  et  adonné 
lieu  à  un  grand  nombre  de  travaux  d'autres  savants,  et  il  se  rattache 
naturellement  à  la  notion  de  fonctionnelle.  Mais  ces  questions  nous 
écarteraient  de  notre  objet,  qui  est  surtout  l'étude  des  équations  aux 
dérivées  fonctionnelles,  et  je  ne  peux  que  renvoyer  le  lecteur  aux 
Mémoires  et  Ouvrages  où  elles  sont  exposées  (^). 

(')  Peut-être  le  lecteur  Iiouvera-t-il  que  j'aurais  dû,  pour  publier  cet  Ouvrage, 
attendre  que  cette  troisième  Partie  soit  complètement  au  point.  Il  aurait  fallu  sans 
doute  attendre  plusieurs  mois,  peut-être  plusieurs  années.  Dans  Tintérét  de  la 
Science  française,  il  m'a  paru  préférable  de  publier  dés  maintenant  les  résultats 
acquis,  et  de  ne  pas  bcsiter  à  en  énoncer  d'autres,  plus  ou  moins  vraisemblables,  que 
je  n'ai  pu  démontrer  rigoureusement;  ces  questions  dont  l'étude  me  paraît  mériter 
d'être  poursuivie  sont  rappelées  à  la  fin  du  dernier  chapitre.  Je  serai  heureux  de 
contribuer  ainsi  à  attirer  de  nouveaux  chercheurs  dans  ce  domaine  si  vaste  et  encore 
si  peu  connu  qu'est  le  calcul  fonctionnel. 

C)  Volterra,  5a/'  une  généralisation  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire  {Acta  matematica,  t.  XII);  Leçons  sur  les  fonctions  de  lignes 
(Gauthier-Villars,  igiS);  Trois  conférences  sur  ta  généralisation  des  fondions 
analytiques  et  sur  la  théorie  des  vagues  {  rhe  Hice  Institute:  Book  of  the  ope- 
ning,  vol.  III,  p.  io36-iioo). 


CHAPITRE  II. 

LA  NOTION  DE  CONTINUITE  DANS  LE  DOMAINE  FONCTIONNEL. 


Sommaire.  —  Notations.  —  L'espace  fonctionnel. —  Définition  normale  de  la 
continuité  et  du  voisinage.  —  Autres  définitions.  —  Voisinages  de  divers 
ordres.  —  Ciiamps  fonctionnels.  —  Continuité  uniforme.  —  Fonctionnelle^ 
dépendant  d'un  para-métre. 

8.  Notations.  —  Lorsqu'une  quantité  U  est  une  fonctionnelle 
dea:(/),  dépendant  des  valeurs  prises  par  cette  fonction  pour  a^t^h. 
M.  Volterra  représente  cette  dépendance  par  le  symbole 

U|[t(o]|. 

a 

Pour  simplifier  l'écriture,  toutes  les  fois  que  cela  pourra  se  faire 
sans  ambiguïté,  nous  supprimerons  l'indication  des  limites  a  et  b. 
ou  même  nous  écrirons  simplement  U  |  [.r]  |  ou  même  U,  sans  rap- 
peler par  les  notations  que  cette  quantité  est  une  fonctionnelle 
de  x{l). 

Si  une  quantité  dépend  de  la  forme  de  plusieurs  fonctions,  soit 
par  exemple  deux  fonctions  x  et  j',  et  de  la  valeur  de  certains  para- 
mètres, soit  par  exemple  deux  paramétres  \  et  u,  la  notation 
U  I  \x^  y^  ).,  [jl]  I  ne  marquerait  pas  suffisamment  la  distinction  entre 
les  fonctions  et  les  paramètres.  Nous  adopterons  dans  ce  cas  l'une 
des  notations 

Lb,ix![^,  v]|;    U|[-^,j|>-,  !^J|. 

La  notation  de  M.  Volterra 

b  b 

a  a 

supprime  également  toute  ambiguïté. 

Si  dans  ces  expressions  on  remplace  x  par  une  fonction  de  f  et  de 


12  PREMIÈRE   PARTIE.    —   LES   FONDEMENTS   DU   CAl-CUL   FONCTIONNEL. 

paramètres  a,  (B,  la  fonctionnelle  U  devient  une  fonction  de  a,  [B,  X,  u. 
Nous  distinguerons  le  rôle  de  la  variable  L  de  celui  des  paramètres  a 
et  |3  en  écrivant 

U|[:r(<|a,  P)IX,  .u]|     ou      U),al  [:ra,p(0]  I- 

Les  fonctions  ^(0  6ljr(0  ^'^  ^^^  variables  À  et  li.  qui  interviennent 
dans  la  définition  de  U  seront  appelées  arguments  de  celte  fonc- 
tionnelle. 

9.  L'espace  fonctionnel.  —  On  sait  les  services  que  rend  dans 
l'étude  des  fonctions  de  n  variables  le  langage  géométrique  qui  con- 
siste à  les  considérer  comme  fonctions  (T un  point  de  Vespace  à 
n  dimensions.  Un  langage  analogue  est  de  même  employé  avec  avan- 
tage pour  les  fonctions  d'une  infinité  dénombrable  de  variables, 
qu'il  nous  arrivera  d'avoir  à  considérer  dans  la  suite,  et  pour  les 
fonctionnelles  qui  sont  l'objet  principal  de  notre  étude. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérerons  les  fonctionnelles  U 
dépendant  des  valeurs  prises,  pour  o5/^i,  par  une  fonction  x{t) 
définie  d'une  manière  uniforme  dans  cet  intervalle.  Nous  considé- 
rerons une  telle  fonction  comme  représentée  par  un  point  d'un 
espace  idéal  que  nous  appellerons  Vespace  fonctionne/.  La  fonction- 
nelle U  sera  une  fonction  d'un  point  de  cet  espace. 

Mais  un  mot  nouveau,  s'il  peut  faciliter  la  généralisation  de  cer- 
tains raisonnements,  ne  suffit  pas  pour  résoudre  une  difficulté. 
L'espace  fonctionnel  difi'ère  essentiellement  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions, comme  nous  allons  bientôt  le  constater. 

10.  Définition  normale  de  la  continuité  et  du  voisinage  (').  — 
La  notion  qui  est  à  la  base  de  toute  méthode  infinitésimale  est  celle 
de  continuité.  Dans  l'espace  à  n  dimensions,  une  fonction  est  dite 
continue  en  un  point  A  si,  étant  donné  un  nombre  s  positif,  les 
valeurs  prises  par  cette  fonction  en  A  et  un  autre  point  B  diffèrent 
de  moins  de  e,  pourvu  que  B  soit  suffisamment  voisin  de  A,  c'est-à- 
dire  pourvu  que  la  distance  de  ces  points  soit  inférieure  à  un  nombre 


(*)  M.  Fréchet  emploie  le  mot  voisinage  dans  un  sens  un  peu  différent  de  celui 
que  nous  allons  lui  donner.  Nous  sommes  d'accord  pour  l'emploi  de  ce  mot  avec 
Af.  Hadamard  (Leçons  sur  le  Calcul  des  variations,  p.  48). 
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convenablement  ciioisi,  qui  est  dit  module  de  condnititc  corres- 
pondant à  C-. 

Nous  pouvons  étendre  cette  définition  à  l'espace  fonctionnel.  Mais 
il  faut  préciser  dans  quel  cas  nous  avons  le  droit  de  considérer  deux 
points  A  etB  comme  voisins.  Ce  sera  sans  doute  quand  leur  distance 
sera  très  petite.  Mais  comment  définir  cette  distiince,  que  nous 
appellerons  aussi  dislance  des  fonctions  correspondantes  ic(f)  et  j'(^)? 

Voyons  ce  que  donne  le  procédé  du  passage  du  fini  à  l'infini. 
Dans  l'espace  à  n  dimensions,  les  points  A  et  B  ayant  respectivement 
pour  coordonnées  a:,,  .  .  . .,  x„  et  j'i,  •  •  •  ■,  Xn-,  leur  distance  R  est 
d'éfinie  par  la  formule 

Pour  rendre  possible  le  passage  à  la  limite,  il  faut  remplacer  la 
somme  qui  figure  au  second  membre  par  la  moyenne  des  termes 

écrits  et,   par  suite,   chercher  la  limite,  non  de  R,  mais  de  r^  ——. 

yn 

On  est  ainsi  conduit  à  appeler  distance  des  fondions  x{l)  el y{t)^ 
ou  des  points  correspondants  A  et  B  de  l'espace  fonctionnel,  la  quan- 
tité r  définie  par  la  formule 

(I)  r2=  [    {y(t)-x{t)Ydt. 

C'est  cette  définition  que  nous  adopterons  en  principe  dans  la 
suite.  C'est  elle  qui  nous  permettra  de  construire  une  géométrie  de 
l'espace  fonctionnel  dans  laquelle  se  généralisent  avec  leurs  carac- 
tères essentiels  les  notions  de  sphère,  d'angle,  de  courbure  des  sur- 
faces, de  surface  minima,  de  fonction  harmonique,  etc.  Au  point  de 
vue  qui  nous  occupe  actuellement,  nous  voyons  qu'une  fonctiony(^) 
devra  être  considérée  comme  infiniment  voisine  d'une  fonction  x(f) 
si  l'intégrale  (i)  tend  vers  o,  c'est-à-dire  si,  suivant  l'expression  con- 
sacrée, y{t)  convei-ge  en  moyenne  vers  x{t).  De  même,  la  fonc- 
tionnelle U^  du  point  A  sera  dite  continue  en  A  si  Uu — U^  tend 
vers  o  avec  r. 


11.   Autres  définitions.   —  Les  définitions  précédentes,  générali- 
sations naturelles  de  celles  employées  dans  la  géométrie  à  n  dimen- 
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sions,  ne  sont  pas  suffisantes,  et  nous  ne  pouvons  nous  dispenser 
d'envisager  d'autres  sortes  de  continuité. 

Dans  l'espace  à  n  dimensions,  il  suffit  de  limiter  supérieurement 
soit  R,  soit  r,  pour  que  chacune  des  quantités  |y,  —  ic,  |,  ..., 
\yJ^  —  Xn\  soit  limitée  supérieurement. -Dans  l'espace  fonctionnel,  la 
connaissance  d'une  limite  supérieure  de  /'  n'entraîne  pas  la  connais- 
sance d'une  limite  supérieure  de  \y{t)  —  -2^(0  1  poui'  "ne  valeur  par- 
ticulière de  /. 

Pour  limiter  supérieurement  cette  différence,  nous  pouvons  con- 
sidérer comme  distance  des  fonctions  x  e\,  y\di  quantité 

(2)  M  =:  ina\  |7(0  —  ^(0  I         (o5<  =  i). 

Avec  cette  définition,  la  fonction  y{t)  devra  être  considérée 
comme  infiniment  voisine  de  ^(i)  si  y{t)  tend  uniforme  ment 
vers.«(f),  et  à  cette  nouvelle  sorte  de  voisinage,  que  nous  appellerons 
voisinage  uniforme^  correspond  une  nouvelle  sorte  de  continuité. 
L'intérêt  de  celle  continuité  est  prouvé  par  le.  fait  que  des  fonction- 
nelles telles  que  le  maximum  de  ■r(^)  entre  o  et  i,  ou  bien  la  valeur 
de  ^(0  pour  une  valeur  particulière  de  ?,  qui  ne  sont  pas  continues 
au  sens  du  n'  9,  sont  continues  avec  cette  nouvelle  définition;  il  en 
est  de  même  d'autres  fonctionnelles  que  nous  rencontrerons  dans  la 
suite. 

Le  voisinage  uniforme  est  naturellement /;/a5  restrictif  c^xxe  le  voi- 
sinage en  moyenne,  de  sorte  que  la  nouvelle  définition  de  la  conti- 
nuité est  moins  restrictive  que  l'ancienne,  c'est-à-dire  est  vérifiée 
par  toutes  les  fonctionnelles  continues  d'après  l'ancienne  définition 
et  aussi  par  d'autres. 

Une  autre  définition  possible  serait  de  considérer  la  fonctionjK(0 
comme  voisine  de  x{t)  sïy[t)  tend  vers  x{t)^  mais  non  uniformé- 
ment. La  fonctionnelle  a7(T),  x  étant  une  valeur  particulière  de  f,  et 
d'autres  fonctionnelles  dans  la  définition  desquelles  xjoue  un  rôle 
particulier,  sont  continues  avec  cette  définition,  plus  restrictive  que 
la  précédente.  Malgré  cela,  elle  ne  nous  paraît  pas  intéressante  à  con- 
sidérer; cela  tient  à  ce  que,  dans  ces  exemples,  ce  qui  importe,  ce 
n'est  pas  l'existence  de  la  continuité  pour  chaque  valeur  du  para- 
mètre T,  mais  la  manière  dont  la  continuité  dépend  de  t,  le  fait,  par 
exemple,  de  savoir  si,  en  faisant  varier  t,  on  a  une  famille  de  fonc- 
tionnelles éoralement  continues. 
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D'autres  définitions  possibles  du  voisinage  sont  liées  à  la  dislance  Vp 
définie  par  la  formule 

(3)  r{;=  f   \y(t)-.r{t)\Pdl, 

•  0 

p  étant  un  nombre  positif  quclconcjne.  Si  ip  tend  vers  o,  il  y  a  une 
sorte  de  voisinage  entre  y{l)  et  oc(l)^  que  nous  pouvons  appeler 
voisinage  en  moyenne  de  degré  p.  Il  comprend  comme  cas  parti- 
culier, pour  p  =  2,  le  voisinage  défini  n"  9,  et  est  d'autant  plus  res- 
trictif que/>  est  plus  grand.  En  effet,  si  />  <<  P  et  si  if,  est  donné,  on 
vérifie  sans  peine  que  rp  peut  prendre  n'importe  quelle  valeur  posi- 
tive ^  />,  mais  ne  peut  dépasser  /•,,. 

Des  difierentes  sortes  de  voisinage  que  nous  venons  de  considérer, 
nous  utiliserons  surtout  dans  la  suite  celles  qui  correspondent  aux 
définitions  de  la  distance  résultant  des  fornniles  (i)  et  (2).  Sauf 
indication  contraire,  c'est  toujours  de  la  première  qu'il  s'agira. 

Nous  dirons  qu'un  domaine  est  fini  lorsque  la  distance  de  ses 
points  à  Torigine  est  limitée  supérieurement.  Nous  appellerons 
module  fonctionnel  d'une  fonction  x{t),  et  désignerons  par  [|x(/)  || 
la  dislance  du  point  qui  la  représente  à  l'origine  [point  qui  repré- 
sente la  fonction :r(^)  :=  o].  Ces  expressions  ont  naturellement  diffé- 
rentes significations  suivant  la  définition  adoptée  pour  la  distance. 

12.  Voisinages  des  divers  ordres.  —  Les  définitions  précédentes 
de  la  distance  ne  sont  pas  suffisantes.  Une  fonctionnelle  telle  que 


I    \dr- 


di 


n'est  pas  continue,  même  avec  la  plus  restrictive  des  définitions 
considérées  jusqu'ici.  Pourtant  elle  a  une  sorte  de  continuité  que 
nous  allons  préciser,  et  qu'il  faut  envisager,  si  nous  ne  voulons  pas 
exclure  de  nos  i^eclierches  les  fonctionnelles  du  calcul  des  variations 
classiques. 

Nous  dirons  que  y{l)  a  avec  x{l)  un  voisinage  uniforme 
d^ ordre  p  sxyi^i)  et  ses^  premières  dérivées  tendent  i-espectivement 
d'une  manière  uniforme  vers  x{t)  et  ses  p  premières  dérivées.  Il 
suffit  d'ailleurs  pour  cela,  si  x  et  y  et  leurs  [p  —  i)  premières  déri- 
vées sont  continues,  que  la  dérivée  d'ordre />  de  y  tende  uniforme- 
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mentversla  dérivée  correspondante  de  ^,  et  que,  pour  une  valeur 
particulière  de  t,,y  et  ses  (/?  —  i  )  premières  dérivées  tendent  respec- 
tivement vers  X  et  ses  (/>  —  i)  premières  dérivées. 

A  cette  définition,  on  peut  faire  correspondre  la  distance  définie 
comme  la  plus  grande  valeur  de 


d'y        d'à: 
~diJ'  ~~  'dF 


(ol  <  ^i  ;  i'  =  1 ,2,  . .  .,jo), 


ou  bien  la  quantité 

«0  max  \y  —  x\  -4-  «1  max 


d{y  —  x\ 


dt 


dP{y  —  x) 
'dû' 


«0,  «I,  .  .  .1  Op  étant  des  coefficients  positifs.  Ces  différenles  défini- 
tions sont  équivalentes  au  point  de  vue  de  la  définition  du  voisinage 
qui  en  résulte. 

Des  remarques  analogues  peuvent  être  faites  avi  sujet  du  voisinage 
en  moyenne  cV ordre  p,  défini  par  la  condition  que  y  et  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  p  convergent  en   moyenne  respectivement  vers  x  et 

ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p   ou,   ce  qui  revient  au  même,   par  la 

...  di' y  di'x     ^ 

condition  que  -r^  converge  en  moyenne  vers  -— -  et  que  pour  une 

valeur  particulière  de  f,  y{t)  et  ses  p  —  i  premières  dérivées  tendent 
respectivement  vers  .r(^)  et  ses  p  —  i  premières  dérivées. 

A  ces  deux  définitions  du  voisinage  d'ordre  /),  correspondent  deux 
sortes  de  continuité  d^ordre  p.  Une  fonctionnelle,  dans  la  définition 
de  laquelle  interviennent  les  dérivées  de  x  jusqu'à  l'ordre  p,  aura, 
en  général,  la  première  de  ces  continuités,  la  plus  restrictive,  et 
parfois  la  seconde,  comme  c'est  le  cas  pour  les  fonctionnelles  du 
calcul  des  variations 


r'     /  dx  dPx\    , 


Les  notions  de  voisinage  en  moyenne  d'ordre  /?,  voisinage  uni- 
forme d'ordre/?,  voisinage  en  moyenne  d'ordre  p-\-\^  .  .  .,  sor.l  de 
plus  en  plus  restrictives.  Les  continuités  correspondantes  sont,  par 
suite,  de  moins  en  moins  restrictives. 

On  peut  envisager  aussi  un  voisinage  d'ordre  infini,  et  une  conti- 
nuité correspondante.  Telle  sera  la  continuité  de  la  fonctionnelle 


p=l 
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L'excmplr  de  code  foiKnioniielleinonlrc  que  rensemble  des  fonc- 
lloanellcs  ayant  celle  sorle  de  coiiliiuill»'  csl  plus  vasle  cjuc  la  réunioa 
de  Ions  les  ensembles  avanl  des  conliauilés  d'ordre  Uni.  En  eilel, 
pour  aucune  valeur  de/?,  elle  n'a  une  continuité  d'ordre/?.  Ces  sortes 
de  continuités  sont  liées  aux  distances  définies  par  exemple  par  la 
lormiih.' 


m;ix  \y 


d(  y  —  x) 


dt 


di'iy  —  X  ) 


dli> 


h  étant  un  nombre   |)ositif",    ou   par  des  formules    analogues  où  les 
coefficients  aient  d'autres  valeurs. 


13.  Champs  fonctionnels.  —  Les  fonctionnelles  que  nous  venons 
de  considérer  ne  sont  pas  définies  pour  toutes  les  fonctions  a; (/), 
mais  seulement  pour  les  fonctions  ayant  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre/? 
ou  même  des  dérivées  de  tous  les  ordres.  La  plupart  des  fonction- 
nelles ne  sont  de  même  définies  que  pour  les  -fonctions  vérifiant 
certaines  conditions,  fonctions  dont  l'ensemble  constitue  ce  qu'on 
appelle  un  champ  fonctionnel.  Tandis  que,  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions, les  domaines  d'existence  des  fonctions  sont  définis  le  plus 
souvent  par  des  conditions  s'exprimant  par  des  égalités  ou  des  iné- 
galités, la  définition  des  champs  fonctionnels  comprend  le  plus  sou- 
vent non  seulement  des  conditions  d'égalité  ou  d'inégalité,^  mais  aussi 
des  conditions  relatives  au  mode  de  continuité  ou  à  la  nature  analy- 
tique des  fonctions. 

La  notion  de  champ  fonctionnel  est  liée  aux  remarques  qui  pré- 
cèdent sur  les  différentes  sortes  de  voisinage.  Une  définition  détei'- 
minéedu  voisinage  n'a  de  sens  que  dans  un  certain  champ  fonctionnel. 
On  ne  peut,  par  exemple,  parler  de  voisinage  uniforme  d'ordre  p  entre 
deux  fonctions  xi^t)  etj-(^)  que  si  leur  différence  a  -une  dérivée 
d'ordre/?;  cette  notion  n'est  donc  intéressante  que  si  ces  fonctions 
appartiennent  à  un  ensemble  tel  que,  entre  deux  fonctions  quel- 
concpies  de  cet  ensemble,  la  distance  définie  par  exemple  comme  la 


plus  grande  des  quantités 


max  1^  —  x\^     max 


d{  y  —  x) 


dt 


di'  (  Y  —  ^  I 


dti' 


ait  un  sens.  Il  est   naturel,   de  plus,   de  supposer  que  la  fonction  o 
appartienne  à  cet  ensemble,  et  l'on  voit  qu'on  est  conduit  a  ne  parler 

LÉVY.  2 
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de  voisinage  d'ordre  p  que  dans  le  domaine  des  fonctions  admettant 
des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p. 

On  voit  que,  d'une  manière  précise,  une  définition  du  voisinage 
résultant  d'une  définition  déterminée  de  la  distance,  est  liée  à  la 
notion  du  champ  fonctionnel  le  plus  étendu^  comprenant  la  fonc- 
tion o,  et  tel  que  la  distance  de  deux  fonctions  quelconques  de 
ce  champ  eut  un  sens.  Il  v  a  d'ailleurs  deux  manières  de  comprendre 
cette  relation,  sui\antque  l'on  considère  une  quantité  infinie,  mais 
non  indéterminée,  comme  ayant  un  sens  ou  non. 

Etant  donnée  limporlance  des  définitions  de  la  dislance  résultant 
des  formules  (i)  et  (2),  nous  devons  nous  demander  à  quels  champs 
fonctionnels  elles  correspondent. 

Pour  la  distance  définie  par  la  formule  (2),  il  n'y  a  pas  de  diffi- 
culté. Si  l'on  considère  une  quantité  comme  ayant  un  sens  si  elle  est 
finie  et  déterminée,  c'est  le  champ  des  fonctions  bornées  ;  aucune 
espèce  de  continuité  n'est  nécessaire.  Si  l'on  considère  une  quantité 
comme  ayant  un  sens  si  elle  est  finie  ou  infinie,  mais  déterminée,  la 
restriction  que  les  fonctions  considérées  soient  bornées  n'est  même 
plus  nécessaire.  Ces  remarques  n'empêchent  pas,  étant  donnée 
l'importance  des  fonctions  continues  dans  les  applications,  qu'il  y  a 
souvent  intérêt  à  ne  considérer  que  le  champ  de  ces  fonctions  et  à 
utiliser  la  définition  (2)  de  la  distance. 

Pour  la  distance  définie  par  la  formule  (i),  on  ne  peut  pa>  consi- 
dérer des  fonctions  discontinues  quelconques.  Mais  la  continuité 
n'est  pas  non  plus  nécessaire  pour  que  cette  formule  ait  un  sens.  Si 
l'on  admet  que  la  distance  de  deux  fonctions  puisse  être  infinie,  le 
champ  tunclionnel  à  considérer  est  celui  des  fonctions  mesurables; 
dans  le  cas  contraire,  c'est  celui  des  fonctions  sommables  et  de 
carrés  sommables. 

Nous  rappellerons,  dans  le  Chapitre  suivant,  le  sens  de  ces  expres- 
sions pour  le  lecteur  qui  ne  serait  pas  familiarisé  avec  les  travaux  de 
M.  Lebesgue.  Faisons  d'abord  une  remarc|ue. 

Si  une  fonctionnelle  est  définie  dans  un  certain  champ,  en  résulte- 
t-il  qu'on  ne  puisse  pas  considérer  pour  elle  d'autre  sorte  de  conti- 
nuité cjue  celle  qui  correspond  à  ce  champ?  Considérons,  par 
exemple,  une  fonctionnelle  U  définie  pour  toutes  les  fonctions  ayant 
des  dérivées  finies  jusqu'à  l'ordre  yj»,  mais  n'ayant  aucun  sens  si  la 
dérivée  d'ordre  p  n'existe  pas  ou  devient  infinie.  Peut-on  affirmer, 
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(riiiic  |);iil,  (jii'rlle  iirsl  pas  coiuiniu!  d'ordre  p  —  i  ( déliiiilion  de  l.i 
coiiliiiuitr  lii'c  an  Noisinagc  nnijorine  dOi'drc  p  -  i),  d'autre  pail, 
niiil  iTol  |»as  |>(»ssil)l(.'  ([n'elle  soil  t-diil  mue  <l"(irdi-e /y -|- i  sans  l"<Hre 
d'ordre  p!  Il  semble  (jiie  oui  (^'),  car  le  lait  d'èlre  délinie  dansiez 
elianij)  que  nous  \enons  de  C()n>id(''rcr  indi(jue  (pu-  la  dérivée 
d'ordre  yy  de  x(^/j  inlcr\ient  (explIeileiiK  ni  ou  non)  dans  sa  délîni- 
lion;  alors  on  ne  s'expliquerait,  ni  qu'il  suflise  que  les  fonctions  x{t) 
et  r(0  aient  leurs  dérivées  d'ordre  p  —  i  très  peu  différenles,  ni 
({uil  soil  nécessaire  qu'elles  aient  leurs  dérivées  d'ordre /? -{-i  très 
peu  dillérentes,  pour  que  les  valeurs  correspondantes  de  U  soient 
très  peu  dillérentes.  11  serait  intéressant  de  le  démontrer  rigoureu- 
sement, ou  l)ien  de  donner  des  exemples  d"exce[)ti(jn  à  cette  règle. 

li.  Continuité  uniforme.  —  Considérons  une  définition  déter- 
minée de  la  distance.  Lue  fonctionnelle  L  sera  dite  iiniforméinenl 
cotitinue  dans  un  certain  champ  t"oncti(jnnel  C  si,  étant  donné  un 
nombre  positif:,  on  peut  déterminer  un  nombre  t,  tel  (jue,  si  deux 
fonctions  du  champ  C  ont  une  distance  inférieure  à  /j,  les  valeurs 
correspondantes  de  L  diffèrent  de  moins  de  z. 

On  sait  que,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  toute  fonction  continue 
dans  un  domaine  fini  j'  est  uniformément  continue.  Pour  bien  com- 
prendre la  raison  de  cette  circonstance,  il  faut  connaître  la  notion 
d'ensemble   compact,   due  à  M.   F'réchet.  Dire  qu'un  volume  \    de 


(')  On  peut  èUe  lenlé  de  Lonsidéior  coiimio   une   evception    le  eas  ifunc  fonclion- 
n(.'lle  telle  (jue 

u  =    /     X-  dt, 

dont  la  variation,  lors(|ue  x'  est  eontinue  et  que  x"  existe,  jieut  s'écrire 
2[x''ï,x]^  —  2    /     x'  Zx  dt, 

el  a  une  eonlinuitc   d'ordre  o.  Mais   celte  continuité   n'appartient   ]ias  à  la  fonction- 
nelle   ellc-niènie.    On    peut,    en    eÛet,    trou\er    iW^^    th-terniinations  de  x^  telles  que 

-sin/fr/,  inférieures  dans  tout  l'intervalle  à  n'importe  fiuel   nombre  donné  si  n  est 
n 

assez  granil,  et  telles    pourtant    que  U  ne    tentle    pas  vers  la   valeur  o,  qu'elle  prend 

pour  a;  =  o. 
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l'espace  à  n  dimensions  est  compact,  c'est  dire  qu'étant  donnée  une 
suite  inlinie 

Al,     A2,       .    .    .   ,      Ay,,      .    .    . 

de  points  de  ce  volume,  on  peut  trouver  au  moins  un  point  A  tel 
qu'il  existe  une  suite  infinie  extraite  de  la  suite  précédente  et  tendant 
vers  A.  Considérons  alors  une  fonction  u  qui  soit  continue  dans  \  . 
Si  elle  n'était  pas  uniformément  continue,  il  existerait  un  nombre 
positifs  auquel  on  ne  pourrait  faire  correspondre  aucun  nombre  r, 
tel  que.  à  deux  points  A  et  A'  distants  de  moins  de  y,  correspondent 
nécessairement  deux  valeurs  de  u  différant  de  moins  de  t.  Ce  serait 
donc  qu'on  pourrait  trouver  une  suite  de  couples  de  points  A^,  A^,. 
tels  cjiie  la  distance  Ay,A'  tende  vers  o  cpiand  p  augmente  indéfi- 
niment, et  que  les  valeurs  de  la  fonction  u  en  A^  et  A'  diffèrent  de 
plus  de  î.  jMais  les  A^,  auraient  au  moins  un  point  limite  A,  où  la 
fonction  u  ne  serait  pas  continue,  ce  cjui  serait  contraire  à  l'hypo- 
thèse. 

Ce  résultat  ne  s'étend  pas  à  l'espace  fonctionnel,  où  un  domaine 
fini  V  n'est  en  général  pas  compact.  Considérons,  par  exemple,  la 
suite  de  points  correspondant  aux  fonctions 

cosa-^,     cos4~/,      ...,     COS2/'-?,     .... 

Ces  points  sont  compris  dans  un  volume  fini,  aussi  l)ien  avec  la 
définition  (i)  de  la  distance  qu'avec  la  définition  (2),  mais  il  est 
impossible  d'en  extraire  une  suite  tendant  vers  une  limite,  puisque 
la  distance  de  deux  quelconques  d'entre  eux  est  i.  si  l'on  considère 
la  distance  définie  par  la  formule  (i),  et  2.  si  l'on  considère  la  dis- 
tance définie  par  la  formule  (2  ).  ^ 

lo.  Fonctionnelles  dépendant  d'un  paramètre.  —  Considérons  une 
famille  de  fonctionnelles  Ux  dépendant  d'un  paramètre  A,  et  définies 
dans  un  champ  fonctionnel  C.  On  dit  qu'elles  sont  également  con- 
tinues dans  le  champ  C  et  pour  un  certain  ensemble  de  valeurs 
de  A,  si,  en  chaque  point  du  champ  C,  le  module  de  continuité  relatif 
à  un  nombre  t  peut  être  choisi  indépendamment  de  )..  S'il  peut  être 
choisi  indépendamment  à  la  fois  de  A  et  àex{t),  les  fonctionnelles  U). 
sont  dites  également  et  uniformément  continues. 

On  dit  que  L)  tend  vers  L\  quand  a  tend  vers  A,,?  S'il  en  est  ainsi 
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v.n  cIliKjiK'  |»(iiiil  ilii  cliiimi)  (1,  c'est-à-dire  si,  en  cluiniii  do  ces  points, 
£  ('lant  (111  nomhi'c  positif  si  petit  rpi'oii  veut,  ou  pciil  déleriuiuer  Y| 
Ici  cpreu  ce  poiul,  cl  |»oui"  |  a|  <<  y,,  on  :iil  nécessaire  m  cul  1 1  ), —  L)  ,|<^  z. 
Sir,  peut  cire  choisi  iiidcpeudammcut  du  point  (;<)Usiil(''n''  dans  le 
(diainp  C,  on  dit  que  L  >,  tend  iniifoitnémeiit  vers  sa  limite. 

11  est  facile  de  préciser  ce  tpie  la  convergence  uniforme  ajoiih'  à  la 
convergence  simple. 

i"  Soit  une  fonctionnelle  Ux,  tendant,  quandXtend  vers  o.  vers  une 
fonclionnelie  continue  L'q.  Si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  X  et 
d'une  fonction  x{t)  correspondant  à  un  [)oint  du  champ  C,  on  fait 
varier  soit  A,  soit  :r(0,  L).  varie  d'une  manière  continue.  Mais  il  n'en 
résulte  pas  que  Lx  varie  d'une  manière  continue  ([uand  on  fait  \arier 
simiiltanémenl  A  et  x{t).  Cette  conséquence  est,  au  contraire,  évi- 
dente, soit  si  lx  tend  uniformément  vers  Lq,  soit  si  les  fonction- 
nelles Lx  sont  également  continues.  En  éjcri\anl,  en  elTcl,  dans  le 
premier  cas, 

Uxl[X(/)l|-U„|L.r(0]|=       ;>x|[X(o]|-Uo|[X(Oll! 

+  |Uo|[X(^)l|-U„|[^'0]i;- 
et,  dans  le  second  cas, 

Uxl [X(r)]  I  -  v,\[a-(t)]  1  =     j  Uxl  [X(0]  1  - Uxl  [x(t)]  I  ; 

+  |UAl[-^(0]|-Uo|[r(r)]i;. 

on  déconq>ose  l'accroissement  de  L  en  deux  termes  tous  deux  infé- 
rieurs à  -  si  A  est  assez  petit  et  X(<  )  assez  voisin  de  x(j). 

Cette  remarque  généralise  le  fait  l)ien  connu  qu'une  fonction 
u(x,'/~)  peut  être  continue  par  rapport  à  chacune  des  variables,  pinse 
séparément,  sans  l'être  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables.  Si,  au 
contraire,  la  continuité  par  rapporta  l'une  des  varial)les  est  uniforme 
par  rapport  à  l'autre,  c'est-à-dire  si  le  module  de  continuité  relatif 
à  A  par  exemple  peut,  pour  chaque  valeur  de  X,  être  choisi  indépen- 
damment de  a:,  cette  circonstance  n'est  plus  possible. 

2°  Voici,  par  contre,  une  diflerence  essentielle  avec  le  cas  O  une 
fonction  de  deux  variables.  La  fonctionnelle  Lx  étant  supposée  varier 
d'une  manière  continue  avec),  et.r(f),  il  n'en  résulte  pas  nécessai- 
rement que  la  convergence  de  Lx  vers  Lq,  quand  A  tend  v'jV5  o,  soit 
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uniforme  dans  G,  tandis  que,   dans  le  cas  d'une  fonction   uix,  X). 
si  elle  est  continue,  la  convergence  de  u{x^  A)  vers  u[x^  o)  est  uni- 
forme par  rapport  à  x. 

On  voit  par  cette  remarqua  que,  dans  le  domaine  fonctionnel,  la 
notion  de  convergence  uniforme  apporte  une  double  restriction  à  la 
notion  de  convergence  simple.  Dans  l'espace  ordinaire,  ces  deux 
restrictions  n'en  font  qu'une. 


CHAPITRE  ni. 

FOXCTIOXS  SO.M.MAMI.KS  KT  FONCTIONS  A  VARIATION  BORNÉE. 


SoMMAlui:.  —  .Alevine  dim  en-eriil)ie  de  [Miinls.  —  Fondions  mesurables.  — 
fntégialion  des  fonctions  mesurables  bornées.  —  Les  fonctions  sommables. 
—  Les  fonctions  de  carrés  sommables  et  leur  représentation  par  des  séries 
trigononiél  riques.  —  Les  fonctions  à  varialioii  bornée.  —  L'intégrale  de 
Slielljes.  —  Les  fonctionnelles  additives  à  variation  bornée.  —  L'intégrale 
double  de  Slielljes. 

Le  présent  Chapitre  contient  un  résumé  de  travaux,  connus  de  MM.  Jordan, 
Borel  et  Lebesgne  sur  la  théorie  des  fonctions.  Pour  être  accessible  à  un 
aussi  grand  nombre  que  possible  de  lecteurs,  nous  avons  pensé  qu'il  valait 
mieux  ne  pas  les  supposer  connus.  Mais,  |)Our  les  résumer  en  un  seul  Cha- 
pitre, nous  avons  dû  supprimer  certaines  démonstrations  et  en  indiquer 
d'autres  très  brièvement.  Le  lecteur  désirant  plus  de  détails  les  trouvera 
dans  les  Leçons  sur  l'intégration,  de  M.  Lebesgue. 

16.  Mesure  d'un  ensemble  de  points.  —  Considérons  d'abord  un 
ensemble  de  points  trune  droite.  S'il  est  constitué  par  tous  les  points 
dun  inter\alle.  on  peut  le  mesurer  par  la  longueur  de  cet  intervalle. 
S'il  est  constitué  par  la  réunion  d'un  nombre  fini  ou  d'une  infinité 
dénombrable  d*inter\  ailes  sans  points  communs  deux  à  deux,  on  peut 
le  mesurer  par  la  somme  des  longueurs  de  ces  intervalles,  somme 
nécessairement  finie  si  tous  ces  intervalles  sont  compris  dans  une 
portion  finie  de  droite. 

M.  Jordan  a  le  premier  étendu  la  notion  de  mesure  à  des  ensembles 
plus  généraux.  Il  considère  un  ensemble  E  comme  ayant  une  mesure  / 
si,  quelque  petit  que  soit  c,  on  peut  comprendre  tous  ses  points  dans 
un  nombre  fini  ou  une  infinité  dénombrable  d'intervalles  de  mesure 
totale  inférieure  à  /-f-s,  et  si,  d'autre  part,  on  peut  former  un 
nombre   fini   d"inter\  ailes  de    mesure    totale    supérieure  à  l  ^ -.   ne 
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comprenant  que  des  points  de  E.  On  dit  aeluellement  qu'un  pareil 
ensemble  est  mesurable  J. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  que  tout  ensemble 
dénombrable,  en  particulier  l'ensemble  des  nombres  rationnels  com- 
pris entre  o  et  i,  a  une  mesure  nulFe.  Par  suite,  l'ensemble  des 
nombres  irrationnels  compris  entre  o  et  i,  cjui  comprend  dans  cet 
intervalle  tous  les  points  n'appartenant  pas  au  précédent,  doit  être 
considéré  comme  ayant  une  mesure  égale  à  i.  Or  il  n'est  pas  mesu- 
rable J  puisqu  on  ne  peut  trouver  aucun  intervalle  qui  lui  appar- 
tienne entièrement.  On  voit  donc  que  la  notion  de  mesure  s'étend 
facilement  à  d  autres  ensembles  cpie  les  ensembles  mesurables  J. 

M.  Borel  a  considéré  des  ensembles  plus  généraux,  qu'on  appelle 
ensembles  mesurables  B.  D'après  lui,  un  ensemble  E,  intérieur  à  un 
inter\alle  ab  de  longueur  L,  a  une  mesure  l  si,  quelque  petit  que 
soit  £.  on  peut  comprendre  tous  ses  points  dans  un  nombre  fini  ou 
une  infinité  dénombrable  d'intervalles  de  mesure  totale  inférieure 
à  /-he,  et  son  complémentaire  dans  ab  (ensemble  composé  des 
points  de  ab  n'appartenant  pas  à  E)  dans  un  nombre  fini  ou  une  infi- 
nité dénombrable  d'intervalles  de  mesure  totale  inférieure  à  L —  l-{-^- 
Si  l'ensemble  E  n'est  pas  intérieur  à  un  intervalle  fini,  on  obtient  sa 
mesure  comme  limite  de  la  mesure  de  l'ensemble  comprenant  les 
points  communs  à  E  et  à  un  intervalle  qui  augmente  jusqu'à  consti- 
tuer toute  la  droite. 

L'exemple  de  l'ensemble  des  nombres  irrationnels  compris  entre  o 
et  I  montre  que  cette  notion  est  plus  générale  que  la  précédente. 
M.  Borel  a  montré  qu'on  peut,  sans  sortir  des  enseml)les  mesu- 
rables B,  effectuer  sur  des  ensembles  mesurables  B  les  deux' opéra- 
tions suivantes  : 

i_"  Faire  la  somme  d'un  nomlu-c  (ini  dU  d'une  infinité  di'nomlirahlc 
d'ensembles; 

2"  Prendre  la  partie  commune  à  un  nombre  fini  ou  à  une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  ('). 

Indiquons  encore  que.  si  un  ensemble  E  est  mesurable  B,  et  si  l'on 


_   (*)  Pour  plus  (le  (Iclails  sur  ces  (|ueslions,  et  en  ]);irlirulier  pour  la  déiiionslralioii 
du  résuUnt   de  M.  Borel,  voir  H.  Lebesgue,  Leçons  sur   l'intégration,    p.    36-45    et 

I0?,-IIO. 
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fliolsil  £  posilil"  et,  1res  pdil,  on  peut  (Idiiiir  im  cnsriiiljlc  l''.,,  com- 
posé diin  nombre  fini  (rinlcrvnllrs,  Ici  que  rciiscmljlc  des  |)oiui>, 
de  I']  n"ji|)|)iiilea;iiil  piis  i"i  I"',  iiil  iim'  mesure  inlericiire  à  î  el  (juil  eu 
soit  de  même  de  reusend)le  de>  points  de  E,  ix";i[)parlenJiiit  j)as  à  E. 
Cela  rcsidle  de  ce  que,  /  ('-lanl  la  mesure  de  E.  les  points  de  cet 
<'nseml)le  peuvent  être  compris  dans  une  iiilinih-  di-nonduahie  d  in- 
tervalles de  longueur  totale  inférieure  à  l-\-t.  <i  qu'on  jx'ut  réduire 
ces  intervalhîs  à  un  nombre  lini  en  enlevant  d(.'s  intervalles  de  lon- 
f^ueur  totale  inférieure  à  t.  N(jus  pouvons  alors  dire,  en  langage 
moins  précis,  que  \ on  peut  approcher  aulaiU  (fiie  l'on  veut  d' an 
ensemble  mesurable  H  par  des  ense/nbles  composés  d' un  nombre 
fini  d^ intervalles. 

17.  (Quoique  la  notion  d'ensemble  mesurable  B  soit  très  générale, 
il  existe  des  ensembles  qui  ne  sont  pas  mesurables  B.  IVut-on  leur 
étendre  la  notion  de  mesure?  On  peut  être  tenté  de  croire  que  cette 
notion  peut  s'éteiulrc  à  tous  les  ensembles  de  [)olnts  d'une  droite,  et 
que  seule  l'impuissance  de  nos  moyens^ de  définir  la  mesure  ne  nous 
permet  pas  de  le  faire  dans  tous  les  cas.  Il  n'en  est  rien.  Nous  allons 
compléter  ces  remarques  en  nioiilrant  qu'on  peut  concevoir  un 
ensemble  qui  n'est  certainement  mesurable  par  aucun  procédé. 

Répartissons  les  points  d'une  circonférence  de  rayon  i  en  en- 
sembles E  tels  que,  si  A  est  un  point  d'un  de  ces  ensembles,  tous  les 
autres  points  du  même  ensemble  soient  obtenus  en  portant  de  part 
et  d'antre  de  A  sur  la  circonférence  les  longueurs  entières  1,2,  .... 
Appelons  *L'  un  ensemble  qui  contienne  un  point  et  un  seul  de  chacun 
des  ensembles  E. 

Au  sujet  de  cet  ensemble  C,  nous  devons  signaler  qu'on  ne  sait 
d'aucune  manière  énoncer  une  règle  permettant  de  définir  quel  est 
l'élément  qu'on  choisira  dans  chacun  des  ensembles  E;  les  règles  de 
cette  sorte  que  l'on  peut  chercher  à  former  s'appliqueront  a  certains 
ensembles  E,  quelquefois  à  une  infinité,  mais  non  à  tous.  Il  en  résulte 
que,  parmi  les  ensembles  vL'  que  l'on  peut  concevoir,  il  est  impossible 
d'en  choisir  effeetivemeni  un.  D'après  MM.  Borel,  Baire  etLebesgue, 
cette  circonstance  doit  rendre  très  prudent  sur  les  raisonnements  où 
interviennent  des  ensembles  tels  que  C.  îNous  pensons  quand  même 
que  ces  raisonnements  ne  doivent  pas  être  interdits,  pas  plus  que 
rimpossibilité  pour  deux  physiciens  de  savoir  s'ils  pensent  au  même 
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alcme    d'hydrogène    ne    doit   les    empêcher   de    raisonner    sur   ces 
atomes. 

Soit  donc  »L"  un  des  ensembles  répondant  à  la  définition  que  nous 
\enons  de  donner.  Ap|)elons  Cn  et  C_n  les  ensembles  déduits  "de  C 
par  une  rotation  de  n  dans  un  sens  et  dans  l'autre.  Il  est  évident  que 
la  réunion  des  ensembles 


O— 1  ,    O,    Cl, 


comprend  tous  les  points  du  cercle,  sans  qu'aucun  point  soit  obtenu 
deux  fois. 

Ceci  posé,  si  ^ï"  avait  une  mesure,  tous  les  ensembles  Cn  et  c_„ 
auraient  la  même  mesure  (').  Cette  mesure  ne  peut  être  finie  puis- 
qu'il faut  une  infinitc  d'enseml)les  égaux  à  C  pour  constituer  toute  la 
circonférence.  Elle  ne  peut  pas  non  plus  être  nulle,  car  a^,  «),  .  .  ., 
a,ii  .  .  •  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  on  pourrait  affirmer 
que  C  a  une  mesure  inférieui'e  à  cIq,  que  €„  et  »l'_,;  ont  une  mesure 
inférieure  à  «,;,  et  que,  par  suite,  la  réunion  de  ces  ensembles,  qui 
constitue  toute  la  circonférence,  a  une  mesure  inférieure  à 

ao -+-  -2  ( a  1 -h  «2 -I- .  •  . -H  «,i  + .  . .  ), 

quantité  qu'on  peut  rendre  aussi  petite  qu'on  veut  puisc[ue  les  a  sont 
quelconques.  L'ensemble  C  n'est  donc  pas  mesurable;  du  moins  une 
définition  de  la  mesure  ne  peut  s'appliquer  à  cet  ensemble  que  si  elle 
n'est  pas  telle  que  la  réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
ait  pour  mesure  la  somme  de  ces  ensembles,  et  une  définition  n'ayant 
pas  cette  propriété  ne  correspondrait  en  rien  ta  la  notion  intuitive  de 
mesure. 

18.  Les  notions  précédentes  s'étendent  sans  peine  aux  ensembles 
de  points  du  plan  ou  de  l'espace,  ou  même  d'un  espace  à  n  dimen- 
sions. 

Plaçons-nous  dans  le  plan,  par  exemple;  on  peut  définir  la  notion 
de  mesure  par  généralisation  de  la  notion  d'aire;  on  peut  aussi,  dans 
le  plan,   avoir  à  considérer  des  ensembles  de  points   situés  sur  une 


(')  Uno  géncralisalioii  de  la  iiolion  de  mesure  pour  laquelle  deux  ensembles 
superposables  tels  que  C  et  C,,  n'auraient  pas  même  mesure  serait  sans  intérêt. 
{Voir  H.  Lebesgue,   Loc.  cit.,  p.  io3.) 
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cotirhc  cl  leur  appliquer  la  notion  fie  nicsnrc  ^généralisant  co'llc  (]<; 
lonmitiir.  Pour  ésilcr  loiilc  ainlti^nïlr,  on  dil,  dans  If  premier  cas, 
jnesure  super ficicllr  cl,  dans  le  second  cas,  mesure  linéaire. 

Nous  aurons  aussi  à  considérer  la  mesure  linéaire  de  la  projeclion 
d'un  ensemble  sur  une  droite;  celle  mesure  ne  peul  être  nulle  (jiie  si 
la  mcsiiri'  siipcriicicllc  csl  iiiillc. 

19.  Fonctions  mesurables.  —  Lue  lonclion  x{l),  délinie  dans  un 
intervalle  ((t^  b)^  est  dite  mesurable  si,  quel  que  Sf)it  le  nombre  i, 
l'ensemble  des  points  de  cet  intervalle  pour  lesquels  x  <i\  est  mesu- 
rable. Soit  l=f{^)  sa  mesure.  La  fonction  f('i),  qu'on  ap|)ellc 
Jonclion  sommaloire  de  arf/),  dans  l'inlervallc  ((7.  //),  n'est  jamais 
décroissante,  c'est-à-dire  que 

entraîne 

Si  x[t)  n'est  inlini  qu'au  plus  pour  les  points  (Vnn  ensemble  de 
mesure  nulle,^  (^)  croît  de  o  à  L=  />  —  a  lorsque  ^  croît  de  — c»  à  H-oc. 
Cette  fonction  peut  croître  par  bonds  discontinus;  si  x{l)  est  égal  à 
une  certaine  valeur  ^  pour  tous  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  a 
non  nulle,  la  fonction  /'(H)  croît  brusquement  de  a  lorsque  ;  devient 
supérieur  à  cette  valeur. 

L'ensemble  des  points  de  l'intervalle  {(i,  b)  pour  lesquels 

a  pour  mesure 

Toute  fonction  continue  est  mesurable.  11  en  est  de  même  des 
fondions  admettant  un  nombre  fini  de  discontinuités.  Mais  la  notion 
de  fonction  mesurable  est  biei^  plus  générale. 

On  démontre  aisément  que  la  somme,  le  produit,  le  quotient  de 
deux  fonctions  mesurables  sont  des  fonctions  mesural)les,  et  que 
toute  opération  continue,  effectuée  en  partant  de  fonctions  mesu- 
rables, donne  de»  fonctions  mesui\ibles. 

20.  Intégration  des  fonctions  mesiu-ables  bornées.  —  Si,  dans  tout 
l'intervalle  («,  i»),  on  a 

m  <  x{t)  <  M, 


28  PREMIÈRE   PARTIE.    —    LES    FONDEMENTS    DU    CALCUL    FONCTIONNEL. 

il  suffit  de   faire  varier   ç    de  m   à  ^1  pour  que  _/'(;)   croisse    de    o 
à  L  =  6  —  a. 

Divisons  l'intervalle  (m,  M)  enyj>  intervalles  partiels  par  des  points 
de  division  Xi^X-.,  .-.,  Xp_i.  Désignons  par  ;,-  un  nombre  quelconque 
de  l'intervalle  (.z-/_,,a?/)  (en  posant  XQ=Tn^  .r^=:M),  et  par  Df{xi) 
l'accroissement  de  f(x)  dans  le  même  intervalle,  c'est-à-dire 
f[Xi) — f{xi_i);  c'est  une  quanlité  essentiellement  positive.  Consi- 
dérons la  somme 


-p 


1  =  1 

Elle  est  comprise  entre  y.Xi_iD/{Xi)  et  'Zxi'Df(x,).  La  preii'ière  de 
ces  quantités  allant  en  croissant  quand  p  augmente,  la  deuxième  en 
décroissant,  et  leur  différence 

^(.Ti—Xi-i)  Df(xi)  <  LMa\{x,  —  x,-i) 

tendant  vers  o  quand  le  nombre  des  points  de  division  augmente 
indéfiniment,  le  plus  grand  des  intervalles  (a?/_i,  x,)  tend  vers  o. 
L'expression  (i)  a  donc  une  limite  dont  on  démontre  aisément,  comme 
dans  la  théorie  des  intégrales  définies  ordinaires,  qu'elle  est  indépen- 
dante du  mode  de  division  adopté.  11  est  naturel  de  désigner  cette 
limite  par 

en  utilisant  une  notation  (intégrale  de  Stieltjes),  que  nous  générali- 
serons plus  loin. 

Dans  le  cas  où  x{t)  est  une  fonction  continue,  on  démontre  aisé- 
ment que  l'intégrale  (2)  est  égale  à 

(3)  /     xit)dt. 

La  figure  ci-contre  montre  en  effet  clairement  que  le  produit 
liY}f{xi)  représente  l'aire  de  l'ensemble  des  rectangles  de  hauteur  ;,- 
et  avant  pour  bases  sur  l'axe  des  t  les  intervalles  (//_,,  //),  (  /;,  t]_^), 
(^/_,,  i'i)  dans  lesquels  x{t)  est  compris  entre  x,_,  et  .r,-.  L'indice  i 
variant  de  1  à  />,  ces  intervalles  réunis  constitueront  tout  l'inter- 
valle (a^'b).  et  l'expression  (i)  est  représentée  par  une  aire,  limitée 
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siipriieiircmeiit  par  une  lii^nc  hiistr  dont  lortloniire  dillt-re  de  x{l) 
(1  Une  ([iianlilé  InfV'riciire  au  maxiinuiu  de  {Xi — x,-,).  Celte  aire 
tend  donc  vci>  lalrc  <  iii\ili-ii('  itiu-ésenlée  par  rinlrj^ralc  (3). 

Celle  lliéorie  csl  due  à  M.  Lebesj;ue,  Son  intérêt  consiste  en  ce 
que  l'expression  (:>.')  conserve  un  sens  dans  des  cas  où  1  inlé^rale  au 
sens  ordinaire  du  mot  n  Qw  a  pas.  On  peut  alors  considérer  l'inlé- 
{^rale  de  x{t)  dans  rintcrvalle  (r/,  h)  comme  égale,  par  définition, 
à  l'expression  (  2  ). 

Ou  remarque,  en  cllcl.  que  l'on  peut  modifier  la  valeur  de  xij) 
pour  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle  sans  rien  changer  à  la 
fonction  sommatoire /(; ).  et  \m\y  suite  sans  rien  changer  à  l'inté- 
grale (2),  qui  ne  dépend  pas  de  celle  fonction.  Au  contraire,  par  un 


Fig. 


X 

t 


a    t: 


ff; 


tel  changement,  la  fonction  .r(/).  si  elle  était  continue,  ne  le  reste 
pas,  et  l'intégrale  (3)  cesse  d'avoir  un  sens. 

Un  ensemble  de  valeurs  prises  par  la  fonction  x{t)^  au  point  de 
vue  de  l'intégration  des  fonctions  mesurables,  n'a  donc  d'intérêt  que 
si  l'ensemble  des  valeurs  correspondantes  de  ^  fi  une  mesure  non 
nulle.  Ainsi  l'intervalle  [xi_{^  Xi)  n'est  à  considérer  que  si  DfWi) 
n'est  pas  nul.  Pour  le  calcul  de  l'intégrale  (3),  la  valeur  de  Dy'f  ;/), 
mesure  de  l'ensemble  des  valeurs  de  t  considérées,  importe  seule,  et 
non  la  situation  de  l'ensemble  considéré  dans  lintervalle  («,  b).  Mais 


3o  PRKMIKRE    PARTIi:.    —    LES    FONDEMENTS    DU    CALCUL   FONCTIONNEL 

pour  le  calcul  d'une  intégrale  du  tjpe  plus  général 


j     o{t)x(l)dt, 


o{t)  étant  une  autre  fonction  mesurable,  il  importe  évidemment  de 
<onnaître  les  valeurs  de  cp(f)pour  les  points  de  l'ensemble  considéré, 
et  pour  cela  de  connaître  la  situation  de  cet  ensemble  dans  l'inter- 
valle (a,  b). 

Nous  conviendrons  de  considérer  une  fonction  mesuralde  x{l) 
comme  connue  si  l'on  a  les  éléments  voulus  pour  calculer  l'intégrale 
précédente,  quelle  que  soit  la  fonction  également  mesurable  ç(^).  On 
voit  aisément  qu'il  faut  et  il  suflit,  pour  cela,  que  la  fonction  somma- 
toire  soit  connue,  non  seulement  pour  l'intervalle  (a,  b)^  mais  pour 
n'importe  quel  intervalle  tel  que  (a,  c),  c  variant  de  a  à  b,  et  par 
suite  pour  tout  intervalle  intérieur  à  l'intervalle  (a,  b). 

21.  L'intégrale  définie  généralisée  d'après  M.  Lebesgue  possède 
la  plupart  des  propriétés  de  l'intégrale  ordinaire.  Les  formules  d'ad- 
dition 

i      x{t)dt=    /     x(t)dt-h   /     x(l)dt, 

Il  ^'  IL  •     <■ 

(5)  y      [x{t)-^y(^t)]dt=^  x{t)dt+        .ri.t)dt, 

la  formule 


(G) 


/     x{t)  dt    i  I      \x(t)\dt, 
<J  II  ^,1 


la  formide  de  la  moyenne 

(7)  J   x{t)y(,t)dt  =  X  j'  yU)dt  [y  {t)>  o,  pi<\  <M] 


et  l'inégalité  de  Schvvarz 


(8)  \J    x{t)y{t)dt\    1    f    x^-{t)dl   f  y^{t)dt 

restent  exactes  et  se  démontrent  aisément.  Par  contre,  la  formule 

/     x{t)dt  =  x{i) 


di 
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[)Ciil  rire  eu  di  Ijnil,  [misqu'on  peut  clianj;er  la  valeur  de  x{l  )  poul- 
ies |)ninls  (I  un  ciiseiuble  de  mesure  nulle,  et  eu  particulier  au 
point  /  =  T,  sans  clianj;er  le  pieniier  niend)re;  uiai>  elle  ne  |>eul  èlic 
en  d(''faut  (pie  j)mir  les  poiiils  d  un  enseuiMe  de  mesure  nulle. 

!2!2.  Les  fonctions  sommables.  —  ,Citnsidérons  inainlenanl  une 
fonelion  mesurable  pouvant  deveitir  infinie,  mais  seulement  pour  les 
points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  de  sorte  que  la  fonction  y(ç) 
tend  vers  o  si  ^  croît  indéfiniment  par  valeur  néf^ative,  et  vers  L  si  ç 
croît  indéfinmienl  |)ar  \aleuis  positives.  Il  peut  arriver  (pie  les  inté- 
grales 


(9) 


qui  augmentent   avec   M,   aient  des  limites  finies   lorsque    Al  croît. 
L'expression 

(10)  r"%rf/(?) 

a  alors  un  sens  bien  défini.  Si  d'ailleurs  x{t)  est  finie,  elle  se  réduit 
à  rintégrale  (a),  et  si,  sans  rester  finie,   x{t)  est   telle  que  l'inté- 


grale 


'J  a 


x{t)\  dt 


ait  une  valeur  finie,  on  démontre  aisément  que  l'intégrale  (9)  est 
-éîrale  à 

o 

(3)  f  r{t)dt. 

Dans  les  cas  de  fonctions  où  l'intégrale  au  sens  ordinaire  n'existe  pas, 
et  par  généralisation  de  la  définition  donnée  n"  20.  nous  prendrons 
avec  M.  Lebesgue  la  formule  (10)  comme  définition  de  l'intégrale 
de  x{^i)  dans  l'intervalle  (a,  h). 

La  fonction  ic(f)  est  dite  sommable  lorsque  cette  définition  s'ap- 
plique. Une  fonction  sommable  est  donc  une  fonction  mesurable  pour 
laquelle  les  expressions  (9)  ont  une  limite  pour  M  infini. 

On  peut  songer  à  généraliser  encore  cette  définition  en  considérant 
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l'expression  (lo)  comme  ayant  un  sens  lorsque 


(II)  /         \df{\) 

a  une  limite  pour  M  infini.  Cela  serait  sans  grand  intérêt,  car  il  pour- 
rait arriver,  si  les  expressions  (9)  n'ont  pas  toutes  deux  une  limite, 
que  la  limite  de  (i  i)  et  Tintégrale  (3)  aient  toutes  deux  un  sens  mais 
ne  soient  |»as  égales. 

23.  Les  fonctions  de  carrés  sommables.  - —  Si  l'on  applique  la 
méthode  d'intégration  de  M.  Lebesgue  au  carré  de  la  fonction  ^(/). 
on  est  conduit  à  former  l'intégrale 

f       ?^^//(?)=  (  xHt)dt. 

Si  cette  intégrale  a  un  sens,  la  fonction a7(/)  est  de  carré  sommable. 
La  comparaison  de  cette  intégrale  avec  l'intégrale  (10)  montre 
qu'une  fonction  de  carré  sommable  est  elle-même  sommable,  mais 
qu'une  fonction  sommable  n'est  pas  nécessairement  de  carré  som- 
mable. La  notion  de  fonction  de  carré  sommable  est  donc  plus  restric- 
tive que  la  précédente. 

Si  les  fonctiolis  x{t)  et  y{t)  sont  de  carrés  sommables,  leur  dis- 
tance, définie  par  la  formule     ' 

r-=   I     [y^  t)  — x(t)Y- dt^   l    x^(t)dt—l    y^-{tjdt—il    x{t)y(t)dt 

a  un  sens.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  vérifier  que  le  dernier  terme 
de  l'expression  développée  de  /'-  a  un  sens.  Si  nous  appelons  3Cii{t) 
et  }'j,(;)  des  fonctions  respectivement  égales  à  x(t)  et  y{t)  lorsque 
celles-ci  sont  comprises  entre  —  M  et  -f-M,  et,  dans  le  cas  contraire, 
à  ±1  M,  suivant  le  signe  de  x{t)  el y{t),  nous  pouvons  écrire 

/     \^yi{nyii(i)\dt\  S  f  x^iitjdt  f  yliit)dt. 

Lorsque  M  augmente  indéfiniment,  le  premier  membre  de  cette  iné- 
galité croît  constamment,  en  restant  inférieur  au  second  qui  a  une 
limite.  Il  a  donc  une  limite,  et  l'inégalité  de  Schwarz  reste  vraie  à  la 
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liiiiil<'.  Il  CM  r(-<iill('  hicn  ([iic  le  (jcriiiff  Ici'nic   i\r   rc\[)ic^si()a   dôve- 
l()|)|tr'e  <lc  /■-  il  lia  Ncii-,. 

La  (Icliniliiiii  miriiiiilc  de  la  dislaiici'  s  a|i|(li(jiif  donc  dan>  loiit  le 
cliam|)  des  Innclions  do  carres  bommahle^.  cl  la  distance  de  deux 
Idiiclioiis  (jii(dcoM(|iies  Ar  ce  cliamj)  c^I   liiiic. 

2i.  Les  fonctions  de  carrés  sommables  et  leurs  représentations  par 
des  séries  trigonométriques.  —  La  noiion  de  fonction  de  carré  soiu- 
mahlc  poiixanl  ne  pas  paraîlrc  1res  simple,  nous  allons  montrer  qu'on 
peut  approclier  autaiil  quOn  veut  d  une  telle  lonclion  [)ai' des  fonc- 
tions plus  sim])les. 

La  définition  considérée  de  la  distance  vérifiant  cette  condition  que 
la  distance  de  deux  fonctions  est  toujours  au  plus  égale  à  la  somme  de- 
leurs  dislances  à  nue  lnli^iémc.  nous  pouvons  eflectuer  successive- 
ment en  |)artant  de  X{()  plusieurs  approximations  nous  conduisant 
à  former  successivement  des  fonctions  X  i  (  /  ).  .  .  . ,  X^(  t)  ;  si  les  dis- 
lances de  deux  apjnoximalions  consécutives  sont  inférieures  respec- 
tixcmcnl  à  î, $,,.  la  distance  de  x{t  )  et  \p{t)  est  inférieure  à 


i"  Comme  première  ap[)roxiination.  prenons  pour  X,  (  /  i  une  des 
fonctions  Xj|(/)  définie  n"  ^3.  On  voit  aisément  c[ue 

f  [.i-in-  XM  itq-^d(=  f      (  :  ^  Af  ;2  dfi  ;  •  +  Z'    (  ;  -  "^i  )-  àf(  ?  ) 

peut  être  rendue  inférieure  à  tout  nombre  donné  s^  si  M  est  assez 
gi'and.  On  approche  ainsi  autant  qu'on  veut  de  a:(/ 1  par  une  fonction 
mesurable  bornée  X,  (f). 

2°  M  étant  la  limite  supérieure  de  |X|(^^)|,  divisons  l'inter- 
valle ( — M,  H- M)  en  intervalles  inférieurs  à  to^  et  remplaçons  les 
valeurs  de  X,  [t)  intérieures  à  chaque  intervalle  par  une  valeur  déter- 
minée choisie  dans  chaque  intervalle.  Non?  obtenons  ainsi  une  fonc- 
tion Xo(^)  n'ayant  qu'un  nombre  fini  X  de  valeurs  distinctes  ;, ;>, 

et  approchant  de  X,  (t  )  de  moins  de  s^- 

o"  L'ensemble  des  points  de  l'intervalle  (o,  i).   où  Xo(  /)  prend 
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chacune  des  valeurs  ;/.  est  mesurable.  Nous  pouvons  donc  l'approcher 
par  une  somme  dun  nombre  fini  d'intervalles  de  manière  que  les 
points  appartenant  à  cet  intervalle  sans  appartenir  à  l'iînsemble  ou 
inversement  constituent  un  ensemble  de  mesure  inférieure  à  ~rz- 
L'ensemble  de  tous  les  intervalles  ainsi  formés  en  considérant  sncces- 
.^ivement  chaque  valeur  ç,.  .  .  . ,  ç-^  ne  reconstitue  pas  nécessairement 
l'intervalle  (  o.  i  ).  mais  les  inter\alles  non  comptés  ou  comptés  plu- 
sieurs fois  ont  une  longueur  totale  inférieure  à  ■^-  La  fonction  \  //). 
é£:ale  à  o  dans  ces  intervalles,  et  égale  dans  chacun  des  antres  à  la 
valeur  ^/à  partir  de  laquelle  cet  intervalle  a  été  obtenu,  est  à  une  dis- 
tance à  X2(^)  inférieure  à  S3.  C'est  une  fonction  obtenue  en  di\isant 
l'intervalle  de  variation  de  t  en  un  nombre  fini  X'  d'intervalles  par- 
tiels et  en  choisissant  une  valeur  constante  dans  chaque  intervalle. 

.\°  En  chaque  point  de  discontinuité  de  \3{t),  on  peut  rétalilir  la 
continuité  et  celle  des  dérivées  jusqu'à  tout  ordre  donné  /)  en  ne 
modifiant  les  valeurs  de  la  fonction  que  sur  un  petit  intervalle  de 
longueur  ":^  >  et  en  la  modifiant  en  chaque  point  dune  quan- 
tité ^  ^L  La  fonction  X-ii")  ainsi  obtenue  est  à  une  distance  de  X3  (^) 
inférieure  as-,. 

5'*  Si  /)^2,  la  fonction  X,!^)  est  sûrement  représentable  par  une 
série  Irigonométrique  uniformément  convergente.  On  peut  la  limiter 
à  un  nombre  fini  de  termes  et  obtenir  ainsi  une  série  limitée 

Xrj'  f)  =  ' Al  C05  2  n/  -^  Bi  sin  2-/  ^  .  .  .^  A„  cos  ).«-/  -^B„  =^\n  2  n-f 

dont  la  distance  à  \;[f)  est  inférieure  à  t^.  et  dont  par  suite  la  djs- 
tance  à  x( t)  est  inférieure  à 


quantité  aussi  petite  que  l'on  veut.  Or,  de  toutes  les  séries  de  la  même 
forme  que  X.5(«),  celle  dont  la  distance  à  x{t)  est  minimum  est  la 
fonction 

(12)      -i„i  /j  = r-  «i  C0-:  iT.t  —  bii'in-2-t  ^-. .  .-^  OfiCoan  /  -t-  b,i  sin  >  «-f, 

formée  avec  les  coefficients  de  Fourier 

ai=  2  I     x(f)coiii-t  df.        bi—-j.(    xu  ^i-\n?.i-f  dt         .  /  =  n.  i /?  1. 
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Lu  rniiclinii  'i„  (/  )  csl  donc  (lisl.iiitr  «le  /  (  / )  <li;  mm ii-,  tir  :  i-l  convcrj^e 
l'ii  iiioM'iiii*-  \crs  relie  IniKiioii  (|ii.iii(l  //  <le\i<'iil  iiiliiii.  On  |ieul  iilui's 
(lii-e  (|iie  .r(  M  e>|  ..  icpiw'senliilile  ..  [lar  une  --eiie  I  li^^niioiml  i  n|iie, 
|)ien  (|iie  ((Ile  ^t'iic  lie  soil  |»:is  ne<'es>;iii(Mienl  eoiivei  i;<!nle  |>(im 
Icmles  les  Viileiil-^  <le  /.  \'Al  eei-iviinl  (|iie  l;i  (li^l;iiiee  de  ./  (  /  i  el  de  'i,j  (/ j 
leiid  \ei-s  (I,  (in  (dilieiil   l.i  ioiniiile 

(Il)  >l    tHI)<Ii^  —  '\-<i\  +  I'\\--.'-\-"1^'>1-^---- 

lu  sciic  (|i:i  limire  ;i(i  second  meiiilire  eliinl  nec(!ss;ii  reiiieiil  iniivei- 
ticnle. 


^IVt.    I  .(•  icMill.il  (|iie    nous  venons   d"ol)lenir  ;i(l  nie!    iin-  reci|)i'o(|iie. 
(iOUsidei  oiis  niie  ^ei  le    h  i  ^oiioiiiel  I  K  |  ne    loiinee   ;i\e(     d(">    coeHicienls 
'lui   f'n    l'I*'  '1'"" 
(  I  i  )  (i\    i-  l)\ ->r .  .  . -\-  a},  4-  hf,  -f- .  .  . 

soil  C(ni\  eri^eille.  Je  dis  (|ii  il  lui  C(tri-es|»(  nid  une  loiielioii  de  c;irre 
sonilliaide  .rf  /  )   Ineii   deleinilliee. 

Cela  signiriê,  non  (jiic  l.i  sene  ((Mlsideiée  soi!  C(ni\  (  r;^eiile.  ni  (|ue 
nous  sachions  cale  nier  e(re(  1  i\  (iiieiil  ./•(/).  mais,  d'après  le  n"  ':2 1  .  (|iie 
\\)\\  sail  (  al(  nier  la  ((MiclKm  sinnmaNn  i  (r  /  i  ;  )  el  aussi  l.i  loin  lion  ana- 
lo^ne  relalive  a  n"ini|Knie  ([ikI  eiis(;inl)l(;  niesiiialde  I ,  (  i)m|»ose  de 
pdinls  de  rinlervalle  ((>.  i  i.  Soil  :;•(;)  celle  lonclnni  |Mnii  un 
(înscmlile  1!  delei  iniiK'.  Soil  ^«-«f  ;  )  la  lonclnni  analoune  oliiennc  en 
icm|da(  an!   ./  (  /  i   |iar 

o„(  /  )  =:  _5  ^  rt,  cos  ■x-l-\-b\s\w}.-t-\...-\-a„  vtt>ij.r./it  -+■  l>„  s  in  ir.iil . 

'  >. 

Il  h'ayil.  de  demoiilrei  (|ne  4'„(';)  leiid  isani  |ienl  ilic  en  cerlaiiis 
[loinlS  COnslil  iiaiil  nn  enseinldc  de  mesure  nulle  l  \ers  une  loin  lion 
(Iclcnnince  ^(;).  I)  une  manière  piv-cise,  nous  allfuis  imnilrci  (|iie  la 
«•(mille  représenlaiil  la  lonelioii  non  dt-crtussanle  i,'„(  :i  'la  eoiirue. 
elanl  rendue  ((nilinne  au\  |l(nlll-^  de  (lis(  (Uil  iimile  |>ar  un  Irail  \er- 
lical  )  a  une  limite. 

S'il  n fn  elail  |ias  ainsi,  il  e\is|erail  un  noinlire  î  le!  (jH'S  •'i  ^rand 
«|iM'  soil  i\,  <in  poiirrail  Ironver  //  cl  //  sn|»erieiirs  à  \  l(  Is  (|ii  un  pelil 
carré    tic    côlcs     paialh  les   aii\  a\es  de  co(  n  (  li  m  lices    cl    de    hniyilCUr  £ 
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puisse  être  compris  entre  les  courbes  représentant  ^«(ç)  et  g,r{l)-  H 
en  uésulterait  évidemment  que  les  fonctions  gn{^)  et  ^«-(ç)  différe- 
raient d'au  moins  z  pour  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  s.  Le 
carré  de  leur  distance  serait  alors  sujiérieur  à  t^,  ce  qui  n'est  pas 
|)ossible,  puisqu'il  a  pour  valeur  (en  supposant,  par  exemple,  «'>  7i) 

(piantité  qui  tend  vers  o  ])0ur  N  très  grand. 

L'existence  d'une  fonction  ^'(;)  déterminée  pour  chaque  en- 
semble E,  par  suite  l'existence  d'une  fonction  mesurable  x{t)  bien 
déterminée,  sont  ainsi  établies. 

Si  l'on  applique  alors  la  méthode  d'intégralion  de  ]\L  Lebesgueàla 
délerminalion  de  l'inlégrale 

on  trouve  qu'elle  est  la  limite,  pour  n  infini,  de 

Ç  ^l{t)dt=  f       ?2c//„(?)=  -  {'■^-ha]  +  b\-^...  +  al  +  bl), 

limite  qui  est  finie  par  hypothèse.  Donc  la  fonction  x{t)  eit  de  carré 
sommaljle. 

Si  enfin  on  applique  à  cette  fonction  les  formules  de  Fourier, 

A,i=    /     x{t)  co?,i~nl  dt, 
B„  =   /     x(t)  sh\>~nl  d/, 

«-0 

on  constate  par  la  même  méthode  que  A,^  et  B,;  ne  sont  autres  que  «„ 
et  b,i.  La  fonction  de  carré  sommable  a:[t)  admet  donc  bien  comme 
coefficients  de  i^'ourier  les  nombres  «„  et  6„  donnés. 

On  voit  qu'il  y  a  identité  entre  la  donnée  d'une  fonction  de  carré 
sommable  et  la  donnée  d'une  suite  de  coefficients  a„  et  bn  dont  les 
carrés  constituent  une  série  convergente. 

Nous  étendrons  ces  résultats  au  Chapitre  MI  à  des  séries  de  forme 
plus  générale. 
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î2G.  Les  fonctions  à  variation  bornée.  -  Considérons  une  fonc- 
tion x{l)  bornée  délinic  dans  l'inlc'r\;dlL'  (o,  ij.  Di\  isons  cet  inlcr- 
Viill(;  en/j  intcr\ ailes  partiels  par  les  points  de  division  T|  .  t-^,  ...,  t,,..,  . 
Ap|)elons  l),;r  riicciMtisscinciil  de  x{l')  dans  riiilervalli'  de  ran^  /. 
Posons 

(i,'))  T  =  I  D,./'  I  +  I  V).,x  1  +..  .-^  I  \)„x  \. 

el  appelons  Vp  la  limite  siipérienre  de  T  lorsque  les  points  de  divi- 
sion varient,  leur  nombre  restant  constant.  Lorsque  p  augmente, 
T p  ne  peut  que  croître  ou  rester  constant;  pour  p  infini,  cette  quan- 
tité ne  peut  donc  c|ue,  ou  devenir  infinie,  ou  tendre  en  croissant  vers 
une  limite  finie  M.  Dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  la  fonction  x{t) 
est  ^>  variatio/i  bornée,  et  M  est  sa  variation  totale  dans  l'inter- 
valle (o,  i). 

On  peut  distinguer  les  D/.r  qui  sont  positifs  et  ceux  qui  sont  néga- 
tifs. Soient  !7  la  somme  des  premiers  et  — rj'  celle  des  seconds.  On  a 

évidemmenl 

./,•  (  I  ;  —  :r  (  o  )  =  (X  —  a',         T  =  a-  -i-  ct'. 

Lorsque  T  tend  vers  M,  t  el  o-'  ont  deux  limites  m  et  m'  telles  (jue 

(if)  )  x{\)  —  j'i  G  1  =  m  —  m' ,         I\I  =  m  4-  ni\ 

Si,  au  lieu  de  l'intervalle  (o,  i),  nous  considérons  l'intervalle  (o,^), 
/  étant  variable  entre  o  et  i,  on  peut  définir  les  quantités  F(f),  ©(^), 
'J;(^)  analogues  à  M,  m  et  m',  et  qui,  lorsque  t  croit,  ne  peuvent  pas 
décroître.  Les  formules  (i(i)  deviennent 

(17)  x{t)  —  x{o)^o{t)  —  '\(t),         F{t)=^^{i)~']^(t). 

La  première  de  ces  formules  nous  montre  que  toute  fonction  à  varia- 
tion bornée  est  une  difFérence  de  deux  fonctions  non  décroissantes.  Il 
j  a  d'ailleurs  une  infinité  de  manières  de  représenter  jr(^)  par  une 
dilFérence  de  telles  fonctions  ^{t)  et  W{t')\  de  toutes  ces  manières, 
celle  que  nous  venons  de  définir  est  celle  qui  rend  minimum  la 
somme 

*l  /)  — <I>(o)-+- U''(<)  —  it'(o). 

Cela  résulte  de  ce  que  la  variation  totale  de  ^{  t)  —  ^l'(0  ^^^^^  V'\\\- 
tervalle  (o,  /),  au  plus  égale  à  cette  somme  si  *(^)  et  ^'{l)  sont  des 
fonctions  non  décroissantes,   lui  est  précisément  égale  lorsque  ces 
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fonctions  sont  formées  en  partant  de  x(t}  comme  nous  venons  de 
1  indiquer. 

27  Considérons  la  fonction  cp  {t),  qui  est  une  fonction  non  décrois- 
sante, c'est-à-dire  telle  que  T>  /  entraîne 

ç(T)^ç>(0,  - 

et  croissant  de  o  à  ni  quand  t  croît  de  o  à  i.  Nous  allons  la  décom- 
poser en  une  somme  de  plusieurs  fonctions  plus  simples. 

Cette  décomposition  peut  être  rendue  intuitive  si  Ton  considère 
des  masses  positixes  pesantes  réparties  sur  l'axe  des  t  et  qu'on  suppose 
que  C2  (t)  soit  la  somme  des  masses  situées  sur  Tintervalle  (  o,  t). 

1°  Il  peut  arriver  qu'en  un  point  t  soit  située  une  masse  finie  a. 
Appelons  'f  i  ( 7)  la  somme  des  masses  de  cette  nature  situées  sur 
rintervalle  (o.  t).  En  chaque  point  6  où  est  située 'une  masse  a,  la 
fonction  'z>  t  { t)  a  ce  c[u'on  appelle  une  discontinuité  de  première 
espèce,  c'est  à-dire  qu'elle  a  une  limite  lorsque  t  tend  vers  H  par 
\aleurs  inférieures  à  6  et  qu'elle  en  a  une  autre,  supérieure  de  a  à 
la  précédente,  lorsque  t  tend  vers  9  par  valeurs  supérieures  à  (). 

La  fonction  non  décroissante  '^  {t)  ne  peut  d'ailleurs  avoir  que  des 
discontinuités  de  cette  nature,  et  comme  à  chaque  point  de  dis- 
continuité eï.t  attachée  une  partie  finie  a  de  l'accroissement  total  m 
de  'j  {t),  ces  points  constituent  au  plus  une  infinité  dénombrable,  et 
la  somme  de  toutes  les  tjuantités  a  est  finie.  Si  Ton  a  bien  tenu  compte 
de  tous  ces  points  dans  la  définition  de  cp  (i).  la  différence  'f  (0  —  'f  i  lO 
est  une  fonction  continue  non  décroissante. 

2"  11  peut  arri\er  que  des  masses  soient  réparties  sur  l'axe  des  t  avec 
une  densité  |)Ositi\e  'x{t)\  il  en  résulte,  sur  rinter\alle  (o,  i)  une 
masse 

(18)  o,it)=  f   ii(')d-z, 

qui  est  une  nouvelle  partie  de  la  masse  totale  'f  (^»  située  sur  cet 
intervalle.  La  fonction  'x  (t)  peut  d'ailleurs  être  une  fonction  somniable 
posilixe  quelconque. 

3"  On  peut  concevoir  une  répartition  des  masses  telle  que  toute  la 
niasse  soit  située  aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  et  que 
cependant  en  aucun  point  ne  soit  située   une  masse  finie  :  une  telle 
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rrpaililittii  ne  sera  évidemment  pas  it-diicliMc  aux  deux  |»ré(i'(|riiL<,'S. 

Doiiiioiis-on  un  cxcmplf,  dû  à  M.  Lcl)csj;iic. 

Soil  à  ic|iailii-  une  niasse  1  mu  linlervalle  (o,  1  ).  I)i\isoiis  cet  inlfi- 
\alle  en  liois  inler\  ailes  é^aiix  ;  e<-iiii  du  milieu  ne  contiendra  aucune 
masse  et  la  masse  sera  iM-jiartie  éj^alement  entre  les  deux  autres. 
Divisons  mainlenani  eliaeiiii  de  ces  deux  inter\ ailes  en  trois  intervalles 
éi^anx  sur  les(jiiels  nim^  (i|)i''ienins  de  ir.(''me.  et  ainsi  de  suite.  Vprès 
/>  oneialions.  nous  obtiendrons  des  inter\  ailes  éi'aux  à  -—  :  2 /'  d  entre 

eux  contK'iidront  eliaeiin  une  masse  —  ,  et  les  antres  ne  contiendront 
aucune   masse.   Lors(pie  />  de\  lenl   infini,    la  somme    des    intervalles 

contenant  des  masses  a  une  longueur  (  -  )     (ini  tend  \ers  <•  :   à  aucun 

V  '  / 

point  ne  reste  attachée  une  masse  linie,  et  l'on  obtient  à  la  limite  une 
répartition  liien  détermint'-e  en  ce  sens  que.  pour  chaque  |)oint  t,  la 
fonction  égale  à  la  somme  des  masses  situées  sur  linterNalle   (  o,  t) 

a  une  \aleur  bien  déterminée,  (pi'on  peut  calciilei  à — ;  |*i"''^  ''i  Ion 
connaît  /il  —  près. 

Nous  [)on\ons  donc  concevoir  des  masses  réparties  avec  une  densité 
infinie  dans  un  ensemble  de  mesure  nulle,  sans  qu'aucun  point 
contienne  de  masse  finie.  Soit  'J3  (t)  la  partie  de  '■s(t)  correspondant 
à  une  telle  répartition. 

28.  Les  fonctions  -.i,  (  i),  cco^/)  etcssf/^  sont  évidenimeut  iirc-duc- 
tibles  les  unes  aux  autres,  de  sorte  que  la  fonction 

représente  une  fonction  non  décroissante  plus  générale  qu'aucun  des 
trois  termes.  Nous  allons  montrerque  toute  fonction  non  décroissante 
peut  être  mise  d'une  manière  unique  sous  la  forme  (if)  ),  et  indiquer 
le  moven  de  former  les  trois  termes. 

Nous  avons  déjà  indiqué  que  la  connaissance  de  '■^{{t)  résulte  de 
celle  des  discontinuités  de  '-p(/)  et  que,  par  soustraction  de  la  fonc- 
tion cpi(/)  obtenue,  on  est  ramené  au  cas  dune  fonction  oit)  con- 
tinue. Plaçons-nous  donc  dans  ce  cas. 

La  fonction  '-^^(t)^  par  définition,  ne  \ariant  que  pour  les  points 
d'un  ensemlile  dé  mesure  nulle,  si  C2(  /)  est  de  la  forme  'jofO  H-'-^si/)? 
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o{t)  a  en  dehors  des  points  de  cet  ensemble  même  dérivée  que  'fo(/), 
soit  m.(/),  sauf  pour  les  points  d'un  autre  ensemble  de  mesure  nulle,  et 
02(0  peut  être  obtenu  par  intégration  de  cette  dérivée.  La  fonc- 
tion 03  (/)  en  résulte,  par  différence. 

IMais  il  n'est  pas  évident  qu'une  fonction  o{t)^  continue  et  non 
décroissanle,  dont  on  ne  sait  pas  à  l'avance  si  elle  est  de  la  forme 
cp2(  ^  ) -f- 'f3  (0'  ^dii^ette  une  dérivée  ])-{t)  définie  presque  partout 
(c'est-à-dire  sauf  pour  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle).  On 
peut  éviter  cette  objection  en  passant  par  Tinlermédiaire  des  fonc- 
tions sommatoires. 

Considérons  la  fonction  continue 

(20)  ^.,{t)  —  \t=   f    [ix{-)-}.]d-., 

et  décomposons-la,  d'après  le  procédé  indic[ué  n"  '26,  en  une  diffé- 
rence de  deux  fonctions  'fi(f-)  et  ']>>,( 0  continues  et  non  décrois- 
santes. La  fonction  '•^i{i)t  dont  la  connaissance  résulte  ainsi  de  celle 
de  cd(0,  est  évidemment  égale  à  l'intégrale  de  [J. (t)  —  À,  dans  l'en- 
semble des  points  situés  entre  o  et  t  et  où  cette  fonction  est  positive, 
c'est-à-dire  que,  si  /r(i)  désigne  toujours  la  fonction  sommatoire 
de  pL(  f  )  dans  l'intervalle  (  o,  t), 


d'où  l'on  tire 


dl 


formule  (|ui  définit  ftij-U  dont  la  connaissance  équivaut  à  celle 
de  ^{t). 

Si  l'on  applicpie  ces  formules  en  parlant,  non  de  '-^alO'  'i^ais  d'une 
fonction  '^{t)-,  continue  et  non  décroissante,  à  cela  près  quelconque, 
on  vérifie  sans  peine  qu'elles  ont  toujours  un  sens,  la  fonction  '^),(^) 
ayant  en  tous  les  points,  sinon  une  dérivée,  du  moins  une  dérivée 
à  droite  elune  dérivée  à  gauche.  On  arri\e  donc  à  une  fonction  ^{t) 
déterminée,  dont  l'intégration  donne  une  fonction  ^^{t). 

Si  l'on  recommence  les  calculs  en  partant  de  cette  fonction  '^2(/), 
on  doit  évidemment  retrouver  les  mêmes  fonctions  /;(ç)  et  \i-{t). 
C'est  donc  que  les  deux  déterminations  trouvées  pour  '-5),(f)   [en  par- 
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tant  (le  'J(/)  ou  de  t3.j(^  )|  oui  une  (liMcicucc  iiidi-pi-iKlaiilc  <lc  )..  |)ar 
suite  <''j;ale  à  'j>{t)  —  o-^i  i)  '-=  '■^:i{t)- 

En  lanj^age  moins  précis,  le  procccli'  eiii[)l()vc  pour  trouver  'J-i  t )  eu 
parlant  de  ^(l)  fou  '-32(0]  '^^^  ^^  suivant  :  pour  sa\(iir  dans  quel 
ensemble  ^(t)  est  compris  entn^  o  et  A,  on  clierclie  dans  cpicl 
onsend)le  o(f)  [ou  «3(0]  croît  moins  vile  que  A/,  c'est-à-dire  dans 
quel  ensemble  C2(^)  —  Af  est  décroissant.  On  trouve  le  même  résultat 
en  parlant  de  '-^(t)  ou  de  '^^{l).  Si  donc  '-53  (^)  n'est  pas  nul,  c'est- 
à-dire  si  »(/)  croît  plus  vite  que  o-iij)^  dans  un  ensemble  où  il  en 
serait  partout  ainsi,  on  peut  allirmer,  en  taisant  croître  A  de  o  à  ce, 
que  ''^{t) — \t  et  '^^^t) — "a^  ne  peuvent  cesser  d'être  croissants,  ni 
séparément,  ni  simultanément  (^cardans  la  partie  de  l'ensemble  où  ils 
cesseraient  d'être  croissants  pour  la  valeur  considérée  de  A,  ils 
seraient  tous  les  deux  croissants  de  la  même  quantité  que  "ht).  Donc, 
dans  l'ensemble  considéré,  '-p(^)  croît  plus  vite  que  \t^  quel  que 
soit  \.  C'est  un  ensemble  de  mesure  nulle  où  o[t)  croît  a\ec  une 
vitesse  infinie.  En  dehors  de  cet  ensemble,  '■:>{t)  croît  comme  '■:>2{f)' 
La  différence  '^[t )  —  '-Soi  /),  qui  est  continue,  et  croissante  seulement 
pour  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  est  bien  du  type 
désigné  par  Z)3{t). 

La  possibilité  de  représenter  cp(/)  par  la  formule  (19)  est  donc 
démontrée.  Le  même  résultat  s'appliquant  à  la  partie  décroissante,  ou 
non  croissante,  x{t),  et  par. suite  à  x{t)^  on  a  pour  cette  fonction 
«ne  décomposition  de  la  forme 

Le  premier  terme  correspond  à  une  infinité  dénombrable  de  masses, 
positives  ou  négatives,  dont  les  valeurs  absolues  ont  une  somme  finie; 
il  est  discontinu  aux  points  où  sont  situées  ces  masses  et  constant  ail- 
leurs. Le  dernier  terme  jouit  également  de  la  propriété  de  ne  varier 
que  pour  les  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  mais  est  continu. 
Le  terme  x-2{t)  est  continu  et  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  être 
obtenu  par  l'intégration  d'une  fonction  sommable,  qui  peut  être 
définie  presque  partout  (ce  qui  est  suffisant),  comme  étant  sa  dérivée, 
ou  celle  de  x(t);  une  telle  fonction  est  dite  absolumenl  cojitinue. 

29.  L'intégrale  de  Stieltjes.  —  Soit  x{t')  une  fonction  à  variation 
bornée  définie  dans  l'intervalle  (o,  i);  soit  z{t)  une  fonction  continue 
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délinie  dans  le  même  intervalle.  Divisons  cet  intervalle  en  p  par  des 
points  de  division  /,,  ; .  .,  //,_,.  Appelons  D/ a?  raccroissement  de  x 
dans  l'intervalle  de  rang  i  et  t/  une  valeur  de  t  dans  cet  intervalle.  La 
somme 

tend,  lorsqu'on  augmente  indéfiniuient  le  nombre  des  intervalles  de 
manière  que  le  plus  grand  d'entre  eux  tende  vers  o,  vers  une  limite 
bien  déterminée,  indépendante  du  choix  des  ti  et  des  t/,  que  Ton 
appelle  V intégrale  de  Stieltjes  et   qu'on  représente  par  la  notation 


i 


.  1 

z{t)  dx{l). 


Nous  avons  déjà  utilisé  cette  notation,  dans  le  cas  où  ^(f)  =:=  ^  et 
où  .r(/)  est  une  fonction  croissante,  poiir  exposer  la  méthode  d'inté- 
gration de  M.  Lebesiîue. 

(Jlette  intégrale  est  le  numérateur  de  l'expression  qui  définit  la 
moyenne  àc^\?i  fonction  z-{l)^  si  l'on  donne  aux  différentes  valeurs 
de  ^(0  <fps  poids  proportionnels  aux  masses  liées  à  la  (onction  X  {t). 

La  décomposition  de  x{t)  — .r(o)  en  trois  termes  donne  immédia- 
tement pour  l'intégrale  de  Stieltjes  l'expression 


(■>.!) 


Laz(J))^f    iJ.(t)z{/)dt-+-  j     z{t)dxi{t), 

^0  «   0 


les  a  et  la  fonction  [J-i  l)  étant  délinis  comme  nous  l'avons  vu-n°  27, 
mais  étant  ici  de  signes  quelconques.  Le  premier  terme  ne  dépend  que 
des  \aleurs  de  la  fonction  z(/)  pour  les  points  de  discontinuité  de  la 
(onction  x{l)^  le  troisième  ne  dépend  que  des  valeurs  de  z-{t)  pour 
les  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle  et  n'est  pas  représcntable 
par  une  expression  plus  simple  que  Tintégiaie  de  Stieltjes  ;  le 
deuxième  dépend  au  conti-aire  des  valeurs  de  z-(j)  dans  tout  ensemble 
de  mesure  positive  où  [j-(^)  n'est  pas  nul. 

30.  Les  fonctionnelles  additives  à  variation  bornée.  —  La  notion 
de  n»esure  des  ensembles  et  la  méthode  d'intégration  de  M.  Lebesguo 
s'étendent  sans  peine  aux  espaces  à  plusieurs  dimensions.  Pour 
l'extension  de  la  notion  (h-  fonction  à  variation  bornée,  il  faut  faire 
intervenir  des  notions  se  rattachant  au  calcul  fonctionnel. 
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Soiciil  1"]  un  enscnihle  de  poinls  de  rcspacc  à  //  (lirnciisions,  .el 
<I>(E)  une  Coiicl  ioiincllc  de  K,  c'est-à-dire  une  qnanlilé  avaiil  une 
\ideiir  Lie  11  dcItTiniiu-e  l()is(|iic  \]  csl  doiim;  |  <lii  moins  si  cet  ens('Md)li- 
\('Tilie  ceilaines  eundilions).  (  )n  dil  ijue  <I>(E  i  est  une  fonclioiilielle 
additi^c  si,  lorstju'un  enseinhle  \'\  est  eonstitné  par  la  réunion  dr 
deux  ensembles  E,  et  E^  sans  [)oint  eoniniun  el  qiîe  <I>  est  dcliiiic 
pour  ces  enseinhics,  on  a 

1'(K)  =  *i  K,)-+- *(E.  ). 

Dccoinposons  E  en  ensenddcs  él<''inentaires  DE,  deux  à  deux,  sans 
|)oints  coninuins,  et  pour  chacun  des(|ucls  «l>  ail  une  \alciir  d('tci- 
ininée  I)<I>.  On  a 

'I>(E)  =  X  D*. 

Posons 

T  =  S|D'I>|, 

et  appelons  T^,  la  limite  supérieure  de  T  lorsque  p  est  le  nombre'  des 
ensembles  DE.  Lorsque  yy  au<j;nienle,  T^,  ne  peut  que  croître  ou  rester 
constant;  pour  p  infini,  cette  quantité  ne  peut  donc  que  devenir 
inlinie  ou  tendre  en  croissant  \ers  une  limite  finie  ]\L  Dans  ce  dernier 
cas  nous  dirons  que  la  fonctionnelle  tl>  est  à  variation  bornée  dans 
l'ensemble  E,  et  que  M  est  sa  variation  totale  dans  cet  ensemble. 

31.  Nous  nous  placerons  mamlenanl  dans  le  plan,  ce  qui  suffit 
pour  mettre  en  évidence  les  propriétés  principales  des  fonctionnelles 
additives  à  variation  bornée,  et  nous  supposerons  que  les  ensembles 
considérés  soient  constitués  par  des  srires.  Pour  décomposer  sans 
ambiouïté  une  aire  S  en  aires  élémentaires  DS,  il  faut  naturellement 
préciser  pour  les  contours  communs  à  deux  de  ces  aires  ou  pour  les 
points  communs  à  trois  d'entre  elles  à  laquelle  ils  appartiennent. 

Comme  nous  l'avons  fait  pour  l'étude  des  fonctions  à  variation 
bornée  dune  variable,  nous  pouvons  lier  à  la  fonctionnelle  ^1»  un  sys- 
tème de  masses  réparties  dans  une  région  du  plan.  La  \aleur  <I>  |  [S]  | 
de  <I>  dans  une  aire  S  sera  la  somme  des  masses  situées  sur  cette  aire. 
La  variation  totale  de  <I>  dans  l'aire  S  sera  la  somme  des  valeurs  abso- 
lues de  ces  juasses. 

Le  principal  changement,  en  passant  de  la  droite  au  plan,  provient 
de  ce  que  des  masses  pouvant  être  concentrées- en  des  points,  sur  des 
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lignes,  ou  ré[)arUes  dans  des  aires,  il  j  a  un  plus  grand  nombre  de 
termes  à  distinguer  : 

1°  Un  premier  terme  fl>,  est  obtenu  en  tenant  eompte  des  masses 
finies  pouvant  être  situées  en  certains  points. 

2"  Un  deuxième  terme  <ï>2  est  obtenu  en  tenant  compte  des  masses 
réparties  sur  des  courbes  et  représentables  par  une  intégrale  de 
M.  Lebesgue  étendue  à  ces  coui^bes. 

3"  Un  troisième  terme  $3  est  obtenu  en  tenant  compte  des  masses 
réparties  sur  des  courbes  et  situées  sur  des  ensembles  de  mesure 
linéaire  nulle,  sans  qu'il  j  ait  de  masse  finie  en  aucun  point. 

4"  Un  quatrième  terme  <ï>4  s'exprime  par  l'intégrale  de  M.  Lebesgue, 
dans  l'aire  S,  d'une  fonction  sommable  tjL(A)  du  point  A.  Par  généra- 
lisation des  raisonnements  du  n"  28,  on  voit  que  la  fonction  somma- 
toire /s(a)  de  •-x(A)  dans  l'aire  S,  égale  par  définition  à  la  mesure 
superficielle  de  l'ensemble  des  points  de  l'aire  S  où  [/-{A)  est  inférieure 
à  ).,  et  définie  par  la  formule 

/s(>0-^?x|[SJi, 

z>-,\  [S]  1  désignant  la  somme  des  masses  positives  intérieures  à  S  dans 
la  répartition  des  masses  liées  à  la  fonctionnelle  <!>  |  [S]  ]  —  AS,  S  étant 
la  mesure  de  l'aire  S. 

5°  Un  dernier  terme  <P^,  proviendra  de  masses  situées  dans  un 
ensemble  de  mesure  superficielle  nulle,  sans  qu'il  y  ait  de  masses 
finies  sur  une  courbe.  Nous  donnerons  tout  à  l'heure  des  exemples  de 
telles  répartitions. 

32.  Dans  le  cas  général,  une  fonctionnelle  additivepeut  s'exprimer 
à  l'aide  d'une  fonction  de  deux  variables.  Appelons  s  et  t  les  coor- 
données d'un  point  de  la  région  où  la  fonctionnelle  4>  est  définie,  et 
ç/((7,  7)  la  valeur  de  <I>  pour  l'aire  composée  des  points  de  cette  région 
pour  lesquels 

La  connaissance  deo(a-,  t)  équivaut  à  celle  de  $.  En  elVet,  cette  fonc- 
tion élant  connue,  la  valeur  de  $  ]>our  le  carré 

a  ;i  s  <  0-  -H  d'y,         z±t  <C':  -h  d~ 
est 

cf^d-'s,i  a,  t)  =  cp(j  -r-  dy,  -  +  d-.)  -^  ci(j,  t)  —  9!  a  -f-//cr,  -.)  —  ç(7,  -  -h  d-.) 
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cl.  piiiir  une  aire  S  ([iiclc(iii(|in',  on  a 

l'application  Je  celle  Iniiiiiile  nécesMiaiil  certaines  précaiilions  dans 
le  (nis  «Ml  «les  niasses  finies  sont  situées  sur  le  contour  de  S.  On  peut 
appeler  celte  lonclion  '^(t,  t),  «loiil  la  connaissance  «'(piivanl  à  celle 
de  <I>,  fonction  à  variation  bornée  des  deux  variables  s  et  t. 

A  un  [)«tint  A  où  est  située  une  niasse  finie  a  correspond  évidein- 
inenl  [)our  la  fonction  o  une  discontinuité  éj^ale  à  a  sur  les  deux 
denii-droiles  parallèles  aux  axes  partant  de  A  et  dirigées  respective- 
ment dans  le  sens  des  s  croissants  et  dans  le  sens  des  /  croissants. 

L  ne  pai'alléle  à  l'un  des  axes  sur  laquelle  s'ont  réparties  des  masses 
finies  est  égalenK'iil  une  Ii;;ne  de  «iisconliniiili'  pour  ja  lonclion  -. 
Mais  si  de  telles  masses  sont  réparties  sur  une  lii;ne  C  non  |)arallèle 
aux  axes,on\oit  aisément  que  es  n'est  pas  discontinue  sur  cette  lign«', 
mais  que  seulement  sa  dérivée  |)remière  (si  elle  existe)  est  discon- 
tinue. Si  Ton  se  donnait  une  fonction  cp  discontinue  sur  celte  ligne, 
la  fonctionnelle  additive  cpi'on  en  déduirait  par  la  formule  (22)  né 
serait  pas  à  variation  bornée. 

On  se  rend  compte  que,  si  rintroduclion  de  la  fonction  '^  (  7.  -)  est 
commode  pour  définir  la  fonclionnelle  <I>.  il  eût  été  diflicile  de  rem- 
placer les  consid<''ralioiis  précétJentes  par  des  considérations  ne  taisant 
intervenir  que  la  fonction  o  et  n'utilisant  [)as  la  notion  de  fonction- 
nelle. Les  droites  parallèles  aux  axes  auraient  du  jouer  un  rôle  [)arti- 
culier  et  ([ui  aurait  ]iaru  artificiel. 

33.  Donnons  maintenant  des  exemples  de  répartitions  de  masses 
correspondant  au  cinquième  des  termes  que  nous  avons  distingués 
dans  (I>.  11  suffit  de  prendre  pour  o  lune  des  valeurs 

ç(s,   t)  =  .Tsl  S)y:i[t\ 

ou 

/"  étant  une  fonction  continue  et  x-i  et  1-3  étant  des  fonctions  ana- 
logues aux  fonctions  cpg  et  x^  du  n**  28.  Dans  les  deux  cas,  on  est 
conduit  à  des  masses  réparties  dans  un  ensemble  de  mesure  superfi- 
cielle nulle:  dans  le  premier  cas,   il  a   en  outre  une  mesure  linéaire 
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nulle  en  projeclion  sur  les  deux  axes,  tandis  que,  dans  le  second,  il 
n'en  est  ainsi  qu'en  projection  sur  l'axe  des  s. 

Considérons  encore  la  répartition  de  masses  positives  définie  de  la 
manière  suivante,  à  lintérieur  dun  carré.  Divisant  ce  carré  en  neuf 
carrés  éi;aux.  nous  répartirons  le  quart  de  la  masse  totale  dans  chacun 
des  carrés  ayant  un  côté  commun  avec  le  carré  central;  nous  opére- 
rons dans  chacun  de  ces  carrés  comme  dans  le  carré  primitif,  et  ainsi 
de  suite.  On  voit  sans  peine  C|ue  les  masses  seront  en  fin  de  compte 
réparties  dans  un  ensemble  dont  les  projections  sur  les  diagonales  du 
carré  primitif  ont  des  mesures  linéaires  nulles,  tandis  qvie  la  projec- 
tion sur  les  côtés  de  ce  carré  comprend  au  contraire  tous  les  points 
de  ces  côtés. 

On  A  oit  par  cet  exemple  quj^'  le  fait,  pour  un  ensenil)le,  davoir  une 
mesure  linéaire  nulle  ou  non  en  projection  sur  une  droite  peut 
dépendre  du  choix  de  cette  droite. 

34.  L'intégrale  double  de  Stieltjes.  —  Soient  4>  une  fonctionnelle 
additive  à  variation  bornée  et  '}(A)  une  fonction  continue  du 
point  A.  Divisons  l'aire  S  en  éléments  d'aire  DS  et,  dans  chacun 
d'eux,  choisissons  un  point  A.  La  somme 

I6(  A)D*, 

D4>  étant  la  valeur  de  <I>  pour  chaque  élément  d'aire,  tend,  lorsque  le 
nombre  des  aires  élémentaires  de\ient  infini  de  manière  que  la  plus 
grande  distance  de  deux  points  d'un  même  élément  tende  vers  o, 
vers  une  limite  bien  déterminée,  indépendante  du  mode  de  décompo- 
sition choisi  et  du  choix  du  point  A;  cette  limite  est  l'intégrale  double 
de  Stieltjes  et  se  représente  par  Tune  des  notations 

<'23)  y  /  'MA)rf*|[S]|=  ry^.^(A)./,rf,o(A), 

s  et  t  étant  les  coordonnées  de  A  et  'f  (A)  étant  la  f<mction  associée 
à  $  par  le  procédé  du  n°  32. 

Si  l'on  décompose  $  en  cinq  termes  <[>,,....  ^5,  comme  nous 
l'avons  fait  n^Sl,  les  trois  premiers  termes  donneront  des  expressions 
de  même  forme  que  ceux  que  nous  avons  formés  à  propos  de  l'inté- 
grale simple  de    Stieltjes;    le   quatrième    donnera  une   intégrale  de 
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M  .   I,('l)(s|;iic  (le  Im  forme 

«-    •  s 
I.c  dernier  lerinc 

r?.\)  f  f'!^(^)d'h,\[S]\  =  ff'^(\)d,d^rr^.^) 

sera  ii  réiliiclible  à  l'une  des  formes  j)n''eédenles.  On  jx'ul,  comme 
toute  Intéji^rale  double,  le  ramener  à  deux  quadratures  successives.  La 
première  consistera,  eu  |>riu(i[)e.  dans  le  eal<iil  d  une  intégrale  de 
Sliidljes,  et  la  deuxième  sera  de  la  forme 

(25)  /  dx(s), 

■^{s)  étanl  la  valeur  de  1  inle};rale  analogue  à  (i  i)  limitée  aux  |)<unl> 
de  S  d'abscisse  inférieure  à  v.  Cette  fonction  est  une  fonction  con- 
tinue à  variation  bornée,  qui,  avec  les  notations  du  n°  28,  est  donc  de 
la  forme  X2{s)  -\-  X3{s)^  Cette  séparation  en  deux  termes  correspond 
à  une  séparation  des  masses  liées  à  la  fonctionnelle  <I>5  en  deux  par- 
ties, les  unes  étant  situées  dans  un  ensemble  de  points  dont  la  projec- 
tion sur  l'axe  des  s  a  une  mesure  linéaire  nulle,  les  autres  étanl  telles 
qu'aucune  partie  finie  de  ces  masses  ne  soit  dans  un  tel  ensemble.  Ce 
dernier  terme,  celui  qui  correspond  à  ^^{s)^  conduit  donc  à  une 
quadrature  de  Stieltjes  suivie  d'une  quadratui^e  de  M.  Lebesgue; 
l'autre  conduit  à  deux  quadratures  de  Stieltjes  successives;  mais  il 
peut  arriver,  en  ce  qui  le  concerne,  qu'un  cbangement  de  variables  le 
ramène  à  la  forme  du  précédent,  ou  conduise  à  une  nouvelle  décom- 
position en  deux  termes. 
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tion  d'une  fonctionnelle.  —  Cas  de  la  continuité  d'ordre  p.  —  Les  corres- 
ponilances  linéaires  entré  deux  fonctions.  —  Généralisations  diverses  : 
Fonctionnelles  dépendant  des  valeurs  d'une  fonction  Jc{t)  pour  des  valeurs 
quelconques  de  t.  —  F'onctionnelles  dépendant  d'une  fonction  de /i  variables. 

—  Fonctionnelles  dépendant  de  |)lusicurs  fonctions. —  Fonctions  d'une  ligne 
gauche.  —  Fonctions  d'une  ligne  plane  et  fonctions  d'une  surface.  — 
Remarque  sur  le  choix  d'un  type  simple  de  fonctionnelles. 

35.  Dérivée  fonctionnelle.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  la  géné- 
ralisation de  l'expression  de  la  dilîérenlielle  totale  d'une  lonetion  de 
n  variables  conduit  à  représenter  la  variation  d'une  fonctionnelle  U 
par  rinlégrale 

(i)  Z\]=  I    o{t)  ^x(t)dl. 

Cette  forme  n'est  pas  générale.  La  fonctionnelle  oci^-z),  i  étant  une 
valeur  particulière  de  î,  admet  pour  variation  ùxi-z)^  expression 
irréductible  à  la  précédente.  Le  calcid  des  variations  classique  nous 
apprend  (pie  la  fonctionnelle 


X 


f[t,x.~]dt 
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iiilini-l  |)nui'  \  anal  mu 

lurnie  inctiiiclil)!»'  à  l.i  inci  idciiic   ^i   -h  o.c  m-  s  annule  |)a^  auv  deux. 

llmilcs. 

Dans  \c  cas  où  la  huiniilf  i  i  i  ^applique,  nmi^  <liiun>.  (jiic  la  Tonc- 

tioniiolle  L  eslf/ér(\((ùlr  au  S''/i.s  de  M.  Vol(e//a.  La  l'uiiclion  oit) 

.sera  tlilc  dérivée  fonclionnelle  de  L.  Comme  elle  dépend  en  général, 

non  seulement  de  t.  mais  du  choix  de  la  fonction  x{t)^  M.  Volterra 

la  représente  par 

1 

91  T)  =  L"  I  [x(t).  -]  |. 
0' 

Il  nous  airivera  décrire  pins  sini[>lenienl  L^.,-,.  La  \ariahle  /  un  t. 
lorsque  l'on  considère  une  lonetionnelle  L  ào  x(t).  est  nu  sinq)le 
indfce,  analogue  à  celui  qui  indique  la  \arial)le  loi'sque  Ton  considère 
une  l'onction  «(j?^,  . .  .,  Xn)  de  n  variables;  cette  notation  est  donc 
analogue  à  la  notation  u,  pour  représenter  la  dérivée  de  //  par  rap-_ 
port  à  .//. 

La  formule  (i  )  nétant  pas  g(''n(T,de,  une  étude  plus  toinpiète  s'im- 
pose. Elle  peut  être  laite  à  deux  points  de  vue. 

Le  premier,  que  nous  apj>ellerons  le  point  de  vue  logique,  consiste 
à  supposer  la  fonctionnelle  l  détinie  dans  un  champ  fonctionnel,  et, 
en  faisant  des  hypothèses  aussi  peu  restrictives  que  possible  sur  cette 
fonctionnelle,  chercher  une  ex[)ressiou  analvtique  capable  de  repré- 
senter sa  variation. 

Le  deuxième,  que  nous  appellerons  le  point  de  vue  pratique^  con- 
siste à  mettre  en  évidence  les  formes  de  variations  qui  ont  des  chances 
de  se  rencontrer  dans  les  applications,  et  non  seulement  dans  des 
exemples  artiticiellement  formés. 

Le  second  point  de  vue  nous  sera  évidemment  le  plus  utile  j)our  le 
développement  de  la  théorie.  Le  premier  est  d'une  nature  plus  philo- 
sophique, et  c'est  une  conséquence  remarquable  du  développement, 
à  notre  époque,  de  l'esprit  philosophique  qui  porte  les  savants  à  ana- 
lyser lés  fondements  de  la  Science,  qu'il  ait  été  considéré  dès  la  nais- 
sance du  calcul  fonctionnel  et  plus  rapidement  que  ne  semblait  le 
comporter  le  développement  de  cette  science. 

Nous  allons  nous  placer  successivement  aux  deux  points  de  vue. 
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LE  POINT  DE  VUE  LOGIQUE. 

36.  Définition  précise  de  la  variation  première.  —  Il  faut  avanl 
toiil  savoir  ce  que  nous  appelons  la  variation  première  d'une  fonc- 
tionnelle. Les  remarques  présentées  jusqu'ici  mancjuenl  évidemnienl 
de  la  précision  désirable. 

Dans  le  cas  d'une  fonction  de  n  ^ariables,  la  diflérentielle  totale  en 
(lu  point  A  est  définie  par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

i"  Elle  est  une  fonction  linéaire  de  raccroissement  des  co(ndonné('s 
entre  A  et  un  point  voisin  B  ; 

2°  Elle  dillère  de  Faccroissemeut  de  la  fonction  entre  A  et  B  d'une 
quantité  dont  le  quotient  par  la  distance  AB  est  infuiimenl  petit  avec 
cette  distance  ('). 

Passons  au  cas  d'une  fonctionnelle  et  cherchons  à  définir  la  varia- 
tion par  la  généralisation  de  cette  double  propriété  : 

]"  La  variation  oU  est  une  fonclionnelle  linéaire  de  V accrois- 
sement ùx{t). 

Qu'entendrons-nous  par  fonctionnelle  linéaire  (sous-entendre  :  et 
homogène)?  M.  Hadamard  (-)dit  que  L  est  une  fonctionnelle  linéaire 
de  :c  si  la  relation 

entre  trois  déterminations  de  .:&( ^)  entraîne  entre  les  déterminations 
correspondantes  de  U  la  relation 

U=XU,+  |JiU2. 

2"  La  variation  oU  diffère  de  l'accroissement  deU  d  une  quan- 
tité dont  le  quotient  par  le  module  fonctionnel  de  V accroissement 
de  X  est  infiniment  petit  avec  ce  module. 

37.  La  notion  de  variation  première  apparaît  ainsi,  ce  cjui  est 
naturel,  comme  liée  à  la  définition  de  la  distance,  c'ést-à-dire  à  celle 


(')   Voir  M.  FaKCHKT,  Comptes  rendus^  27  iiiar.s  191 1. 

('-)    Comptes   rendus,   février    igoS,    cl    Leçons   sur    le    Calcul    des   variations, 
p.  288. 
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<lc  fonliMiiilf.  <  -  t'sl  le  poiiil  <l('  \\\c  (|iii  ;i  iHc  ;i(JopLé  pai'  \1 .  Fn-rliel. 
(  )n  pciil  «'Il  (Itinncr  une  dclinilioii  iiiflcpeiulaiilc  de  la  ili'-liuil  mn  de 
(lislancc  en  (l<''niii>.saul  la  xarialion  de  l     par  la  formule 

Lue  délinilion  analogue  a  élé  adoptée  par  exemple  |)ar  II.  Gâteaux 
dans  l'élude  des  lonetions  d'une  inlinilc  de  \aiial)le>  iudépeii- 
dantes  {'^). 

\  a-t-il  identité  entre  les  deux  détinilions? 

On  voit  sans  peine  qu'une  variation  au  sens  de  M.  Fréchel  vérifie 
la  lormule  (2")  si  la  définition  de  la  distance  est  telle  qne  la  distance 
des  deux  fonctions  3e(t)  et  .r(^) -f-Xy  (/)  est  proportionnelle  à  a. 
Celle  condition  est  vérifiée  par  toutes  les  définitions  (|ue  nous  avons 
considérées,  et  il  s<Miible  qu'une  définiliim  qui  ne  hi  vérilifi  ait  pas 
sérail  sans  intérél. 

Mais  la  «léfinition  de  (îateaux  est  plus  générale.  L'expression  (2) 
peu!  n'èlre  pas  une  différentielle  au  sens  de  M.  Fn'chel. 

i"  D'une  part,  si  elle  est  homogène  et  du  premier  degré  en  3.r,  elle 
peut  n'être  pas  linéaire.  Cette  circonstance  se  lenconlre  déjà  dans  la 
théorie  d<'s  fonctions  de  deux  variables;  la  fonction  j;arciang  — 
admet  à  l'origine  une  différentielle  au  sens  de  Gâteaux,  mais  ce  n'est 
pas  une  expression  linéaire  en  dx  et  dy. 

2"  D'autre  pari,  il  résulte  de  la  définition  {■?.)  que 

^"^  ^' ' 

m  désiananl  le  module  fonctionnel  de  oa\  cl  ox  étant  de  la  forme 
â/"(^),  tend  vers  zéro  quand  ).  tend  vers  zéro,/(f)  restant  fixe.  Pour 
que  oU'  soit  une  différentielle  au  sens  de  M.  Fréchet,  il  faut  qu'elle 
tende  vers. zéro  quand  m  tend  vers  o  quelle  que  soit  la  forme  de  ox  ; 
autrement  dit.  si  ùx  ^=').fi  t),  qu'elle  tende  uniformément  vers  o 
quand  X  tend  vers  o^f(t)  étant  une  fonction  quelconque  de  module 
fonctionnel  égal  à  i .  Il  peut  ne  pas  en  être  ainsi,  même  si  oU  est  une 
fonctionnelle  linéaire. 

Donc  la  formule  (2)  est  plus  générale  que  la  définition  précédente. 

C)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  içikj. 
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Toutes  les  fois  qu'il  y  a  une  variation  au  sens  de^  M.  Frécliet,  elle 
s'applique;  mais  elle  peut  représenter  une  expression  qui  ne  soit  pas 
une  variation  au  sens  de  M.  Frécliel. 

Dans  la  suite,  lorsque  nous  dirons  qu'une  fonctionnelle  admet  une 
variation,  sans  ajouter  «  au  sens  de  M.  Fréchet  »,  nous  entendrons 
par  là  que  l'expression  (2)  existe  et  est  linéaire  en  Zx.  Cette  défini- 
tion diffère  donc  de  celle  de  Gâteaux  parce  que  nous  imposons  à  lu 
variation  la  condition  d'être  linéaire,  et  de  celle  de  M.  .Fréchet  par 
la  différence  signalée  au  2"  ci-dessus. 

38.  Donnons  un  exemple  de  fonctionnelle  n'admettant  pas  un- 
variation  pour  toutes  les  fonctions  x{f). 

Plaçons-nous  dans  le  cliamp  des  fonctions  continues  et  appelons 
distance  de  deux  fonctions  x  el  y  \e  maximum  àe  \y{t)  ^' x{t)\. 
Prenons  comme  fonctionnelle  \   le  maximum  de;r(/). 

Si  x(^t)  n'atteint  son  maximum  que  pour  une  valeur  t  de  bi 
\ai^iable  t,  cette  fonctionnelle  admet  comme  variation  l'expres- 
sion o:r('::).  Mais  si  ii?(^)  atteint  son  maximum  pour  deux  valeurs  t 
et  t'  de  la  variable  f,  la  valeur  principale  de  l'accroissement  de  U  est 
donnée  par  ox[x)  ou  ùx{-')  suivant  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  quan- 
tités est  la  plus  grande.  Si,  par  exemple,  ox  est  de  la  forme  "i.fit)^  et 
siy(-î)  et  /(t')  ne  sont  pas  égaux,  la  valeur  à  considérer,  -  ou  t', 
changera  avec  le  signe  de  \.  Si  donc  on  considère  la  famille  de  fonc- 
tions a^(f) -f- a/"(/)  dépendant  du  paramètre  A,  U  sera  représentée 
en  fonction  de  \  par  une  courbe  ayant  un  point  anguleux. 

De  pareils  exemples,  ou  même  ceux  qu'on  pourrait  donner  géné- 
ralisant les  fonctions  sans  dérivées,  ne  diminuent  d'ailleurs  eïi  l'ien 
liiitérêt  qui  s'attaclie  à  la  notion  de  variation. 

39.  Démontrons  maintenant  deux  propriétés  des  fonctionnelles 
linéaires. 

1°  Si  une  fonctionnelle  linéaire  V  est  continue  en  un  point  de 
l'espace  fonctionnel,  elle  est  continue  partout. 

En  effet,  dire  qu'elle  est  continue  en  un  point  x{t),  cela  signifie 
que 

Ul[x-hS^]|-U|[^]|  =  Ul[ô.r]| 

tend  vers  o  avec  le  module  fonctionnel  de  ùx  ;  cette  condition  est 
évidemment  indépendante  du  point  considéré. 


1 
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2"  Cela  revient  au  nirmo  de  dirr  ddiic  fonolionnelle  linéaire 
(facile  est  continue,  on  de  dire  (jntllc  i>^l  (liiic  rlnns  ton!  fliani|) 
fi)netionn<'l  lini. 

Vax  t'ih'l.  (Iii<'  (inCllc  ts|  linic  (l;m>  Iniil  <  Imimij)  I'oikI  loniirl  liiii 
i(\  icni  ;i  dii'e  (jiie 

l|r(/)l|<.M         .iitraine         i.io.l  H  |  [,/■  |  |<  K. 

Il  est  ('xidcnt.  l  étant  linéaire,  (|ii«'  si  l'on  niidliplle  M  [)ar  un  l'ac- 
teur c,  K  (Si  nHilti|)lié  par  le  même  taclriir.  On  peut  donc  choisir  M 
assez  petit  pour  que  K  soit  inférieui' ;i  louL  nomhre  positit  donné, 
c'est-à-dire  (pie  l  est  continu  ;iu  poini  r  .— <>  f\.  par  snite,  en  tout 
point. 

Une  variation,  (p»i  est  une  lonetionnelle  liueaire  de  ox,  n'est  pas 
nécessairement  continue  par  rapport  à  cet  argument.  Mais  on  peut 
montrer  que,  si  U  est  une  lonetionnelle  continue  de  x,  SU  est  une 
Conctionnelle  continue  de  ox.  En  ell'et,  le  module  fonctionnel  m 
de  ox  =  Xi  — X  tendant  vers  zéro,  l'accroissement  U,  —  l.  tend  vers 
zéro,  par  définition  de  la  continuité;  (l'autre  pari,  par  déiinition  delà 
variation,  l'expression  (3)  et,  par  suite,  son  numérateur  L  ,  —  L  —  olj 
tendent  vers  zéro.  Donc  oL  tend  vers  zéro.  Celte  fonctionnelle  est 
donc  continu<'  à  l'origine  et,  par  suite,  en  loiii  point. 

40.  La  formule  de  M.  Hadamard.  —  M-  Iladamard,  dans  sa  Note 
déjà  citée  de  lyoS,  a  le  premier  posé  et  résolu  le  problème  de  cher- 
cher une  expression  anahtique  susceptible  de  représenter  toutes  les 
fonctionnelles  linéaires  continues. 

Remarquons  d'abord  avec  lui  que  la  propriété  d'addition  des  fonc- 
tionnelles linéaires  se  généralise  immédiatement  au  cas  d'un  nombre 
([uelconque  de  fonctions,  de  sorte  que  la  relation 

(5)  A-Ù)  =  </i-ri( /) -I-.. .— a„a.-„(0 

entraîne,  si  L  e>t  linéaire,  la  relation 

U  |[.rtOJI  =«iU  I  [■'•!(/ >11 -+-•••  ^««LM[./-«  (7  jjl- 

Supposons  la  fonctionnelle  U  définie  et  bornée  pour  toutes  les 
fonctions  x{t)  continues,  et  ayant,  par  suite,  d'après  le  n°  39,  la 
continuité  liée  au  voisinage  uniforme  de  deux  fonctions;  si  donc  x{t) 
tend    uniformément  vers    une  limite   \[t).    V\\x{^t)]\    tend   vers 
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Appliquons  ce  résullat  à  rexpression  (5),  en  supposanl  qu'à  la 
limite,  la  suite  Xi*{t),  ...,Xn{t)  soit  remplacée  par  une  fonction 
continue  x\{t)  de  t  et  d'un  paramètre  A,  et  que  celte  expression 
devienne  une  intégrale.  Nous  voyons  que  la  relation 


entraîne  la  relation 


\(f)=  f    f{\)xi(t)d\ 


En  parlieulier,  la  relation 

Ç  e-''P^''-''''-.i-iK).dl 


■aii)^ 


f 


entraîne  la  relation 
en  posant 


/ 


g_,j..(0-/,=  ,^Q 


Or,  pour  'j.  Indni,  x^^{t)  tend  uniformément  (')  versx(/).  11  vient 
donc 

((3)  II  |[.r(0Ti  =  lim    f  F(/,  ii)x{i)dt. 

{>.=  '«  Jo 

Telle   est  l'expression  analytique,   formée  par  M.   Hadamard,  qui 

(')  La  foiiclion  x{t)  rtaiil  (■oiilinui',  ddiic  iiiiiforiuriiicnl  conlinoc,  ou  peut 
choisir  r,  de  iiiaiiièrc  (|iic  |t— /|<t,  cniraîiic  \  x{-)  —  x  (t)  \  <.z.  Or,  poui'  ;j. 
assez  f;raiid,  une  fiaction  rj^ale  à  i  — s  de  riiiU'graic  I,  qui  est  au  ilénominaleur,  est 
obtenue  pour  un  intervalle  diiUégration  conslilué  par  une  partie  de  riiitervalle 
{t  —  Tj)  et  (l  -\-  T,).  Les  deux  parties  de  Tintégrale  ainsi  distinguées,  égales  à  (i  — £)  I 
et  eI,  sonl  multipliées  respeetivemcnt,  si  l'on  multiplie  la  fonetion  intégrée  para;(6), 
par  xi/i)  et  x{-'),  -.  el  -:'  élant  eompris  dans  les  deux  paj'lies  de  l'intervalle  (o,  i). 
Ox  x(-)  .'Si  iW  la  formr  a'(0 -)- Û,s,  où  |  0;  |  •  i,  et  j:  (-' )  =  6,  M,  où  |  6,  |<  i  et 
où  M  est  If  maximum  de  \x(l)\.  t)on(a;    (0  ^i  '^i  \aleur 

(i  — ï)  [x{l)  +  Ojî]  +  ;fJ,M, 

et    sa    différeiiee   a\ee  x{t)   esl    bien   aussi  petite   qu'on    veut,   dans    loul  l'inlervallL 
o,  i),  poui'  c  assez  petit . 
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représente  la  fonelionnelle  linéaire  el  continue  la  ()liis  générali' 
définie  dans  le  champ  des  fonctions  continues.  Elle  est  évideninieni 
bo;iuc(»up  plus  générale  (pie  rinlé<;rale  de  M.  ^  ollerra.  Elle  est  même, 
à  certains  points  de  vue,  trop  i;énciale.  Il  est  évident  qu  une  fonc- 
tionnelle (pii  peut  cire  re()résentée  [)ar  la  foi'midc  (('))  peut  lètre 
d'une  inlinilé  de  manières,  en  faisant  varier  le  choix,  de  la  fonction 
F(/,  tj.).  Il  y  a  intérêt  à  chercher  une  représentation  ne  eomportiini 
pas  cette  indétermination.  Un  tel  résultat  a  été  obtenu  par  M.  Fr. 
Riesz  (Comptes  rendus^  ?,()  novend)re  i90()). 

41.  La  formule  de  M.  Fr.  Riesz.  —  Faisons  sur  la  fonctionnelle  U 
les  mêmes  hyj)olliè.ses  que  précédemment  et.  de  plus,  supposons-la 
définie  pour  les  fonctions  ayant  un  nombre  (ini  de  discontinuités  de 
première  espèce.  Soit  x.^{t)  la  f«uiction  égale  à  i  si  <£-:et  à  o  si  ^  >  t. 
Posons 

Si  7>>t'.  x^ — x-:'  représente  une  fonction  égale  à  i  siT'<;/^Tel 
à  o  pour  les  autres  valeurs.  Pour  cette  fonction,  U  a  évidemment  la 
valeur /(t;)-/(t'). 

Il  en  résulte  aisément  que/(;)  est  à  vaiiation  i)ornée.  Soit,  en 
effet,  -M  le  module  maximum  de  U  pour  les  fonctions  x{t)  de 
module  ^  I  (ce  maximum  existe,  en  vertu  de  l'hypothèse  de  la  con- 
tinuité ).  Considérons  en  particulier  une  fonction  égale  à  î|,  So,  .... 
£yj  dans  chacun  des  intervalles  (o.  f,),  (^,,  fo),  ...,  {tp_\,  i),  les  £ 
étant  tous  égaux  à  +1  ou  à  -  i ,  et  les  t  étant  des  nombres  croissants 
dans  l'intervalle  (o,  i).  Pour  cette  fonction,  U  a  la  valeur 

qui,  pour  un  choix  convenable  des  e,  devient 

I  /■<^.:»-/<0)K  |/(^  )-/•(/!  )!-...+  1/(1)  -/('/>-!  )|- 

Cette  expression  étant  au  plus  égale  à  M,  quel  que  soit  le  choix 
des  t,f{t)  est  à  variation  totale  au  plus  égale  à  M.  donc  bornée. 

Ce  résultat  obtenu,  nous  pouvons  représenter  dune  manière 
approchée  une  fonction  continue  x{t)  par  une  fonction  X(0  égale 
dans  chacun  des  intervalles  (/,_,,  ti)  à  une  des  valeurs  Xi  de  x{t) 
dans  cet  intervalle.  Si  le  plus  grand  de  ces  intervalles  tend  vers  zéro, 
X  (/)  tend  d'une  manière  uniforme  vers  xi  t). 


50  PREMIÈRE   PARTIE.    —    LES   FONDEMENTS   Dl    CALCIL   FONCTIONNEL. 

Or  ùu  a.  en  rttison  de  la  propriété  caraetéristique  des  fonction- 
nelles linéaires. 

v.i\\(n\\=^j-i\f(.tr)-f{fi-ô\, 

(t.  à  la  limile.  on  peut  écrire 

(7)  l'If-'-'/ '11=  f  J-^l)dfi(). 

•    0 

Les  lonelionnelles  ronsidérées  sont  donc  ieprésenLable.'>  par  une 
intégrale  de  Stieltjes.  Celte  représentation  ne  compoite  pas  l'indé- 
lermination  de  la  représentation  par  la  forinnle  de  M.  Hadaniard  et 
se  distingue  aussi  de  cette  formule  par  le  fait  qu'elle  ne  représente 
pas  d'au  lies  fonctionnelles  que  celles  ajanl  la  continuité  considérée. 

On  obtient  une  autre  expression  de  la  fonctionnelle  linaire  U  en 
utilisant  la  «h'-composilion  de  l'intégTale  de  Stielljes  indiquée  aiin"3l. 
On  tr(iu\  c  ainsi 


(^ 


\    I  [./■(/ i]  1  ='ya/./-(T,)—   j     x(t)ixit)ctl  -^  I    x(i\dz{t\, 


ï!|rt/|  étant  convergente,  |Jl(0  étant  sommable  et  '^(l)  étant  à  \aria- 
tion  bornée,  continue,  et  ayant  toute  sa  variation  concentrée  dans  un 
ensemble  de  mesure  nulle. 

i!2.  x\ous  avons  supposé  jusqu'ici  que  L  était  défini  pour  les  fonc- 
tions admettant  un  nombre  fini  de  discontinuités  de  première  espèce. 
Il  est  d'ailleurs  à  noter  qu'avec  cette  hypothèse,  et  ûx{t)  est  discon- 
tinue en  l'un  des  t/,  il  est  essentiel,  pour  l'application  des  formules  (-) 
et  (8),  que  la  signification  de  J?(':,)  soit  bien  précisée. 

Nous  allons  supprimer  cette  hypothèse  et  montrer  qu'on  arrive  au 
'même  résultat  en  supposant  L  définie  seulement  dans  le  champ  des 
fonctions  continues.  v 

Nous  dirons  qu'un  points  est  un  point  o/r/f/îrt//'e  pour  la  fonc- 
tionnelle linéaire  LJ  si,  étant  donné  e  positif,  on  peut  toujours  déter- 
miner r,  tel  que  l'hypothèse  qu'une  fonction  continue  x[t)  soit  nulb' 
en  dehors  de  l'intervalle  (t  —  /,,  -:  +  •/■/)  et  comprise  entre  —  i  et  -|-  i 
dans  cet  intervalle,  entraîne  |  U  |  ■<  £.  Dans  le  cas  contraire,  t  sera 
dit  point  de  discontinuité,  et  nous  appellerons  écart  corresponchint 
à  ce  point  la  limile  >up(rieure  des  valeurs  de  e  pour  lescpielles  n'existe 
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pas  (le  UDinhrc  /,.  CvV  écart  chml  dé.si}j;n(''  par  <t.  nous  pomojis  alors 
anirmcr  que,  (juclquc  petits  <|uc  soient  It.s  uouihies  positits  z  et  y,. 
on  peut  trouver  une  fonction  conlinue  x(i),  nulle  en  flehors  cl<- 
rinler\alle  (t  —  ■r^.--\-r^)  et  comprise  enlre  — i  <"l  4-1  <lans  <el 
inter\a]le,  et  à  laquelle  coirespoiide  mie  \aleur  de  l  positive  et 
supéri<'ure  à  a  —  t. 

Je  dis  niaintenanl  (pie  les  poinl>  (!<•  disconliniiilé  >niii  dénoiii- 
hrables  et  que  la  somme  des  écarts  correspondant"»  est  au  plus  ('oalc 
à  M,  limite  supérieure  de  l  pour  les  fondions  de  module- i.  Il  suffit 
de  nionlrer  qiu^  l'on  ne  peut  pas  avoir,  poui-  un  nombre  fini  de  points 
de  discontinuit<',  T(   ....  t^,, 

(Ti-4-...-i-rt/,  =  M'>  M. 

S  il  en  était  ainsi,  nous  pourrions  choisir  c,.  .  .  ..  ip  tels  que 

etr, I,  . .  . ,  Y)^  tels  que  les  intervalles  (t/ — 'fà-,  ~i-\-'fii)  soient  exté- 
rieurs les  uns  aux  autres.  A  chacun  de  ces  intervalles,  on  pourrait 
faire  correspondre  une  fonction  continue  a:/(i),  nulle  en  dehors  de 
cet  intervalle,  et  comprise  entre  — i  et  + 1  dans  cet  intervalle,  et 
pour  hupielle  la  fonctionnelle  l  |)renne  unt*  \aleur  Uj  jiositive  et 
supérieui"e  à  ai —  î/.  Pour  la  fonction 

Xi  t)=  Xi{t)-   . .  .-i-j- ,,(/), 

(jui  est  continue  et  comprise  entre  —  i  et  +  i ,  la  fonctionnelle  pren- 
drait la  valeur 

ri-...-T-U„>.M, 

ce  qui  est  contraire  à  1" hypothèse.  Il  en  résulte  bien  que  la  somme 
des  ttp  ne  peut  dépasser  M  et.  par  suite,  que  les  -p  sont  dénom- 
brables. 

Soit  maintenant  un  point  ordinaire  x.  Soit  x^[i)  la  fonction  déjà 
considérée  égale  à  i  pour  /^t  et  à  o  pour  t  >-:.  Je  dis  que.  malgré 
sa  discontinuité,  L  est  défini  pour  celte  fonction.  En  eflet,  on  peut 
modifier  x-  dans  un  intervalle  très  j>elit  (  -  --  /, .  t  +  y,  )  de  manière  à 
rendre  cette  fonction  continue  et  comprise  enlre  o  et  i,  et,  pourvu 
(pie  Y,  soit  assez  petit,  aux  différentes  fonctions  que  Ion  peut  ain>i 
obtenir  correspondent  des  videurs  de  L  difTérant  les  unes  des  autres 
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de  moins  que  tout  nombre  donné  e.  Il  en  résulte  bien  que,  r,  tendant 
vers  zéro,  U  a  une  limite.  Soit/('ï)  cette  limite. 

Cette  fonction  étant  obtenue,  nous  pouvons  reprendre  les  raison- 
nements du  n"  41  en  spécifiant  seulement  que  la  fonction  X(<)  par 
laquelle  nous  représentons  ;r(i)  d'une  manière  approchée  aura  des 
points  de  discontinuité  ti  qui  seront  tous  des  points  ordinaires  de  la 
ifonctionnelle.  On  voit  d'ailleurs  aisément  que  fi^t)  est  à  variation 
bornée,  de  sorte  qu'il  n'j  a  rien  de  changé  aux  résultats  précédents; 
les  quantités  que  nous  désignons  par  ai  sont,  au  signe  prés  seule- 
ment, celles  que  nous  avions  désignées  de  cette  manière  au  n**  4i. 

43.  Les  fonctionnelles  linéaires  continues  dans  le  champ  des  fonc- 
tions de  carrés  sommables.  —  Supposons  maintenant  la  fonclionnelle 
linéaire  L  définie  et  bornée  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés 
sommables,  et  par  suite,  d'après  le  n°  39,  continue,  avec  la  définition 
de  la  continuité  qui  est  naturelle  dans  ce  champ,  celle  liée  au  voisi- 
nage en  mo venue. 

Une  telle  fonctionnelle  est  a  forliori  définie  et  bornée  dans  le 
champ  des  fonctions  continues  et,  par  suite,  représentable  par  les 
formules  (7)  et  (8).  Mais  la  continuité  plus  restrictive  que  nous  con- 
sidérons actuellement  entraîne  cette  conséc|uende  c[u'on  ne  risque 
pas  de  changer  la  valeur  de  U  en  changeant  jc(t)  pour  les  points  d'un 
ensemble  de  mesure  nulle;  il  n'en  serait  certainement  pas  ainsi  si  l 
contenait  elTectivement  le  premier  ou  le  troisième  terme  de  la  for- 
mule (8).  Cette  formule  se  réduit  donc  au  second  terme,  et  l'on  a 

(9)  U|[^(0]|=  f  or{t):j.(t)dt, 

•-  0 

la  fonction  [>•{'':)  étant  sommable. 

Je  dis  qu'elle  est  même  de  carré  sommable.  Si,  en  effet,  l'intégrale 


F(o=/'r^^/'(0, 


f{l)  désignant  la  fonction  sommaloire  de[ji.(/)  dans  l'intervalle  (o,  1), 
devenait  infinie  (soit  positivement,  pour  ç  infini  positif,  soit  négati- 
vement, pour  ç  infini  négatif),  on  pourrait  trouver  une  fonction  X(/) 
de  carré  sommable  et  pour  laquelle  l'intégrale  (9)  n'aurait  pas  de 
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sens.  Il  siillii  de  |ircudrc 


av(M:î=dzi  siii\;iiil  ([iir  jj.(^)  csl  posilir  <»ii  iu''j;alil'.  On  ;i,  (l'iii>rès 
l(>s  rdiiniilos  de  M.  Lc'l)t'>i;iie. 

formules  ([iii  iiionUciil  bien  (|uc  le  module  foucUciuiel  ileX(^)esl 
borné,  mais  que  Tinlégrale  (9)  n'a  pas  de  sens  pour  celle  fonction. 
On  peut  alors  trouver  des  fonctions  conlinucs  x(^),  convergeant  en 
moyenne  vers  X(f),  et  telles  que  les  valeurs  correspondantes  de  L, 
bien  délinies  par  la  formule  (ç)),  n'aient  pas  de  limite;  ce  résultat  est 
en  contradiction  avec  l'Iiypollièse  que  V  soit  délini  et  continu  [)Our 
la  fonction  \-{t);  c'est  donc  (pie  <j.{t)  est  de  carré  sommable. 

Cette  condition  étant  remplie,  il  résulte  de  l'inégalité  de  Schvvarz 
que  l'expression  (9)  représente  bien  une  fonctionnelle  linéaire, 
définie  et  continue  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  sommables. 
Nous  avons  ainsi  l'expression  générale  d'une  telle  fonctionnelle. 

Ce  résultat  est  dû  à  M.  Fréchel,  qui  l'a  d'ailleurs  établi  sans  uti- 
liser l'intégrale  de  Stieltjes  [voir  n"  1)9). 

4i.  Les  fonctionnelles  linéaires  et  continues  d'ordre  p.  —  Appe- 
lons Cple  champ  des  fonctions  continues,  ayant  des  dérivées  absolu- 
ment continues  {voir  n**  28)  jusqu'à  l'ordre />  — 1 ,  et  une  dérivée 
d'ordre  p  de  carré  sommable.  En  d'autres  termes,  c'est  le  champ  des 
fonctions  de  la  forme 

(10  )  j;^t)  =  T{z)  ^(/  — x)./''(x)-^-...  ^  '^~"'^'  ■    x'/'-'')(t) 


/ 


-xi''(s)  ds. 

i  />  —  I  K 


a?^/'\i)  étant  de  carré  sommable.   A|)pelons  G),  le  chani|»  obtenu  en 
supposant  de  plus  que  celte  dérivée  soit  continue. 

Considérons  une  fonctionnelle  linéaire  L  définie  dans  Cp  et  ayant 
dans  ce  champ  la  continuité  liée  au  voisinage  en  moyenne  d  ordre  />, 
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OU  bien  (deuxième  hypolhésej  définie  dansC'^  et  ayant  dans  ce  cliamp 
la  continuité  liée  au  voisinage  uniforme  d'ordre  p.  Il  résulte  de  ces 
hypothèses  et  de  la  formule  (lo)  cjue 

(11)  l   \[x]\  =  a^xi'.)  ^  a,x'  {-  )  -^ . .  .-'^  a,,^iX'  t>-  i'(  t)  +  V  |  [^(/"]  |, 

V  étant  une  fonctionnelle  linéaire  continue  d'ordre  zéro  à  laquelle, 
suivant   qu'on  fait  sur  l    lune  ou  l'autre  des  hypothèses  ci-dessus, 
on  peut  applicjuer  la  formule  de  M.  Fréchet  ou  celle  de  M.  Fr.  Riesz. 
Dans  le  premier  cas,  par  exemple,  et  pouryj  =  i .  il  vient 

(12)  L  j  [.r]  I  =  «oa-(')  H-   /    x'il  ]ix{t)dt. 

SI  la  fond  ion  <j.  est  à  variation  bornée,  cette  expression  est  con- 
îinue  d'ordre  zéro  et  se  ramène  par  une  intégration  par  parties  à  la 
lonne 

U  I  [x]  I  =  a^xiz)  +  [:r(^)>jL(/  )J^  —  /    x{t)  chj.{t  \. 

identique,  aux  notations  près,  à  celle  de  M.  Riesz.  Mais  si  'J-{l}  n'est 
pas  à  variation  bornée,  la  formule  (12)  représente  une  fonctionnelle 
plus  générale. 

Des  circonstances  tout  à  fait  dilîerentes  se  présentent  pour  la  for- 
mule de  M.  Hadamard,  qui  peut  représenter  toutes  les  fonctionnelles 
considérées  actuellement  et  dont,  par  suite,  la  généralité  n'augmente 
pas  si  l'on  y  remplace  x{t)  par  x^'P\t).  Cela  tient  à  ce  que,  si  x{t)  a 
des  dérivées  continues  jusqu'à  l'ordre  p,  x^\t)  pour  ix  infini  a  avec 
Jc{t)  un  voisinage  uniforme  d'ordre /?  et,  par  suite,  F  |  [a:',j.i  T)]  |  a 
encorr  pour  limite  Fj  [ic(OJ  1. 

D'ailleurs,  si  l'on  écrit  x'P^  (t)  au  lieu  de  x{t)  dans  la  formule  (()), 
il  est  aisé  de  ramener  la  nouvelle  forme  obtenue  à  la  forme  initiale. 

On  voit  donc  que  cette  formule  est  beaucoup  plus  générale  que  les 
lonctionnelles  que  nous  avons  voulu  représenter  par  elle.  On  peut 
montrer  qu'elle  représente,  non  seulement  toutes  les  fonctionnelles 
aygnt  une  continuité  d'ordre  fini  /?,  mais  même  des  fonctionnelles 
ayant  une  .continuité  d'ordre  infini  comme  celle  que  nous  avons 
lormée  (n°  12).  Si  elle  présente  l'inconvénient  de  ne  pas  donner 
des  lonctionnelles  qu'elle  représente  une  représentation  unique, 
ri  le  présente  l'avantage  d'une  extrême  oénér;dité. 
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io.   Les  fonctionnelles  dépendant  d'une  fonction  de  deux  variables. 
--  Nous  iii(li(|Ui'r()ii>  a  \i\  llii  ilc  ci-  (,liii|>ilrc  discrso  i;éufi-alisatu)n-. 
Il  liuil    (Irs   mainlcniuil    (|iir    nous   ((iiisiili'iKins  le;?   foiiclionnellcs   l 
(lc|)(*ntlanl     «les    \iiU'ur>    prixs    pur    mu-    loiiclldii    J7(.v,  /)    d«'    denv 
variables  .v  el  /  dans  1«^  ehamp 

(  I  5  ;  (I      A  .:  1  ,  o  _  /  ^  1  . 

Il  esl  à  ivniarquer-  ([u'on  n  iuii;nienlerail  pas  la  «généralité  en  pie- 
nanl  un  champ  de  forme  quelconque  Inlérieur  à  ce  carré,  et  par  suite 
un  cliamp  fini  quelconque. 

La  formule  (i)  se  généralise  sans  diflicullé  el  s'écrit 


ôL  =   /      /     'f(.v,  /)/jx(s,  l)dsd(. 


Les  formules  deM M.  Hadamard,  Riesz  el  Frécliet  se  généralisent 
aussi  sans  diflicullé.  l*i  r-cisons-le  en  ce  qui  concerne  ces  dpn\  der- 
nières. 

Soit  l  une  fonclinnnelle  linéaire  de  x{^s^  t)  définie  dans  le  cliam[> 
des  fonctions  continues  et  avant  la  continuité  liée  au  vt)isinage  uni- 
forme d'ordre  zéro;  aj)pelons  <I>|  [S|  [  sa  valeur  pour  une  fonction  égale 
à  1  dans  une  aire  S  intérieure  au  carré  (i3),  et  à  o  en  dehors  de 
cette  aire.  La  fonctionnelle  l  étant  linéaire,  <I>  est  une  fonctionnelle 
additivc,  el  sa  variation,  limite  supérieure  de 

:^  I  D*  I  =  X  ?  D4», 

\  ayant  la  valeur  -\-  i  ou  —  i  dans  les  difierenles  aires  DS  suivant  le 
signe  D<I>,  ^st  au  plus  égale  à  la  limite  supérieure  de  \)  pour  les 
fonctions  x(-s^  t)  dont  le  module  est  piartout  égal  à  i  ;  elle  est,  par 
suite,  bornée.  Nous  appellerons  0(5,  /)  la  fonction  liée  à  ^.  comme 
il  a  été  indiqué  n"  32. 

On  généralise  alors  sans  peine  les  raisonnements  qui  conduisent  à 
la  formule  de  M.  Riesz  et  il  vient 

(t4)  {]  =  I     I  .rts,t)d<l>=  I    1  x(s,  t)dsd(^{s,  (), 

les  quadratures  étant  étendues  au  carré  (i3). 

46.   Supposons  maintenant  U  définie  dans  le  champ  des  fonctions 
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de  canvs  sommables  el  avaiil  la  conliiiuilr  lire  au  voisinage  en 
moyenne  d'ordre  o.  La  formule  (14,) i  déduite  d'hypothèses  moins 
restrictives,  s'applique  a  fortiori.  Mais,  dans  la  répartition  de  masses 
liée  à  la  fonelicmnelle  <1>,  il  ne  peut  ici  j  avoir  de  masse  finie  dans 
lin  ensemble  d<'  mesure  superficielle  nulle;  si,  en  effet,  il  n'en  était 
|)as  ainsi,  on  changerait  $  en  changeant  .r(,y,  t)  dans  cet  ensemble, 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  de  la  continviité.  La  fonctionnelle  <I> 
se  réduit  alors  au  terme  <!>.,  {voir  n"  31),  et  il  vient 


i  '  O 


li  =   /       /     x{s,  t)\j.{s,  tjdsdl. 


Cette  expression  devant  être  finie  pour  toute  fonction  ^(.v,  i)  de 
carré  sommable,  on  voit,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait 
n"  i3.  que  ul(.s,  l)  doit  être  de  carré  sommable. 

La  formule  (i5),  où  m.  est  de  carré  sommable,  donne  alors  l'expres- 
sion générale  des  fonctionnelles  considéiées.  Elle  généralise  celle  de 
M.  Fréchet. 

47.  Les  fonctionnelles  bilinéaires.  —  Considérons  une  fonction- 
nelle U  dépendant  de  deux  fonctions  x{s')  d  y{t)  définies  toutes 
deux  dans  l'intervalle  (o,  1),  et  qui  soit  foncticMinelle  linéaii-e  de 
chacune  d'elles.  On  dit  qu'elle  est  bilinéaire. 

Supposons-la  définie  dans  le  champ  des  fonctions  continues  et 
a>ant  la  continuité  liée  au  voisinage  uniforme  d'ordre  o.  En  appe- 
lant cp((T.  -ri  la  valeur  de  U  lorsque  x{s)  est  une  fonction  égale  à  1 
pour  s  <  7  et  nulle  pour  5^(7,  et  lorsque  y  (i)  est  une  fonction  égale 
à  i  pour  /  <^  T  el  nulle  pour  f  ^t,  on  arrive,  par  une  nouvelle  géné- 
ralisation des  raisonnements  de  j\L  Riesz,  à  la  formule 


(iG) 


U    [.r(5),y(n]  I  =    /      /    x(s)y(,t)d,dt-si{s,  t), 
'^0    •-  0 


la  fonction  '^(5,  /)  étant  liée  à  une  fonctionnelle  additive  à  variation 
bornée. 

48.  Supposons  maintenant  li  définie  dans  le  champ  des  fonctions 
de  carrés  sommables  et  ayant  la  continuité  liée  au  voisinage  en 
moyenne  d'ordre  zéro.  Si  la  formule  (16)  ressemblait  à  la  for- 
mule (i4)i  il  va  y  avoir  ici  une  différence  avec  la  formule  (i5).  La 
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{■(■•pr.rlilion  «les  masses  li<''cs  ;i  l:i  roiiclioii  '^(.ç,  /)  peut  ici  rliclclle 
(lue  (les  masses  Unies  soient  silin-cs  sur  un  ensemble  de  me*snr<,'  snper- 
liciclle  luilU'.  poiiivii  (juCn  |»i()|<Mlion  sur  cliaeuti  dis  deux  axes  il 
ail  une  mesure  linéaire  non  nulle,  l'^ii  s(;  re[)orlaiil  à  la  décomposilion 
(il  cinq  termes  de  la  fonctionnelle  <l»  liée  à  '^(.v,  /)  (  n"  31).  nous 
\o\ons  iei  ijue  nous  pouvons  trouver  : 

\"  Ues  niasses  (correspondanl  au  lerine  'I>.i  ).  rc-parties  sur  des 
lignes  non  parallèles  aux  axes^  et  expiimaltle  pai'  une  iniégrale  de 
M.  Lcbesfiue  étendue  à  ces  courbes; 

:>."  Des  masses  (correspondanl  au  terme  '1*-,),  réparties  sur  toute  la 
surface  et  exprimable  |)ar  une  inl(''i;ralc  double  de  M.  Lebesgue ; 

3"  Des  masses  (correspondanl  au  terme  ^I»,;),  réparties  dans  un 
ensemble  de  mesure  superlieielle  nulle  sans  qu'aucune  masse  Unie 
soit  répartie  sur  une  courbe,  ni  dans  un  ensemble  dont  la  projection 
sur  lun  des  axes  ait  une  mesure  linéaire  nulle.  De  cette  dernière 
condition  résulte  que  les  fonctionnelles  linéaires  4>5  que  nous  pouvons 
envisager  ici  sont  plus  particulières  que  celles  du  n"  31.  Le  calcul  de 
rintégrale  double  de  Slieltjes  à  laquelle  nous  sommes  conduits  ici 
se  ramène,  quelle  que  soit  celle  des  variables  .s  et  ^  par  laquelle 
on  commence  l'intégration,  au  calcul  d'une  intégrale  simple  de 
Stieltjes  suivi  d'une  intégrale  de  M.  Lebesgue  (voir  n"  31,  re- 
marque finale). 

Ainsi,  en  se  reportant  aux  exemples  du  n°  33,  on  voit  que  le  troi- 
sième donne  une  fonction  $j  convenant  au  problème  actuel,  mais 
qu'il  n'en  est  pas  de  même  des  deux  premiers. 

Mais  ces  conditions  ne  suffisent  pas  encore  pour  que  l  soit  fini 
pour  tout  système  de  fonctions  x(s)  et  y{t)  de  carré  sommable. 
Remarquant  que  le  produit  x (s) y  (  t)  est  de  carré  sommable  lorsqu'il 
s'agit  d'une  intégrale  double,  mais  que,  intégré  le  long  d'une  courbe 
du  plan  des  5,  t,  il  est  seulement  sommable,  on  voit  sans  peine  que  : 

i"  Pour  les  masses  réparties  sur  des  lignes,  il  faut  et  il  suffit  que, 
si  l'on  considère  toutes  ces  masses  comme  positives  et  qu'on  les  pro- 
jette successivement  sur  les  deux  axes,  les  répartitions  obtenues 
aient  une  densité  bornée  ; 

2°  Pour  les  masses  réparties  sur  la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  densités  soient  de  carrés  sommables  ; 

>"  Il  est  plus  difficile  de  donner  une  forme  simple  à  la  condition 
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que  doiveni  vérifier  en  plus  de  celles  déjà  indiquées  les  niasses  cor- 
respondant au  terme  4>,j.  Contentons-nous  de  uiontrer  par  un  exemple 
que  ces  masses  peuvent  exister  eflectivement. 
Posons 

s  -^  f  =  II,  s  —  f  =  {>. 

et  désignons  pary(«,  t)  une  fonction  continue  et  par  a::,{v)  une 
fonction  continue  à  variation  bornée  ayant  toute  sa  variation  dans  un 
ensemble  de  mesure  nulle.  La  répartition  de  masses  vérifiant  cette 
condition  qu'un  petit  rectangle  de  côtés  du  et  dv  parallèles  aux  axes 
des  u  et  des  (^  contienne  des  masses  f{u,  v)  dudx^{v),  remplit  les 
conditions  voulues.  On  voit  sans  peine  que,  4>  étant  la  fonctionnelle 
correspondant  à  cette  condition,  l'intégrale 


//■ 


(Hendue  au  carré  (lo)  est  continue  dans  le  cbamp  des  fonctions  x  ely 
(le  carrés  sommables. 

i9.  Les  correspondances  linéaires  entre  deux  fonctions.  —  Le 
problème  des  transformations  ponctuelles,  si  important  dans  l'espace 
à  «dimensions  en  vue  de  la  théorie  des  changements  de  variables, 
se  généralise  au  cas  de  l'espace  fonctionnel  ;  en  n'employant  plus  le 
langage  géométrique,  ce  problème  généralisé  est  celui  de  la  corres- 
pondance entre  deux  fonctions.  Pour  applicjuer  la  notion  de  variation 
à  la  relation  qui  exprime  une  telle  correspondance,  il  faut  d'abord 
étudier  le  cas  d'une  correspondance  linéaire. 

Un  exemple  classique  d'une  telle  correspondance  est  celle  qui 
existe  entre  la  valeur  sur  un  contour  d'une  fonction  harmonique 
représentable  à  l'intéxùeur  de  ce  contour  par  un  potentiel  de  double 
couche,  et  la  densité  de  ce  potentiel. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  une  fonction  X(<)  dépen- 
dant linéairement  d'une  autre  fonction  x(f),  et  ne  faisons,  pour  le 
moment,  aucune  lijpothèse  sur  la  possibilité  de  résoudre  par  rapport 
à  x{t)  la  relation  cjui  existe  entre  ces  deux  fonctions. 

Supposons  d'abord  qu'à  toute  fonction  continue  ,r(<)  corresponde 
une  fonction  continue  X(/),  et  qu'à  deux  fonctions  x(t)  etj'{t) 
ayant  un  voisinage  uniforme  d'ordre  zéro  correspondent  deux  fonc- 
tions X(/)  et  Y(/)  ayant  aussi  un  voisinage  uniforme  d'ordre  zéro. 


riiAi'.  IV.  —   \\ui\ii(».\  l'HiMiKiuî  i:t  ^o^TTlo^^■|•:l.Ll■;s  i.im;vi«f>.  (>  > 

l*(MU'  tliii([ue  valt'tir  (II-  s.  \|vi  c'>l  iiloi-  une  romiidiincllc  lijiéuire 
ot  couliniic  do  ./(/)  à  lii(|iii'llc  noio  |)(»u\()n^  ;i|>|)li(|iif'i-  l;i  lormule 
do  M.  Riesz,  ce  qui  (li»iinf 

(an  \(s)  =  1     .r(nd,/(s,  /  i, 

/\.v.  /  )  (lanl  une  ronelidii  de  /  à  xanaliou  Ijonu'c. 

Il  faut  de  plus  que  V(,ç)  soll  une  fon(-lion  conlinue  de  s.  quelle 
([ue  soit  la  fonction  conlinue  x{t).  La  condition  ijiie  doit  reni|)lir  la 
(onction  /(v,  /  )  pour  cpiil  en  soit  ainsi  [x-iil  rlie  mise  sous  la  forme 
suivante:  par  loul  point  A  de  coordonnées  .s,  /  (elles  (jue 

(•>2)  0^5  il,  ol/li, 

on  peut  faire  passer  un  petit  arc  de  courbe  sur  lecjuel  s  soit  constam- 
ment croissant  et  sur  lequel  /{s,  t)  soit  une  fonction  continue.  Cet 
arc  devra  être  défini  de  |)art  et  d'autre  du  |)oint  A,  sauf  bien  enlendu 
si,  en  ce  point,  .v  a  l'une  des  valeurs  extrêmes  f»  ou  i . 

Il  pourra  d'ailleurs  arriver  que  cet  arc  ne  puisse  pas  dépasser  un 
point  B  très  voisin  de  A.  comme  nous  allons  le  montrer  par  un 
exemple,  sans  donner  la  démonstration  généi^ale  du  résultat  précédent. 

Soit  C  une  courbe  fermée,  convexe  intérieure  au  carré  (  aa),  sur 
laquelle  s  atteigne  son  minimum  .v,  en  un  seul  point  B,  et  son  maxi- 
mum s.^  en  un  seul  point  Bo.  Appelons  l'  et  l",  (^'<  /")les  ordonnées 
des  points  où  la  droite  d'abscisse  .s  coupe  la  courbe  C,  s  étant  compris 
entre  5,  et  Vo.  Posons 

X(s}  =  x{t')—.T{t")  (5,<5<S2>, 

et  X(.v  )  1=  o  si  5  n'est  pas  compris  entre  Si  et  .so.  Celle  fonction  est 
bien  de  la  forme  (ai  ),  la  fonction/(.y,  t)  étant  égale  à  i  à  l'intérieur 
de  C,  et  nulle  sur  cette  courbe  et  aux  points  B,  et  B^. 

Pour  tout  point  A  intérieur  à  C,  l'arc  de  courbe  considéré,  où  s 
croît  et  où/(.î,  l)  est  continue,  existe  bien,  mais  il  ne  peut  pas 
dépasser  B,  et  Bo.  En  ces  points,  il  existe  encore,  puisqu'on  peut 
définir  un  arc  partant  de  chacun  de  ces  points  et  extérieur  à  la  courbe 
et  sur  lequel  .v  soit  croissant. 

30.  Supposons  maintenant  la  correspondance  linéaire  entre  j-U) 
X(^)  telle  qu'à  toute  fonction  .^(^1  de  carré  sommable  corresponde 
une  fonction  X(/)  de  carré  sommable.  et  qu'à  deux  fonctions  .r(/) 
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f:Xy(l)  ayant  un  voisinage  en  nioveniie  d'ordre  zéro  correspondent 
deux  fondions  X(/)et  \(t)  ayant  aussi  un  voisinage  en  moyenne 
d'ordre  zéro. 

Nous  ne  pouvons  |)as  ici  partir  de  la  formule  de  M.  Fréchel  comme 
iaous  sommes  partis  de  telle  de  M.  Riesz  pour  écrire  la  formule  (21). 
En  effet,  X(5),  pour  une  \aleur  déterminée  de  s,  est  bien  une  fone- 
lionnelle  linéaire  de  x{t),  mais  non  nécessairement  finie;  oja  peut 
même  dire  qu'elle  n'est  pas  bien  définie,  puisque  (u"  21  )  on  ne  peut 
pas  loujours  définir  la  >aleur  d'une  fonction  mesurable  pour  une 
valeur  particulière  de  la  variable,  et  cpiune  telle  fonction  doit  être 
considérée  comme  connue  lorsque  l'on  connaît  sa  fonction  somma- 
toire  et  qu'on  sait  effectuer  sur  elle  les  opérations  d'intégration. 

Considérons  alors  l'intégrale 


=  (■ 


\(s')y(s)  cls. 


Dire  que  X(.v)  est  de  carré  sommable  équivaut  à  dire  que  L  est 
finie  pour  toute  fonction  y  (  i'  )  de  carré  sommable,  et  la  connaissance 
de  cette  intégrale  ])our  toutes  les  déterminations  possibles  de  y'(s) 
équivaut  à  celle  de  X( .«  1. 

Or  l  est  une  fonctionnelle  bilinéalre  de  x  eX,  y  k  laquelle  nous 
(Ktuvons  appliquer  les  résultats  du  n"  48.  Par  ce  détour,  on  peut  dire 
qu'on  a  défini  la  correspondance  linéaire  la  plus  générale  entre  deux 
fonctions  de  carrés  sommables. 

On  peut  aussi  prendre  pour  j(^),  non  une  fonction  quelconque 
de  carré  sommable.  mais  seulement  les  fonctions  trigonométriques 
eos  -îii-t  et  sln2«-^.  X  est  alors  défini  par  ses  coefficients  en  série 
de  Fourier,  qui  sont  des  fonctionnelles  continues  représentables  par 
la  formule  de  M.  Fréchet. 

Nous  reviendrons  au  Chapitre  \  III  sur  ces  correspondances  et 
nous  étudierons  le  problème  de  la  résolution  par  rapport  à  .r  de  la 
relation  entre  x'  et  X. 

LE  POINT  DE  VUE  PRATIQUE. 

51.  Forme  normale  de  la  variation  d'une  fonctionnelle.  —  Au  point 
de  vue  j)ralique,  lintérêl  des  résultats  précédents  ne  doit  pas  être 
exagéré..  Nous  ne  rencontrerons  pas  dans  les  applications  d'exemples 
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'linléj^ralcs  Je  Sjieljcs  (|iii  ne,  |>ijisscnl  se  i<'m|ilii<(jr  pjir  des  >vni- 
l»(»l<'s  (11111  emploi  plus  coinmodf.  Il  v  ;i  tiuiic  intérèL  >!  Ion  vciil 
cliidifT  les  équations  auv  «léri\ées  louclioim«'lles,  à  ne  |)us  s  atlacJier 
à  inellre  en  ('-x  idence  les  lornics  des  fonctionnelles  les  plu>  i;t''nérales, 
mais  à  prendre  pour  olijrt  de  iKihr  élude  ei'lles  (|iii  peuxeut  se  ren- 
eonlrer  dans  les  applieal  n>ii->. 

V  ce  poinl  de  \ue,  ikmis  |»(ni\oiis  dire  (jiie  la  lorme  lialuluelle  de 
la  \arialioii  d  Une  fond  iuimelle  (diiliniie  d  ordi'e  z<''ro  esl 

.  I 

I  intégrale  étant  une  intégrale  ordmaiiv.  Il  n  \  .1  piis  à  lenii- eoinpte 
d«'s  autres  termes  de  la  formule  (  8  ). 

La  variation  d'une  fonctionnelle  comprend  ainsi  deux  parties,  d'une 
part  une  intégrale  de  M.  \  ollerra.  d'autre  part  des  termes  indiquant 
une  dépendance  spéciale  de  L  par  rap[)ort  aux  \aleur>  de  la  t onc- 
tion T{/)  en  certains  points  particuliers.  11  y  a  avanlai;e  jiour  la 
iliéorie  générale  à  supposer  que  ces  points  n'existent  pas;  nous  dirons 
dans  ce  cas  que  la  fonctionnelle  considérée  est  normale.  Dans  les 
applications  où  de  tels  points  existeraient,  il  serait  possible  d'utiliser 
(piand  même  les  résultats  obtenus  en  considérant  la  fonctionnelle 
éiudiée  comme  dépendant  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  x(<), 
et  en  outre  de  ar(  t,  ),  ^(tj),  ...  ;  en  tant  que  fonctionnelle  de  x{t)., 
on  |)eu(  lui  appliquer  la  théorie  générale. 

Toutefois,  il  faut  éviter  de  négliger,  sous  prétexte  de  slmplilica- 
lion,  l'influence  des  points  particuliers  dans  certaines  questions  où 
leur  existence  est  à  prévoir.  Ainsi,  lorsque  la  définition  d'une  fonc- 
tionnelle U  ne  met  aucun  tel  point  en  évidence,  sa  dérivée  fonction- 
nelle U,.  T)  doit  être  considérée  comme  dépendant  normalement  de 
toutes  les  valeurs  de  x{t)  et  en  outre  de  x{'z).  Si  elle  est  continue 
d'ordre  zéro,  ce  qui  sera  le  cas  général  si  la  fonctionnelle  l  l'est,  on  est 
conduit  à  écrire 

i.\)  oL4(t  =/(t)o^(t»^  j     ç(t,  -.)rjr(t)dt. 

Telle  esl  la  forme  normale  de  la  \  ariation  d'une  dérivée  fonction- 
nelle avant  une  continuité  d'ordre  zéro;  nous  reviendrons  sur  ce 
point  quand  nous  étudierons  les  <lérivées  fonctionnelles  secondes. 
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S'a.  Cas  de  la  continuité  d'ordre/;».  —  Des  considérations  analogues, 
si  une  fonctionnelle  dépend  d'un  seul  point  parlicidier  •:  et  a  une 
continuité  d'ordre  />,  conduisent  à  prendre  comme  forme  normale 
de  sa  variation 

(■35)       oU  =  Ao3x('-)-^  A,  oa7'(-)  ^.  ..^  A;,ojr /' (T  I -^  /     ç(t  )oxl  t)  dt. 

En  partant  de  la  formule  (ii).  on  est  d'abord  conduit  à  faire 
fiourer  dans  l'expression  de  oL  une  intégrale  de  la  forme 

f  f{t)oxi>Ht)d/. 

Si  f{l)  admet  des  dérivées  continues  jusqu'à  l'ordre  p.  une  inté- 
gration par  parties  la  ramène  à  la  forme  d'intégrale  qui  tigui'e  dans 
la  formule  (20)  et  en  outre  à  des  termes  dépendant  spécialement  des 
points  particuliers  /  =:  o  et  t  =  \ .  On  est  donc  conduit  à  dire  qu'il 
arrivera  fréquemment  c|u'une  fonctionnelle  continue  d'ordre  p  >  i 
dépendra  spécialement  des  valeurs  de  xit)  et  de  ses  dérivées  ;uix 
extrémités  de  l'intervalle  de  \ariation  de  t. 

Une  autre  circonstance  à  prévoir  est  que  la  fonction /(7)  devienne 
infinie,  ainsi  que  ses  dérivées  pour  /  =  t.  Supposons  qu'elle  admette 
un  pôle  simple;  la  fonction  '-^(t)  aura  alors  un  pôle  d'ordre/?  +  1 . 
L'intégrale  de  la  formule  (25)  n'a  plus  de  sens,  mais  l'intégrale 

('26;       /    o(  t)     ox(t)  —  ox{-.}  —  (t—-.  )  5.r'(Tj  — .  .  .—  ^    ~,'^    ot'i'\-.)    dt 

a  un  sens  bien  défini;  il  en  est  de  même  de  l'intégrale 

(27)        ^'P'  f     (f{()\ox(t)  —  o.r{-.>  —  (t  —  -)ox'(-)—... 

_(^_^_^_  -| 

</'  —  ';•  J 

»'.  p  désignant  la  valeur  principale  au  sens  de  Cauchy.  c'est-à- 
dire  la  limite,  pour  £  ^  o,  de  l'intégrale  obtenue  en  i-etranchant 
l'intervalle  (t  —  s,  ". -\- z)  de  l'intervalle  d'intégration. 

On  est  ainsi  conduit  à  des  expressions  un  peu  plus  générales  que 
la  formule  (25),  obtenues  en  remplaçant  l'intégrale  de  cette  formule 
par  l'une  des  expressions  (26)  et  (27).  Elles  se  réduisent  à  la  for- 
mule (23)  lorsque  la  fonction  o{t)  reste  finie  pour  t  =  -. 


t:llAI'.    IV.    —    VARIATION    l'RENflERE    ET    FONCTIONN  EI.I.KS    I.INKAIHES.  Og 

Ces  {li(lVi<iit<s  (nrinulcs  peuveni  ru  parlkiillcr-  sappliquer  au  cas 
(le  la  \aiialinii  d'imc  tl('ri\(''f'  r<inrtioniiclIc. 

53.  Les  expressions  pix-cédeiilcs  se  rallacliciH  nalurcUomeiil  à  la 
lonnule  «le  M.  Hadaniard.  ÎSous  allons  !<■  nionlrer  en  indiquant  une 
«irconslanee  qui  se  présente  «'Hcctivenient  dans  la  ihrorie  de  la  fone- 
tion  de  Green  ('  i. 

Soit  une  fonctionnelle  U),  dépendani  de  x  {()  et  d'un  [)aramètre  A. 
Supposons  <pic.  pour  /.  ~r>  o.  nous  av^>ns  rtahli  la  foiinule 

oU)  =   /     ^.{t)0X[l)dt, 

mais  que  celte  foinuile  cesse  d'axoir  un  sens  pour  A  =  o,  la  fonc- 
tion c5o(/)  avant  un  pijle  double  pour  /  =  t.  Nous  supposerons,  de 
plus,  que  le  produit  {t  —  i)-'j^)\t)  reste  Uni,  non  seulement  pour 
A  i:^  o,  mais  pour  ),  voisin  de  o.  On  (^st  conduit  à  dclinir  ol',,  par  la 
formule 

8Uo  =  lim  oL  >  =  liiii     /     Zyit)Zx(t)  dt, 

(pii  est  identitjue  à  celle  de  M.  Hadamard.  Etant  données  les  liypo- 
ihcse>  faites  sui-  la  fonction  ^/.(^  ).  celte  expression  devient 

tu  posant 


lim    f   ,f^.( 
>.  =  0 .  0 


t)dt, 


A 1  =  I i m    /     'f   (  l )  (t  —  ' ) dt. 

On   obti<'nl    ainsi    l'expression   envisagée    n"   52,   p    ayant    ici   la 
valeur  1 . 

oi.    Les  correspondances   linéaires    entre  deux  fonctions.  —  La 


(')  Elle  «^0  prosoiil''  !iiiM[u'oa  veul   appliqui/i-  l;i  tVinimli-   «(ui  dotiiic  l;i  variation  de 
iiu  i.iis  ciù  l'un  (i«">  points  A  >t  B  vient  sur    le  oont'tur    (voir  le  Chapitre  III 


lie  la  deuxième  Partie) 
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méthode  des  n***  49  et  oO  conduit,  pour  l'expression  d'une  fonction 
dépendant  linéairement  d'une  autre  fonction,  à  des  résultats  beau- 
coup moins  simples  que  ceux  de  MM.  Riesz  et  Fréchet  pour  les 
fonctionnelles  linéaires.  Mais  au  point  de  \ue  pratique  que  nous 
venons  d'indiquer,  ces  résultats  se  simplifient  beaucoup,  et  Ion  est 
conduit  à  dire  que.  dans  le  cas  de  la  conlmuité  d'ordre  zéro  envisagée 
(n°''  49  et  50).  la  forme  normale  dune  fonction  X(5)  dépendant 
linéairement  dune  fonction  X{t  )  est 

f     xyt)z{s,  t)dt. 

0 

Les  conditions  que  doivent  vérifier  les  fonctions  a/(5),  t/i^), 
'^(5.  ?)  pour  que  cette  correspondance  vérifie  les  conditions  de  conti- 
nuité indiquées,  soit  n°  49,  soit  n"  oO.  se  déduisent  d'ailleurs  aisé- 
ment des  résultais  des  n°*  49  et  i8. 

Il  convient  de  remarquer  que,  pourvu  que  t(  a)  dépende  effecti- 
vement de  5.  les  termes  dépendant  d'un  point  particulier  t(  5)  peuvent 
exister  même  dans  le  cas  ovi  l'on  vent  que  le  voisinage  en  moyenne 
de  deux  fonctions  XA  t)  et  y{  t)  suffise  pour  entraîner  le  voisinage  en 
moyenne  des  fonctions  correspondantes  X(.s)  et  ^  (s).  Au  contraire, 
ils  n  existaient  pas  dans  le  problème  traité  par  M.  Fréchet,  où  le 
même  voisinage  des  fonctions  x(t)  et  j)'(/)  devait  entraîner  le  voisi- 
nage des  valeurs  correspondantes  d'une  fonctionnelle  t  ne  dépen- 
dant pas  dun  paramétre.  11  suffit,  pour  se  rendre  compte  de  cette 
différence,  de  considérer  l'exemple  des  fonctionnelles  dépendant 
de  xil )  : 

\{  S)  =  ^(-v  I.  U  =  .r  (  -  )  . 

La  première  a  la  continuité  désirée  et  non  la  seconde. 

Dans  le  cas  où  l'on  envisage  des  continuités  d'ordre />  ^^  o,  il  j  a 
lieu  d'ajouter  à  la  formule  (ag)  des  termes  analogues  à  ceux  intro- 
duits dans  les  formules  (26)  e.t  (26),  les  a  et  les  t  étant  ici  des  fonc- 
tions (le  s. 

GÉNÉRALISATIONS  DIVERSES. 

55.  Fonctionnelles  dépendant  des  valeurs  d'une  fonction  .r  (  /  )  pour 
des  valeurs  quelconques  de  l  (t  compri>  entre  —  oj  et  -j-  00).  —  Nous 
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Il  ilKll(|ll(lll■^  ici  cf  ta^  »|iic  pour  mrinoirr.  n  aviinl  eu  \  ne  auciin»; 
applitatinn  <Uiii?>  la  siiilc  lii(li(|ii(tn>  ^riilfnnnl  rtiiiinuiil  il  laiil  a|»|>li- 
(Micr  la  mrtliodr  «lu  |>;i^>'ai;i'  «In  liai  a  I  iiitim. 

(-Ii(>isi>.s()iis    lin    mtxlc    de    diNi^ioii   di-   l  axe  df^   /   ou  n  iiilcivalles 

|iar  des  |ioinl>  i\c  division/,.  I -, t,i-\-  Su|)|)oson.s  qu«'  n  deveuaul 

inliui,  /,  dcvicuuc  iuliui  par  valeiir.-,  uôi;ali\es,  /„_,  par  valeurs  jx»-!- 
lives,  et  que,  dans  un  iulervalle  liai  quelconqu*-  de  l'axe  des/,  le  jdn- 
i^raud  lies  inl<-rvalle>  parliels  (^//,  //+i  )  (|iii  lui  soit  intérieur  leude 
vers  «».  Tel  est  le  ea>  par  e\(M7iple  si  l  on  detitiil  /,  parla  ((iriiuile 


L 

<»u  bien  SI   lOn  piend  la   Mille 

I  •>. 

—  p.       —  P  -\ '       —p-^-y        ...,       p, 

P  P 

p  étant  un  entier  devenant  inliiii. 

Soit  Xi  une  valeur  dune  lunetion  x  i  t)  dau>  riuter\alie  (//_,.  li\ 
et  soit  \  (/)  une  lonetion  égale  ilaus  cliaeun  des  intervalles  .à  la 
valeur  elioisie  .r,.  Lorsque  u  devient  infinie,  \-(^)  tend  vers  x{t), 
et  cela  uniformément  dans  tout  intervalle  fini.  Luc  tonctionnelle 
de  r  (/)  peut  alors  être  considérée  comme  la  limite  d'une  fonction 
de   '•, X„. 

Le  lecteur  trouvera  une  application  de  ce  procédé  dans  les  travaux. 
de  R.  (râteaux  \Sur  la  représentation  des  fonctionnelles  continues 
{Rend.  d.  R.  Accademia  dei  Lincei,  i*"*^  mars  791']  ))• 

Dans  le  cas  qui  nous  occu|)e,  la  forme  normale  «le  la  variation,  géné- 
ralisant celle  de  M.  \olterra.  est 

(■50)  oU  =    /         91  /)  ox{i>i/L 

Cette  intégrale  n'a  de  sens  que  si  ox  (t)  vérifie  certaines  condilioni 
nécess^res  à  sa  convergence.  Ces  conditions  peuvent  d'ailleurs  ne  pas 
être  très  restrictives.  Si  l'inli-arale 


/: 


'■3(t)\df 


a  un  sens,  il  suffit  que  ox  [t)  soit  limité  supérieurement,  e  e>t-à-dirc 
que  la  fonction  variée  }'  (t)  tende  uniformément  vers  x  {(). 
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56.  Fonctionnelles  dépendant  d'une  fonction  de  n  variables.  —  \oiis 
avons  déjà  examine  le  cas  où  n  =  2.  D'une  manière  générale,  si  une 
fon.elionnelle  L  déj)enfl  des  valeurs  prises  par  une  foncUon  x  (t^, ...,  t,i) 
dans  un  domaine \  de  l'espace  lieu  tlu  poinl  de  coordonnées  /,;•...  ^/, 
la  (orme  normale  de  sa  variation  sera  rintégrale  d'oi'dre  /i  : 

,3,,  oU=     /•••     /     -^ili,    ....    tn)^^J!^itl,    ...,    /u}d/i...dtn. 

Mais  U  peut  dépendre  spécialement  des  valeurs  de  jC  en  certains  points, 
sur  certaines  lignes,  sur  certaines  surfaces,  de  sorte  que  l'expression 
de  SU  peut  contenir  en  plus  des  termes  de  la  forme  «o.r  (t,,  ...,-:/,  », 
et  des  intégrales  d'ordre  1,2 n  —  1. 

o7.  Fonctionnelles  dépendant  de  plusieurs  fonctions.  —  Soii  pour 
fixer  les  idées  une  fonctionnelle  U  dépendant  des  valeurs  de  deux 
fonctions  x{t)  ely{t)  pour  o  <  f<  i  .On  peulobserver  que  la  donnée 
dexit)  et  y{t)  érjuivaul  à  la  donnée  d'une  fonction  unique  z-{i) 
définie  par 

-.(  /)  =  x(-il),  (o   C  ^  = 

Mais  cette  remarque  nempèche  pas  qu'il  y  a  intérêt  à  considérer 
comme  une  nouvelle  sorte  de  fonctionnelles  celles  qui  dépendent  de 
deux  fonctions,  de  même  que  la  remarque  que  les  points  d'une  droite 
et  ceux  d'un  plan  constituent  des  ensembles  de  même  puissance  ne 
dispense  pas  de  l'étude  des  fonctions  de  deux  variables  ('). 
La  forme  normale  de  la  variation  de  U  sera  ici 

(39.)  oL :=  f   ['i{t)ox(t')-^'l>(t)oy(t',]dt, 

^  0 

o{l)  et  'liÇt)  étant  les  déri\ées  fonctionnelles  partielles  de  U  par 

(  '  )  En  considérant  U  comme  fonctionnelle  de  z{t),  on  rencontrerait  eu  général 
cette  circonstance  que  V'-it)  dépendrait  spécialement,  non  seulement  de   :{t),  mais 

aussi  de  .:  (  f  ±  -  )•  Le  meilleur  moyen  d'étudier  des  fonctionnelles  présentant  cette 

circonstance  est  de  les  considérer  comme  dépendant  de  deux  fonction-  distinctes 
X  et  y. 
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appoil  à  :v{t)  f\  y((  i.  N<iiis  (loi^ncroiis  co  <l<'ii\  ces  piir 

On  |>cul  de  iiirinc  ronsici(r«T  ilt'.>  lonclioiiiK'llcs  (l(''[icii<liiMl  (riiii 
plus  j;ran<l  nnmbrr  de  ^(ln(•ll<ln^  (runc  ou  (\t'  plusieurs  viuiiiblcs. 

58.  Fonctions  d'une  ligne  gauche.  -  .luscju  ici.  mdus  uon^  xjiunus 
placés  iui  poinl  de  vue  algébricjue.  Vu  |)oiul  de  vue  géométrique,  il 
y  a  lieu  d'étudier  les  fonctions  d'une  ligne  plane,  d'une  ligne  gauche, 
ou  d'une  surface.  Le  lien  de  ces  notions  avec  celles  (jui  précèdent  esi 
I  vident  ;  d  peul  cire  précisé  tle  plusieurs  manières  suivant  les  repré- 
^entatlol^^  paramctiiqiicv  cniploxécs  pouc  dcMliiir  les  courhes  et  sur- 
faces considér<'e>. 

Soit  d  alund   tip.e  rniiihc  gjiiiclie  lenuée  (  ", 

V  =  x(f),        y  —yU),         z  =  z(l). 

dont  tous  les  points  >oienl  «ddenus  en  faisant  varier  t  de  o  à  i.  Lors- 
(ju'elle  se  déforme,  les  coordonnées  du  j)oinl  correspondant  àla valeur  / 
du  paramétre  deviennent  j; -f- o.r,  v  -h  3)%  c-f-o;,  les  variations 
ox\  ù}\  oz  étant  seulement  assujetties  à  prendre  la  même  valeur  pour 
/  r=  o  et  <  =  I .  Pour  une  fonctionnelle  l  dépendant  de  la  ligne  C,  la 
forme  normale  de  la  variation  sera 

(  33  )  oV=  I     (l[,  or  -  l  ■;.  oy  -n  Ul  03  )  dt. 

Li,,  Uy.  L  '.  étant  troi^  fonctions  de  t.  Ces  fonctions  ne  sont  pas  indé- 
pendantes ;  une  fonction  d'une  ligne  gauche  étant  assimilable  à  une 
fonctionnelle  dépendant  de  deux  fonctions  d'une  variable,  il  ne  peul 
y  avoir  que  deux  déi'ivées  fonctionnelles  indépendantes.  En  effet,  si 
le  déplacement  du  point  x,  y,  z  est  un  glissement  sur  la  courbe  C,  la 
fonction  U,  qui  doit  dépendre  de  la  ligne  C  et  non  de  la  représenta- 
tion paramétrique  choisie,  ne  varie  pas.  Il  faut  pour  cela  que 

(34)  x'U'a;-t-y  L'^-H- *'L1=  o, 

.f  ',  >■',  z'  étant  les  dérivées  de  x\  j\  z  par  rapport  à  /. 

Dés  ses  premiers  travaux  sur  le  calcid  fonctionncLM.  Volterra  a  étudié 
les  fonctions  de  lignes  en  partant  de  ces  formules  et  défini  une  classe 
simple  de  fondions  qu'il  a  appelées  fonctions  du  premier   degré 
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(idenliuiK's,  tlans  le  cas  d'une  ligne  plane,  à  ce  que  nous  avons  appelé 
plus  haut  des  fo/iclionnelles  addilives)^  cL  a  obtenu  à  l'aide  de  ces 
fonctions  une  rcniar(jual)le  extension  de  la  théorie  des  fonctions  d'une* 
variable  riua^inairc  (  '  i. 

oll.  Fonctions  d'une  ligne  plane  et  fonctions  d'une  surface.  —  l'ar 
analogie  avec  ce  qui  précède,  la  forme  normale  de  la  variation  d'une 
fonction  d'une  ligne  plane  peut  s'écrire 


oU 


^  1 

:    /      {{]xhx-+-  l]'yOy)dt. 

^  0 


ou,  si  l'on  prend   pour  paramétre  la  longueur  d'arc  ds  sur  la  lignt 
considérée  G, 


Dan*  les  applications  c[ue  nous  avons  en  vue,  nous  adopterons  avec 
M.  Hadamard  une  forme  différente,  ne  faisant  intervenir  qu'une 
fonction  de  s.  La  composante  suivant  lai  tangente  à  la  courbe  du 
déplacement  du  point  x.,y  étant  sans  importance,  nous  n'avons  qu'à 
tenir  compte  de  la  composante  normale  o/i,  comptée  positivemeni 
dans  un  sens  déterminé  (nous  supposerons  que  la  rotation  qui  amène 
la  tangente  prise  dans  le  sens  des  s  croissants  sur  le  sens  positif  de  la 
normale  est  de  nu'-me  sens  que  celle  f[ui  amène  l'axe  des  x  sur  l'axe 
des  j^).  La  formule  (35)  devient  alors 

(56)  5U  =   Tu'  o«  ds. 


Ll'„  étant  ce  que  nous  appellerons  la  délitée  fonctionnelle  de  la 
fonetiom  de  ligne  plaide  U.  On  voit  d'ailleurs  aisément  que 

x'  et  )'  ('tant  les  déiivées  de  x  et  y  p«ir  ra|.)porl  à   5.    c'est-à-dire  le> 


(')  I  o//'  \ .  VoLTKRR A,  Sur  lu  géiu'iation  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire  {Acta  niathematica,  l.  XH,  1889).—  Fo*/- aussi  dans  maThrs.'. 
11°'  3  à  5,  un  résumé  du  Mémoire  de  M.  Volterra  cl  de  Notes  postéricurt-s  publiera 
dans  les  Rendiconti  de  V Ace.  dei  Lincci  et  relatives  à  l'extension  auxfspaees  à  plu- 
tle  trois  dimensions. 
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cosiiius  direcleuiï.  tle  la  lauj^onlr  à  la  c(tiiil)r.  Aupfloiis  de  mr-ini-  o// 
la  ijt'iixcr  de  0//.   On  voit  aisénu'iil  {jiu; 

fix'  =     -  j''  on' .  oy'  =  ,7  '  3/?', 

ildù 

2 1  j  !f  = — r'  0 1;  '„  —  t'  l  „  S/i  ■ , 

ou;  r^    x'ou;,— yu;,  o«'. 

(les  lorinnlcs  iiionln'iil  ([lie  si,  |j(jui' (Lrlaïucs  tonctionneUes.  iMcnqui- 
la  déliiiilioii  de  L  „  dé|)ende  specialeinenl  duu  point  [»ai'Liculier  de  la 
courbe,  oU'„  s'exprime  par  une  Inlé^iale  de  M.  Volterra.  il  ne  peut 
en  être  de  même  de  oU,  el  oU^,  et  que,  de  même,  l'expression  de 
ees  quantités  faisant  intervenir  o//.  H' cl  TJ',  ne  peuvent  a\oir  (ju'une 
continuité  d'ordre  i  ('  ). 

Dans  le  cas  dune  fonction  de  surface,  on  arrive  à  une  formule 
tout  à  l'ail  analogue  à  la  formule  (36).  Ici  encore  il  suffit  de  définir  la 
déformation  de  la  surface  S  })ar  le  déplacement  normal  rm  de  chacun 
de  ses  points,  et  eu  prenant  pour  élémeiil  dilléreutiel  rr-lénienl  d'aiic 
rfS,  on  est  conduit  à  la  formule 

(37)  oU  =  y  <i>'„  o/j  r/S, 

<l>„  étant  par  définition  la  dérivée  fonctionnelle  de  la  fonction  de 
surface  L  . 

60.  Remarque  sur  le  choix  d'un  type  simple  de  fonctionnelles.  — 
Dans  la  plupart  des  questions  traitées  dans  la  suite,  lorsque  nou■^ 
n'aurons  pas  en  vue  la  recherche  d'une  grande  généralité,  noms 
prendrons  la  variation  des  fonctionnelles  étudiées  sous  la  forme  de 
M.  Volterra,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons  (à  moins  d'avoir  des 
raisons  de  ne  pas  le  faire)  que  la  fonctionnelle  étudiée  ne  dépend  |)as 
d'un  point  particulier. 

Dans  le  cas,  que  nous  avons  jusqu'ici  pris  pour  type,  des  fonctioia- 
nelles  dépendant  dune  fonction  x{t)  définie  entre  o  et  i ,  il  arrivera 
très  souvent  que  ces  fonctionnelles  dépendent  spécialement  de  j?(<)  ) 
et  x{\),  et  même,  pour  la  théorie  générale,  il  sera  souvent  impossible 


(')   Voir  la  Note  déjà  citée  de  M.    Iladamard.  Sur  les  dérivées   des  fonctions  de 
lignes  {Bull.  Soc.  math.  1902). 
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(l'éviter  (le  considérer  ces  termes,   qui  s'introduiront  par  exeni|.le  -1 
Ion  intègre  par  parties,  comme  nous  Favons  vu  n"  o2. 

On  j)cul  songer  à  éviter  cette  difficulté  en  prenant  comme  type  de 
lonclionnelles  les  fonctions  d'une  ligne  plane  fermée.  Mais  dans  ce  cas, 
une  autre  cause  de  complication  se  présente  provenant  de  ce  ({uc,  si 
nous  voulons  différentier  la  formule  (36),  nous  ne  pouvons  considérer 
>Is  comme  une  constante.  Le  paramètre  s  est  à  ce  point  de  vue  beau- 
coup moins  avantageux  cjue  ne  l'était  le  paramètre  t  dans  l'étude  des 
fonctionnelles  dépendant  de  xt  /').  comme  nous  aurons  l'occasion  de 
le  montrer  plus  lard. 

Dans  la  suite  nous  prendrons  comme  type  de,  fonctionnelles  une 
quantité  L  dépendant  d'une  fonction  xij)  définie  en  chaque  point 
d'une  ligne  fermée  fixe  C,  le  paramètre  t  Nariant  de  o  à  i  (o  <  f^i), 
lorsqu'on  décrit  toute  la  ligne.  Cela  revient,  au  point  de  vue  algé- 
luicpie,  à  supposer  que  xit)  et  la  dérivée  fonctionnelle  l.  ,(f,  sont  des 
iVuictions  de  période  i .  Si  l'on  ne  suppose  pas  ces  fonctions  continues, 
cela  ne  i-estreint  nullement  les  valeurs  qu'elles  peuvent  prendre  dans 
l'inlervalle  considéré  (o.ii.  Mais,  si  on  les  suppose  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées  jus([u'à  l'ordre  p,  il  faut  (pie  l'on  ait.  en  ce  (fu'i' 
(•(uicerne  x{t)  par  exenqjle, 

x(o)  =  x(i),         :f(o)  =  a;'(i),  ...,         x^/'Uo)  =  x^i'h  i). 

De  cette  manière,  nous  pourrons  exposer  la  théorie  générale  en  la 
dégageant  des  difficultés  accessoires  (]ui  résultent,  soit  dé  l'impossi- 
bilité d'effectuer  des  intégrations  par  parties  sans  considérer  spécia- 
lement les  limites  de  variation  de  t,  soit,  si  l'on  étudie  les  fonctions  de 
lignes,  de  l'impossibilité  de  choisir  un  paramètre  aussi  commod'e  que 
l'argument  t  dune  fonction  JcH). 

11  sera  ensuite  facile  de  voir  comment  la  théorie  générale  doit  être 
modifiée  si  l'on  veut  l'appliquer,  soit  à  l'étude  des  fonctionnelles 
dépendant  d'une  fonction  non  périodi(|ue,  soit  à  l'étude  des  fonctions 
de  lignes. 
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LE  POINT  DE  VUE  LOGIQUE. 

61.  Fonctionnelles  entières  et  homogènes  du  second  degré.  — 
Comme  au  Chapitre  précédent,  nous  pouvons  nous  placer  soit  au 
point  de  vue  logique,  soit  au  point  de  vue  pratique.  Nous  insisterons 
moins  sur  le  premier  point  de  vue  que  nous  ne  l'avons  fait  pour 
l'étude  de  la  variation  première;  nous  insisterons  surtout  sur  le 
second  de  manière  à  préciser  la  définition  des  dérivées  fonctionnelles 
secondes  qui  nous  paraît  devoir  être  adoptée. 

Suivant  le  point  de  vue  de  M.  Fréchet.  la  notion  de  variation 
seconde  est  liée  à  celle  de  fonctionnelle  du  second  degré  comme  la 
notion  de  variation  première  est  liée  à  celle  de  fonctionnelle 
linéaire. 

On  dit  qu'une  fonctionnelle  U  dépendant  d'une  fonction  oc  [t)  est 
entière  et  homogène  du  second  degré  si,  lorsque  x{t)  est  de  la 
forme 

X{t\  =  lx^{t)-^  lXXi\  t), 

où 'A  et  'X  sont  des  constantes,  U    est  un  polynôme  homogène  du 
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second  defifrr  en  )>  et  u..  soit  de  la  terme 

(  i)  U  =  AX-2  -f-  aBX.u  +  C  [xî. 

11    \ienl    alors,    en    donnant    à   ).   et    ;j.    des   valenrs    particulières 

[o  on    l), 

ri[r,(?)]|  =  A, 

L|[^-o(0]i  =  C, 
U  I  [^•,(0-^'^'-2(OJ|  =  A-t-aB  +  C; 
d'où  Ton  tire 

^2)  2B  =  lJ\[:vi(t)  +  ar,(t)]\  —  V^\[xi(t)]\  -l'\[x,it)]\ 

Cette  quantité  est  une  fonctionnelle  symétrique  de  Xi(t)  et  j?o(f), 
évidemment  bilinéaire,  c'est-à-dire  linéaire  par  rapport  à  chacune  de 
ees  fonctions.  Sa  connaissance  équivaut  à  celle  de  L  ,  puisque  A  est 
exprimé  à  l'aide  de  U  par  la  formule  (2),  et  qu'inversement  un  a 

(3;  ■    l    I  [.rt/]]  i  =  V|  [x(t),  xit)]  \ 

11  suffit  alors  d'appliquer  à  A  les  résultats  des  n°*  47  et  48.  cl  dune 
manière  générale  les  difîerents  résultats  généralisant  ceux  relatifs  aux 
fonctionnelles  linéaires,  pour  obtenir  les  résultats  correspondants 
relatifs  aux  fonctionnelles  entières  et  homogènes  du  second  degré. 
Ainsi,  la  formule  de  M.  Hadamard  se  généralise  par  la  formule 

('4)  U|[T(r)]|=Um     /      /     F(s,  t,  ix)x(s)x{t). 

On  généralise  de  même  la  formule  de  M.  Riesz  relative  aux  fonc- 
lionnelles  définies  dans  le  chamjD  des  fonctions  continues.  On  peut 
aussi  écrire,  soit 

<5)  {]\[x(f)]\=   ffx(s)xif)d<i>, 

l'intégrale  double  étant  étendue  au  carré  o  <<  5  ■<  i ,  o  <  /  1 .  .-i  <1> 
étant  une  fonctionnelle  additive  à  variation  bornée,  soit 

5')  ^'\[^{0]\=  f     f  x{s)x{t)d/dr^{s,t). 

On  peut,  ce  que  nous  ferons  dans  la  suite,  supposer  s<  5,  /)symé- 
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liliMic,    ciir    tliiiib    If    «M.s    <-(»i)l  liiirr    iiii    pciil     riin|)lacer    '^  1  .y.  /)    piic 

-  I  'j(  .V,  /  ) -|- 'i( /,  .V  )  |,  Cl'  (|iii  ne  cliiiiii;!'   |);i->    la  \  ;ilcu  r  dr   I    .   f.a  iM-pai- 

lilloiidc  masses  li(''Cs  à  la  roiitlioimcllr  *l'  est  alors  s\  mélriqur  j)ar 
ia|»|)(»rl  à  la  (li<tilc  s  /.  La  uolion  de  lonclinnnellc  r-niièrc  et  lionio- 
i^rno  du  second  dc^ré.  d(''liiiii'  l'I  (diiliiiiic  dans  !<•  rl)aMi|)  des  fonc- 
lioiiS  conliniirs  dan>  I  inlciNallc  (  o,  1  j.  est  donc  liée  à  1«  nolion  d'une 
i(''|)ail  ili(Mi.  à  rinlciiciii-  du  cani'  o  ■^'^  s  <^  \ ,  O  <  /  <!  >  ^  '"l  svinélri- 
(|ueuienl  par  ia|t|)ort  à  la  dioilc  v  ^^ /,  île  masses  dont  les  valeurs 
al»solues  aïeul  une  M>iiiinr  lime 

La  même  l'eprex'Utalion  ronvieul  (t  foi  lion  au\  loncUouuelles 
délinies  et  continues  dans  le  eliani|)  des  fonctions  de  eai'i'és  soni- 
maltle-'  ;  mai>,  dans  ce  cas,  la  i('[)artilioii  de  masses  est  soumise  à 
certaines  reslriclions  i  rnir  n"48).  Rappelons  que,  si  celle  réjîarli- 
lion  ne  C(unpiend  cjue  des  masses  l'éparties  dans  des  aires  et  de  den- 
sité siiperlicielle  sommahle,  et  des  masses  réparlies  sur  des  lignes  et 
de  densité  soinmahle.  de  sorte  que  la  fVumule  (  5  )  se  réduit  à  des  qua- 
dratures ordinaires,  ces  restrictions  consistent  en  ce  que  les  lignes 
considérées  ne  doi\ent  comprendre  aucune  portion  finie  d'une  |)aral- 
lèle  aux  axes. 

Remai-quons  enlin.  par  une  extension  (''\idente  du  n"  39.  que  pour 
les  tonctionnelles  entières  et  homogènes  du  second  degri-  (et  aussi 
pour  les  fonctionnelles  homogènes  de  degré  quelconque  ),  cela  revient 
au  même  de  dire  qu'elles  sont  définies  dans  tout  champ  tonetionnel 
liai,  ou  (ju'elles  v  sont  continues. 

6t2.  Définition  de  la  variation  seconde.  —  ]\ou>  pouvons  mainte- 
nant, avec  M.  bréchet,  définii  la  variation  seconde.  Lue  fonction- 
nelle L  de  x{t)  admet  une  variation  seconde  o-L  au  sens  de  M.  Fréchet, 
si  o-L'  est  une  fonctionnelle  entière  et  lioniogène  du  second  degré,  et 
si  le  rapport 

r  I  [r  ^  o.r]  I  —  f  I  [.r  J  I  —  oU  —  -  62  l' 

(6)  ; ^ . 

m- 

m  désignant  le  module  fonctionnel  de  ox,  tend  vers  zéro  avec  m. 
Si  o-L  existe,  cette  variation  peut  être  définie  par  la  formule 

(7)  ô.u=j^.uu.  +  ),ô.]||^^    . 
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Mais  celte  expression,  que  nous  appellerons  variation  seconde  an 
sens  de  Gâteaux,  peut  ne  pas  èti'e  une  variation  au  sens  de  M.  Fréchet. 
Les  circonstances  déjà  indiquées  à  propos  des  variations  premières 
peuvent  également  se  produire  ici.  Lexpression  (  -  )  peut  être  une 
fonctionnelle  de  ox,  homogène  du  second  degré,  mais  non  entière. 
D'autre  part,  ox  étant  de  la  forme  )./(  /).  elle  peut  être  telle  que  le 
rapport  (6)  tende  vers  zéro  avec  A.  uiais  non  unitorménicnt.  lorsque 
fi t)  est  une  fonction  quelconque  de  module  fonctionnel  égal  à  î. 

Nous  dirons  dans  la  suite  qu'une  fonctionnelle  L  ,  admettant  une 
variation  première  5L  ,  admet  une  variation  seconde  si  l'expression  (y) 
existe  et  est  entière  et  homogène  de  degré  2  en  Zx. 

63.  Minimum  d'une  fonctionnelle.  —  Si,  pour  une  fonction  déter- 
minée Xo{t).  oL  est  nul  et  o"-L  positif  pour  toutes  les  déterminations 
de  ox(  /  I,  il  est  naturel  de  se  demander  si  la  fonctionnelle  L  admet  un 
minimum  pour  la  détermination  considérée  de  xil  ). 

Pour  simplifier  récriture,  nous  supposerons  :ry(<)  =  o,  et"  nou> 
écrirons  .2^(0  î^"  lieu  de  oxit).  Nous  appellerons  /•  le  module  fonc- 
tionnel de  cette  fonction. 

On  peut  énoncer  le  résultat  suivant  :  S'il  e  lisle  un  nombre 
positif  k  tel  que  o-L  soit  supérieur  à  kr-  pour  toutes  les  détermi- 
nations de  x(t).  et  si  o-L  est  une  variation  seconde  au  sens 
de  M.  Fréchet,  la  fonctionnelle  L  admet  un  minimum  pour 
x[t)  =  o. 

En  effet,  d  aprè>  la  définition  de  la  variation  seconde,  lexpression 

L  —  U,) —  oU o-V        l  —  Lo 0- 1 


tend  vers  zéro  avec  /■.  Il  existe  donc  un  nombre  y.  tel  que.  pour  /<■/•.. 

elle  soit   inférieure  en    module    à  -■   On  a  alors 

4 

l'our  que,  ol  étant  nul  et  o-L  positif,  il  ny  ait  pas  minimum,  II 
faut  donc,  ou  bien  que  le  nombre  k  n'existe  pas.  ou  bien  que  8-U, 
défini  par  la  formule  (7),  ne  soil  pas  une  différentielle  au  sens  (!<■ 
M.  Fréchet.  Nous  allons  donner  des  exemples  des  deux  circonstance.-. 


I 
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en  prenanl  [xuir  /•  la  (Icdniliou  normale  f[iii  résiillo  do  la  formule 

(9)  /-^^  f   xHt)dt. 

6i.  I.a  première  eireouslaiiec  [)eul  se  présenter,  non  seulement 
dans  le  calcul  fonctionnel,  mais  dans  l'étude  des  fonctions  de  deux 
\ariablcs  seulement.  M.  Iladamard  a  signalé  l'exemple  de  la  fonction 

«   =  (7  — -»--)(./  —  2^72), 

qui  n'est  pas  minima  à  l'origine  bien  que  les  termes  du  second 
degré  soient  positifs.  Cela  lient  à  ce  que  ces  termes  se  réduisent  à  y'^ 
et  peuvent  être  d'un  ordre  infinitésimal  supérieur  au  second  si  y  est 
1res  |)<lil  j)ai'  rap[)ort  à  x\  il  n'existe  aucun  nombre  k  tel  que  ces 
termes  soient  supérieurs  à  /\  (^x- -{- y-) . 

Pour  les  fonctions  de  n  variables,  le  nombre  k  existe  nécessaire- 
ment si  les  termes  du  second  degré  sont  de  la  forme 

(10)  A,P^+XoP)i-^...X„P2, 

les  A  étant  tous  |)ositifs,  et  P  désignant  des  fonctions  linéaires  indé- 
pendantes. 

Dans  le  calcul  fonctionnel,  des  circonstances  un  peu  plus  compli- 
quées peuvent  se  présenter.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction- 
nelle du  second  degré 

en  posant 

rt„=y/'2    /       x{t)%\l\  llT.t  dt. 

La  formule 

ai-{-  ai-+- .  .  .-\-  aj,^ .  .  .—  r- 

montre  que  les  a  ne  peuvent  être  tous  nuls  sans  que  r  soit  nul,  et 
sont  à  ce  point  de  vue  analogues  aux  P  de  la  formule  (lo).  Si  les  X 

ont  une  limite  inférieure  positive  K,  —^  est  nécessairement  ^K,  et, 

comme  S-Uo^  2 LU,  on  peut  prendre  k=  2K.  Mais,  les  \  étant  en 
nombre  infini,  peuvent  être  tous  positifs  sans  admettre  de  limite  infé- 
rieure positive,  et  comme,  pour 

x{t )  =  sin/i  T.  /, 

MÎVY.  6 
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'21' 

le  rapport  ^^-^  se  réduit  à  2).,,,  le  nombre  A  n'existe  pas.  Prenons, 
pour  fixer  les  idées,  ln=  ->  et  considérons  la  fonctionnelle 

qui  a  même  différentielle  seconde  que  U.  Je  dis  qu'elle  n'admet  pas 
un  minimum  pour  xit)  ■=  o.  Nous  n'avons  pour  le  voir  qu'à  consi- 
dérer les  fonctions 

■""^^'-        logn  (n  =  î,'-*,  -.•■-) 

dont  les  modules  fonctionnels 


log/i 
tendent  vers  zéro.  Pour  ces  fonctions.  U  prend  les  valeurs 


n{iov,n)^        (lognj/' 

qui  sont  négatives  pour  n  assez  grand  et.  par  suite,  tendent  vers  zéro 
en  croissant  ('  ). 

60.   Considérons  maintenant  la  fonctionnelle 

n 

r  et  cin  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus,  c  étant  un  coef- 


(')  Voir  aussi  rcxeiuple  de  Schecfter,  cité  par  M.Hadamard  (Leçons  sur  le  calcul 
des  variations,  n''41).  Il  s'explique  d'une  manière  tout  à  fait  analogue.  Au  lieu 
d'èire  comme  la  fonction  U,  du  texte  la  somme  dune  infinité  dénomhrable  de  carrés 
<lont  les  coefficients  n'admettent  pas  de  limite  inférieure,  la  partie  du  .second  degré 
de  la  fonclioiinclle  considérée  par  Schceffer  est  l'intégrale 


/     {t  —  -:r-a;'-{t}clt. 


dans  laquelle   le  cnefficieiU    (/  — t)-    u'adinrt   pas  non  plus  de  liiiiilf  inférieure  posi- 
tive. 


CHAI'.    V.    —    VAIIIATION    SKCONDK    HT    l'ONf: HONNKIJ.F.S    DU    SEf.O.M)    DKGRi':.       83 

liciciil  |)tisilil('l  l<'sA„  iiiir  siiilc  de  iimnln'cs  posilifs  Uîndant  vers  zéro. 
On  Vf'i'ilic  sjiiis  peine  ([lie  si 

^{t)  éliinl  une  l'onelion  (h'Ierniinée  clK  lendant  vers  zéro,  le  second 
lerme  de  U  est  inlinlinenl  petit  par  rapport  au  premier,  de  sorte  que 
l'expression  o-U  délinie  par  la  fornuile  (8)  existe  et  a  la  valeur  2cr'^. 
Mais,  inali^ré  cela,  U  n'admet  de  minimum  pour  x(t)=^()  que 
si  c  ^  I .  Si  c  <C^  \  ^  il  suflit  pour  voir  (uic  U  n'tidmet  pas  de  mi- 
nimum pour  .r(/)  =  o,  de  donner  à  x[t)  les  valeurs 

•■'^«(0  =  y/^).,!  sinn-/  (n  =  i,:>.,   ...,--c), 

de  modules  fonctionnels  ),,*  tendant  vers  zéro.  Les  valeurs  correspon- 
dantes de  L), 

sont  négatives  pour  /^  assez  grand  et  tendent  vers  zéro  en  croissant. 
U  y  a  lieu  de.  remarquer  que,  si  les  À„  décroissent  assez  rapidement, 
si  par  exemple 

)    _J_ 

^'"~  ni' 

cette  circonstance  est  réalisée  avec  des  fonctions  qui,  non  seulement 
tendent  uniformément  vers  zéro,  mais  dont  toutes  les  dérivées  tendent 
uniformément  vers  zéro.  On  voit  donc  que  o^U  existe,  sans  être  une 
dilTérentielle  seconde  au  sens  de  M.  Fréchet,  et  que  cette  circon- 
stance est  liée  au  fait  que  x{t)  =  o  n'est  pas  un  minimum  pour  la 
fonctionnelle  L  . 

LE  POINT  DE  VUE  PRATIQUE. 

G6.  Fonctionnelles  continues  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés 
sommables.  —  Ce  sont  celles  que  nous  considérerons  principalement. 
Nous  avons  déjà  remarqué  qu'en  pratique,  il  n'y  a  guère  intérêt  à 
introduire  d'intégrales  de  Stieltjes  dans  les  formules.  Cette  introduc- 
tion, nécessaire  évidemment  si  l'on  veut  obtenir  une  représentation 
générale  des  fonctionnelles  considérées,  ne  fait  en  général  que  com- 
pliquer les  calculs  sans  en  changer  essentiellement  les  conclusions. 
Aussi,    lorsque    nous    considérerons    des    fonctionnelles   entières    et 
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homogènes  du  second  degré,  les  supposerons-nous  de  la  forme 

(n)  U=   r    f^(t,ti)x{t)x{t^)dtdt,^jf{t)x'^{t)dt 

-4-y    /       ^(a)^[^(a)]^[/i(a)]^a. 

Dans  cette  expression,  l'intégrale  double  correspond  à  des  niasses 
réparties  dans  le  carré  o<^<i,  o<^,<i,  avec  une  densité  super- 
ficielle C5(#,  tf)  de  carré  sommable;  la  première  intégrale  simple  cor- 
respond à  des  masses  réparties  sur  la  diagonale  t  =  ti  avec  une  densité 
linéaire/(/!)  mesurable  et  bornée;  les  autres  intégrales  simples,  réu- 
nies sous  le  signe  S,  correspondent  à  des  masses  réparties  sur  d'autres 
lignes  C,  intérieures  au  même  carré,  et  ne,pouvant  comprendre  aucun 
segment  de  droite  parallèle  aux  axes.  L'ensemble  des  masses  peut  être 
supposé  réparti  symétriquement  par  rapport  à  la  diagonale  f  =  ^,,  ce 
qui  exige  en  particulier  que  cp(i,  /,  )  soit  symétrique  en  f  et  t^;  cela 
ne  restreint  pas  la  généralité. 

Parmi  ces  fonctionnelles,  il  nous  arrivera  de  considérer   spéciale- 
ment celles  du  type 

(12)  U=   /      /     ç(f,  ti)x(t)x{ti)  df  dti-^-  I   f(t)x^-{t)dt, 

Jo    '-■'0  '-  0 

que  nous  appellerons  fonctionnelles  normales  du  second  degré.  Les 
autres  seront  dites  fonctionnelles  générales,  entières  et  homogènes 
du  second  degré. 

Pour  montrer  la  raison  de  cette  distinction,  considérons  l'expres- 

i 
ff(t)x{t)x(i  —  t)dt. 


C'est  une  fonctionnelle  singulière,  correspondant  à  des  masses  répar- 
ties sur  la  droite  t-\-  t^:=  ^ .  On  remarque  que  sa  définition  introduit 
une  solidarité  entre  les  valeurs  de  x  pour  des  points  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  milieu  de  l'intervalle  (o,  i).  La  dérivée  fonc- 
tionnelle 

Ix=  [gij)^g{\-t)]x(i-t) 

relative  au  point  t  dépend  spécialement  de  la  valeur  de  x  au 
point  I  —  t. 
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Une  telle  solidarité  enlre  deux  [>oiiil.s  dislincls  n'existe  pas  dans 
les  fonclionnelles  que  les  proi)l«!;iues  [>liysiqiie>  eondnisenl  à  (Ujusi- 
dérer.  Ces  fonctionnelles  seront  donc  normales. 

Au  point  de  vue  du  développement  de  la  théorie  mathématique,  à 
l'expression  (i  i)  (pii  déjà  n'était  pas  tout  à  fait  générale,  on  peut 
souvent,  sans  inconvénient,  suhstiluer  l'expression  (12).  La  forme 
plus  sinqile  de  cette  expression  facilite  le  développement  de  la  théorie 
sans  risquer  de  la  conduire  dans  une  fausse  direction,  comme  ce 
serait  le  cas,  ainsi  que  nous  le  remarquerons  plus  loin,  si  l'on  voulait 
réduire  cette  expression  à  l'intégrale  double.  Les  résultats,  une  fois 
obtenus,  peuvent  ensuite  être  vérifiés  dans  le  cas  général. 

67.  Le  passage  du  fini  à  l'infini.  —  Les  fonctionnelles  homogènes 
et  entières  du  second  degré  peuvent,  si  elles  sont  continues,  être 
obtenues  par  la  méthode  du  passage  du  fini  à  l'infini. 

Pour  une  fonction  simple  d^ordre  n,  c'est-à-dire  ayant  une  valeur 

constante  x;  dans  chacun  des  intervalles  ( ■>  -  ) ,  la  fonctionnelle 

\     n     '    n  I 

considérée  prend  la  forme 

i  =  n     j  —-n 

(  1 3  )  u„  (  a^i ,  .r 2 ,  . .  . ,  .r„  )  =  ^    2  '^'''■''  ^'  ^^  ' 

/  =  1    /  =  1 

Or,  on  peut  trouver  une  fonction  simple  d'ordre  n  approchant  en 
moyenne  autant  qu'on  veut  de  toute  fonction  oc{t^  de  carré  som- 
mable.  Le  point  de  l'espace  fonctionnel  représentant  xîl)  est  donc  la 
limite  de  points  représentant  des  fonctions  simples  d'ordres  crois- 
sants, et,  en  raison  de  la  continuité,  la  fonctionnelle  D  est  la  limite 
des  valeurs  correspondantes  de  «„. 

Les  nombres  xt  sont  assujettis  à  la  condition  que  -  "ï^x]  ait  une 
limite  déterminée,  c'est-à-dire  que  les  quantités  x]  et  xiXj  sont  en 
moyenne  finies.  L'expression  (i3)  restera  alors  finie  si  iSc,.y  est  finie. 
Il  suffit  pour  cela  que  les  coefficients  c/y  soient  de  l'ordre  de  gran- 
deur de  —  ;  s'il  y  en  a  de  l'ordre  de  grandeur  de  —  >  il  faut  que  leur 
nombre  soit  de  l'ordre  de  grandeur  de  n. 

L'ensemble  des  termes  qui  sont  de  l'ordre  de  grandeur  de  — 
conduisent  à  la  limite  à  l'intégrale  double  des  expressions  (  1 1)  et  (i  2). 
Ceux  qui  sont  de  l'ordre  de  grandeur  de  ->   si  leur  nombre  est  de 
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Tordre  de  grandeur  de  -»  conduisent  à  des  intégrales  simples.  Il  est 
parlicidièrement  naturel  de  s'attendre  à  ce  que  les  coefficients  de  xj 
jouent  un  rôle  particulier  et  soient  de  Tordre  de  grandeur  de  -• 
S'ils  sont  seuls  dans  ce  cas.  la  fonctionnelle  obtenue  est  normale. 

68.  Les  dérivées  fonctionnelles  secondes.  —  Passant  de  la  notion 
de  fonctionnelle  du  second  degré  à  celle  de  variation  seconde,  consi- 
dérons une  fonctionnelle  L  avant  une  variation  seconde  de  la  forme 
normale 

«-0  ^    0       •    0 

en  écrivant,  pour  simplifier,  x  et  x^  au  lieu  de  x{t)  et  x{ti).  Cette 
variation  apparaît  comme  étant  la  limite  dune  différentielle  seconde 

;  =  n  j  =  n 
(  I  5  )  d-  Un=/       2,  ^'J  ^^«  '^^.Z' 

les  coefficients  c/v  étant  de  Tordre  de  —,  et  les  autres  coefficients  c/  ,. 

Il 

si  la  fonction  'c( t.  t^)  est  bornée,  étant  de  Tordre  de   —7-   Supposons 

d"  ailleurs 

(f(7,  f,)  =  ç(^i,  n,      c,j=cj_,-, 

ce  qui  ne  restreint  en  rien  la  généralité. 
On  a  alors 


^'■'  ~    ôxf    '  ^'-^  ~  àXi  âXj 

Passant  à  la  limite,  nous  appellerons  dérivées  Jonctlonnelles 
secofides  de  L,  et  désignerons  par  U".»  et  U^,.^  les  fonctions 

^16)  \j'U  =  f(t),         U'L;=  rif:  ii)- 

Ce  serait  une  erreur,  ou  du  moins  une  notation  risquant  de  con- 
duire à  des  erreurs,  de  désigner  par  L",,  et  de  considérer  comme 
généralisant  la  dérivée  ——^^  la  fonction  cl  /,  /  ).  au  lieu  de  fit  ),  ainsi 
qu'on  serait  conduit  à  le  faire  si  Ton  n'introduisait  pas  systématique- 
ment l'intégrale  simple  dans  l'expression  dune  fonctionnelle  normale 
du  second  degré. 
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Ainsi,  nous  xciioiis  dans  la  Iroisit'nw  l'ailic  qiir  la  iIm-uiic  <\tt 
r  r  (  [  Il  a  1 1 1 1  n 

(17)  I    J\l\(lt  =  0 

•  0 

j;éneTali.se  d'une  nianirrc  r('inar(|ual)lc  la  llic(n'I(î  de  Téqualion  de 
La|)hu'(\  Il  n'en  est  pas  de  même  tic  1  <(juation 

(iSj  çit,  f )d/  —  o, 

'  0 

que  le  point  de  vue  indiqué  conduirait  à  considérer  comme  la  géiié- 
ralisalion  naturelle  de  Téqualion  de  Laplace. 

On  peut  même  dire  que  celle  équation  ne  paraît  pas  susceptible  de 
présenter  de  l'intérêt.  La  fonction  'j>( /,<,),  qui  intervient  dans  une 
intégrale  double,  est  essentielleiiienl  une  fonction  mesurable  superlî- 
ciellemenl.  On  peut  changer  sa  valeur  sur  la  droite  t=^  i,  sans  rien 
changer  d'essentiel  ;  même  si  l'on  suppose  la  fonction  'Zi(t,ti)  con- 
tinue, on  peut  s'arranger  pour  (pie  le  changement  ne  porte  que  sur 
une  aix-e  aussi  petite  que  l'on  veut. 

On  peut,  de  celte  remarque,  déduire  la  conséquence  suivante  :  de 
l'équation  (18)  ou,  d'une  manière  générale,  de  toute  équation  faisant 
intervenir  spécialement  les  valeurs  de  o(f,  t,  )  le  long  d'une  courbe, 
on  ne  peut  déduire  aucune  conséquence  relative  à  la  fonctionnelle  U 
vérifiant  cette  équation  et  vériliable  par  un  calcul  numérique 
approché,  portant  sur  la  fonctionnelle  elle-même  et  non  sur  ses  déri- 
vées. En  d'autres  termes,  une  fonctionnelle  continue  cjuelconque, 
donnée  dans  un  domaine  fini,  peut  être  approchée  autant  qu'on  veut 
dans  tout  ce  domaine  par  une  solution  de  l'équation  considérée. 

69.  Les  fonctionnelles  dont  la  variation  seconde  est  normale 
jouissent  de  cette  propriété  que  la  variation  seconde  est  définie  par  la 
donnée  des  dérivées  fonctionnelles  secondes.  C'est  de  là  que  vient 
leur  intérêt. 

Dans  le  cas  général,  si  la  donnée  des  dérivées  fonctionnelles 
secondes  ne  suffit  pas  pour  définir  o-L,  il  faut  remarquer  qu'elles 
sont  tout  de  même  bien  définies.  Il  peut  exister  des  masses  réparties 
sur  des  lignes  autres  que  la  droite  i  ==  ^,  ;  cela  n'empêche  pas  que  la 
densité   superficielle  Uj,,.^   est  bien   définie,  sauf  peut-être  pour  les 
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points  d'un  ensemble  de  mesure  superficielle  nulle,  ce  qui  est  sans 
importance,  et,  si  elle  est  continue,  elle  est  définie  partout;  de 
même  U'U,  qui  est  au  facteur  y/â  près  la  densité  linéaire  sur  la 
droite  <  =  ^,,  est  toujours  bien  définie. 

D'ailleurs,  les  propriétés  résultant  d'équations  aux  dérivées  fonc- 
tionnelles telles  que  l'équation  de  Laplace  (17)  ou  Téquation  (19)  ci- 
dessous,  plus  faciles  à  vérifier  dans  le  cas  des  fonctionnelles  normales, 
s'étendent  au  cas  général,  comme  nous  le  verrons  au  Chapitre  suivant 
et  dans  la  troisième  Partie. 

70.  Les  fonctionnelles  de  Gâteaux.  —  Nous  désignerons  ainsi  les 
fonctionnelles  pour  lesquelles 

(19)  U;.=  o. 

Si  elles  sont  normales  et  du  second  degré,  leur  expression  se  réduit 
alors  à  l'intégrale  double 


(•>o)  /       /     cp(/,  fi)x(fi)dtdti, 

c'est-à-dire  que  la  répartition  de  masses  liée  à  cette  fonctionnelle  ne 
comprend  que  des  masses  réparties  superficiellement. 

On  pourrait  penser  que  les  propriétés  principales  des  fonction- 
nelles (20),  au  point  de  vue  de  leur  continuité,  tiennent  à  l'absence 
de  masses  réparties  sur  des  lignes.  11  n'en  est  rien,  et  nous  verrons 
au  Chapitre  suivant  une  propriété  considérée  par  Gâteaux,  qui  appar- 
tient à  l'intégrale  (20),  mais  qui  caractérise  non  les  fonctionnelles 
pour  lesquelles  il  n'y  a  pas  de  masses  réparties  sur  des  lignes,  mais 
celles  pour  lesquelles  il  n'j  en  a  pas  sur  la  droite  t  =  t,,  c'est-à-dire 
les  fonctionnelles  de  Gâteaux. 

On  s'explique  aisément  cette  circonstance  par  la  métiiode  du  pas- 
sage du  fini  à  l'infini.  Une  fonctionnelle  de  Gâteaux,  entière  et  homo- 
gène du  second  degré,  est  la  limite  d'une  fonction 


t=:  Il      I  =  n 


_^     ^^  ^iJ^i^J^ 


n    /  =  1 


dans  laquelle  les  termes  carrés  Ciix]  sont  très  petits  par  rapport  à  -, 
de  sorte  C|ue  leur  somme  est  infiniment  petite.  On  peut  les  négliger 
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sans  rien  cliani;»'!-  à  la  liiuiic  f.a  roiulionnello  de  Gâteaux,  du  moins 
ie  cas  du  second  dejirr  <|ue  notis  considérons  ici,  apparaît  alors 
comme  limite  d'une  fonction  u„{x,^X2,  .  .  .,  T„)  linéaire  par  rapport 
à  chacune  des  variables  r,.  C'est  cette  propriété  (pii  conduit  de  la 
manière  la  plus  intuitive  aux  |)rincipales  propriétés  des  fonctionnelles 
de  Gâteaux. 

Pour  cette  raison,  j'avais  d'abord  désigné  ces  fonctionnelles  sous 
le  nom  de  fonctionnelles  multilinéaires.  J'ai  adopté  le  nom  de 
fonctionnelles  de  Gâteaux,  depuis  que  j'ai  remarqué  leur  identité 
avec  celles  qui  jouissent  d'une  propriété  considérée  par  Gâteaux,  du 
moins  dans  le  cas  où  les  dérivées  fonctionnelles  existent;  la  propriété 
en  question  ne  fait  pas,  en  effet,  intervenir  les  dérivées  fonctionnelles. 
Nous  reviendrons  sur  cette  question  au  Chapitre  suivant,  à  propos 
des  fonctionnelles  de  degré  quelconque. 

71.  Variation  de  la  dérivée  fonctionnelle  seconde.  —  11  y  a  natu- 
rellement un  lien  entre  la  variatl.)u  seconde  et  la  variation  de  la  déri- 
vée fonctionnelle  première. 

Appliquons  la  méthode  du  passage  du  fini  à  rinfini,  en  nous  pla- 
çant dans  le  cas  où  la  variation  seconde  a  la  forme  normale.  Les 

coefficients  c,  t  sont  alors  seuls  de  l'ordre  de  grandeur  de  -,  et  la  for- 
mule 

dxi       Ox^axi  '''   '    dxiôxn 

donne  à  la  limite 

(21)  ^l  'j.  =  L '^-^  OX  -h  U.r.r,  03-,  £//l 

•^  0 

Ur.r,  étant  une  fonction  symétrique  de  t  et  t,. 

On  retrouve  la  forme  considérée  au  n°  51,  comme  conséquence  de 
l'hypothèse  que  U^  soit  continue,  et  dépende  spécialement  du  point  t 
et  de  ce  point  seulement.  On  devait  s'y  attendre,  car  la  continuité  de 
U'^  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  sommables  résulte  de 
l'existence  de  Ô2U,  et  dire  qne  L'^.  dépend  spécialement  du  point  t. 
et  de  ce  point  seulement,  c'est  évidemment  la  même  chose  que  de 
dire  que  dans  la  répartition  de  masses  liée  à  o-JLI,  il  y  a  des  masses 
situées  sur  la  droite  t  =  tf.  mais  qu'il  n'y  en  a  sur  aucune  autre 
ligne. 
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Si  Uj.  dépend  spécialement  dun  point  autre  que  le  point  /.  de  lex- 
pression  de  ùU'^.  en  différentiant  oL  ,  on  déduit  sans  peine  une  expres- 
sion de  o-U  qui  est  de  la  forme  générale  i  i  ii. 

7!2.  Cas  des  fonctionnelles  continues  d'ordre  p.  —  Dans  les  cas 
plus  généraux,  oL  ^.  est  Loujours  une  fonctionnelle  linéaire  de  ox, 
dont  la  forme  dépend  de  t.  Nous  emploierons  généralement,  pour 
désigner  une  telle  expression,  la  notation 

(•22)  oL;r=E(oa;). 

Considérons  le  cas  où  L^est  en  moyenne  continue  d'ordre/?,  et 
ne  dépend  spécialement  d'aucun  autre  point  que  le  point  t.  En 
admettant,  pour  simplifier  l'écriture,  que  Uj.,.^  soit  de  carré  sommable, 
même  dans  le  voisinage  du  point  t  =i  t,.  où  il  pourrait  ne  pas  en  être 
ainsi  {i-oir  n"  o!2),  oL',.  a  une  expression  de  la  forme 


(23) 


o\j  j.  —  Ao  OX  -T-  Al  OX'  -r-  .  .  .-f-  A,j  rjX  P'  -}-     /        ç(<,    /,  J  OJ"i  clti. 


Les  coefficients  Aj  sont  naturellement  des  fonctions  mesurables 
bornées,  et  'f(^,  t^)  est  une  fonction  de  carré  sommable.  Mais  ces 
quantités  doivent  vérifier  d'autres  conditions. 

Supposons  que  la  forme  de  x{t)  dépende  non  d'un  paramètre  A, 
mais  de  deux  paramétres  A  et  a,  et,  pour  éviter  d  avoir  à  faire  figurer 
ces  paramétres  dans  les  formules,  posons 

Oi  (  ■  )  =  — i —  au. 
l)  u. 


•\ 

à(- 
01. 

-'./>, 

On  doit  avoir 

(24) 

00,1 

Oi  oL  , 

ce  qui  impose  quelques  restrictions  à  lexpression  E(oj?).  Lorsque 
nous  aurons  précisé  ces  restrictions,  nous  formerons  o-L  . 
La  formule  (24).  développée,  s'écrit 

^      [oia"E(o.r) -+- U^poôi.rj  f/C  =   /     [oirE(8i  .r  ) -+- U'^  o,  oj-]  <//. 
ou,  [Hiisque  Ô0|a7=0|0X, 
(25)  ^    l,xV.{Zx)dt=  f   ?.xE{oix)dt. 
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Celte  roriiiiilc  <li>iL  ('lie  vériliée  quelles  (jue  soic^nl  les  loiiclidiis  ojc 
etojr,.  Cela  revient  à  dire  (jiie  rex[)iession  E(o.r)  est  identifjue  à 
son  adjointe.  Nous  allons  élahlir  quelques  propriélés  des  expressions 
adjointes.  Nous  reviendrons  ensuite  au  proMènie  qui  nous  occupe. 

73.  Les  expressions  adjointes  (  '  ).  —  Nous  dirons  (pic  d(Mi\  expres- 
sions E(x)  et  v^(r),  londioiuiclles  linéaires  de  x  dont  la  forme 
dépende  de  ^,  sont  adjoinles,  si  l'on  a 

(26)  /     y{l)K{x\dl  ^    I     x{l)C(y)dl, 

X  et  y  étant  des  fonctions  de  t  quelconques,  ou  assujetties  seule- 
ment aux  conditions  d'être  continues,  d'avoir  des  dérivées  continues 
et  d'être  périodiques  de  période  i . 

Une  fonctionnelle  linéaire  ne  |)eul  admettre  qu'une  adjointe.  En 
efFet,  si  ^{x)  et  è'i(j7)  sont  adjointes  à  la  même  expression  E(a:), 
on  a,  quelle  que  soit  la  fonction  x{t), 


et,  par  suite, 

C(y)  =  Ciiy). 

De  la  formule  de  définition  (26)  résulte  immédiatement  le  théo- 
rème suivant,  que  nous  utiliserons  souvent  dans  la  suite. 

Si  ^{x)  et  F(:r)  admettent  respectivement  pour  adjointes  C{x) 
et^{x),  E[F(.r)]  admet  pour  adjointe  5'^[^(;r)].  Un  énoncé  ana- 
logue s'applique  à  la  composition  de  plus  de  deux  opérations  fonc- 
tionnelles linéaires.  En  particulier,  si  E(.3?)  est  sa  propre  adjointe,  il 
en  est  de  même  de  F|  E[iF(j:)]  |. 

Comme  l'opération /(i):r  est  évidemment  sa  propre  adjointe,  et 

^  ■        d' r 

que  l'opération  -7^  ,  d'après  la  formule  d'intégration  par  parties, 


de 


dt 


(')  Voir  Paul  Levy,  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  fonction- 
?ielles  partielles  {Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palernio,  191  i.  1"  se- 
mestre, §  2). 
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■  d'  X 
{x  et  y  étant  périodiques),  admet  pour  adjointe  ( —  \  )^  ~  ,  il  résulte 

du  théorème  précédent  sur  la  composition  des  opérations  fonction- 
nelles linéaires  que  l'expression 

<-)  (-)'^[/'<')^] 

est  sa  propre  adjointe,  et  que  l'expression 

(28)  Aox(i)-^  kix'(t)-h..  .+ A/,ar'/''(0, 

Ao,  A, A^  étant  des  fonctions  de  ^,  admet  comme  adjointe 

d(ki.r)  ,        ,    dP{k,,x) 

La  condition  pour  que  l'expression  (28)  soit  identique  à  son 
adjointe  s'exprime  alors  par  un  système  d'équations  différentielles 
vérifiées  par  les  fonctions  A,  que  l'on  obtient  en  égalant  les  coeffi- 
cients de  chacune  des  dérivées  de  x  dans  les  expressions  (28)  et  (29). 
La  première  de  ces  équations,  obtenue  en  égalant  les  coefficients 
de  x^P\  est 

Elle  nous  montre  que  p  est  pair,  ou  bien  A^  nul.  En  retranchant 
de  (28)  une  expression  de  la  forme  (2^),  on  peut  donc  faire  dispa- 
raître la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé.  En  recommençant  la  même 
opération,  on  fera  disparaître  tous  les  termes  de  l'expression  (28). 
On  voit  donc  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette 
expression  soit  identicjue  à  son  adjointe  est  qu'elle  soit  une  somme 
de  termes  de  la  forme  (27). 

D'autre  part,  il  résulte  encore  de  la  formule  de  définition  (26)  que 
l'expression 

(p(^,  /)  0x1  dt^ 


admet  pour  adjointe 


/ 


/     ç(^i,  ^  I  Zxi  dtx. 


Elles  sont  identiques  si  9  est  une  fonction  symétrique  de  ces  deux 
arguments. 
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Considérons  enfin  l'expression  plus  générale 


\i{x)  =  kox -^  \xx' -i-  .  .  .-\-  \,,x'i'''  -^  I     'f  (/,  ti)oxicat. 

Elle  ne  peul  être  nulle.  f[uelle  que  soil  la  lonclion  x,  que  si  l'inté- 
grale et  les  autres  tenues  stmt  nuls  séparément.  Elle  ne  peut  de  même 
être  identique  à  son  adjointe  ([ue  si  les  deux  louctionnelles  définies 
par  l'intégrale  et  par  les  autres  ternies  jouissent  séparément  de  cette 
propriété.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  la  fonction  o{t,  ^,)  soit 
symétrique  en  t  et  ti  et  que  les  termes  dépendant  spécialement  du 
point  t  soient  une  somme  d'expressions  de  la  forme  (27). 

7  i.  Application  aux  dérivées  fonctionnelles.  —  Appliquons  ces 
résultats  à  l'expression  (23),  qui  doit  être  une  fonctionnelle  linéaire 
de  ùx  identique  à  son  adjointe.  11  vient,  en  posant p  =2^, 

(3o)        8U^  =  /o(05.^  -  ^  \J\{t)  ox']  +  . .  .^  (-  i)<7  -^  [f,,(s)  ox'Vi] 


f 


cp(f,  ti  )  oj'i  dti. 


la  fonction  o{t,  tf)  étant  symétrique  en  ^  et  /,. 

Si  l'on  cherche  à  définir  une  fonctionnelle  inconnue  L  d'après  la 
donnée  de  sa  dérivée  fonctionnelle  U^.,  il  faut  donc,  pour  que  le 
problème  soit  possible,  que  cU'^.  soit  de  la  forme  (3o).  A  cette  condi- 
tion, la  condition  (24)  sera  vérifiée  quelles  que  soient  les  fonctions  ox 
etS).r,  et  l'on  peut  dire  que  oU  est  une  di (férentielle  exacte.  On 
voit  que  les  conditions  que  nous  venons  de  former  jouent  dans  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  fonctionnelles  le  même  rôle  que 
la  condition 

dx  dy        ôy  dx 

dans  la  théorie  de  l'équation  aux  différentielles  totales 

c/a  =  V  dx  -f-  Q  dy. 

74.  Nous  pouvons  maintenant  former  o-U.  En  différentiant  SL,  il 
vient 

S2  u  =  /   (  0 u;^  ojc  -+-  u ;,.  ô^  x  )  dr. 
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La  fonction  x  étant  rargumenl  de  la  fonctionnelle  U,  analogue  à 
la  variable  indépendante  d'une  fonction  ordinaire,  nous  pouvons 
supposer  o2j::  =  o.  Tenant  compte  alors  de  la  formule  (3o)  et  ren- 
dant l'intégrale  simple  symétrique  par  une  intégration  par  parties,  il 
vient 

-J-     /         /       <f(t,(i)OXOXi(/t(/ti. 

Telle  est  la  forme  de  la  variation  seconde  d'une  fonctionnelle, 
lorsque  la  variation  de  U',.  est  de  la  forme  (2.3).  On  remarque,  d'après 
cette  expression,  que  o-U,  considéré  comme  dépendant  de  oiC,  a  une 
continuité  d'ordre  q;  la  fonctionnelle  U  ne  peut  donc  avoir  qu'une 
continuité  d'ordre  q;  elle  aura  en  général  cette  continuité,  tandis 
que  U,.  a  une  continuité  d'ordre  '2q.  La  dérivée  fonctionnelle  d'une 
fonctionnelle  continue  d'ordre  q  est  doue  seulement  continue 
d'ordre  2q. 

GÉNÉRALISATIONS  DIVERSES. 

73.  Fonctions  d'une  ligne  plane.  —  11  y  aurait  lieu  de  reprendre, 
au  point  de  vue  des  variations  secondes,  les  différentes  généralisa- 
ti(uis  étudiées  Chapitre  I\ .  Nous  nous  contenterons  d'examiner 
celles  qui  nous  serviront  dans  les  applications  que  nous  avons  en  vue. 

Soit  d'abord  .4>  une  fonction  d'une  ligne  plane  fermée  C,  ayant 
pour  variation  première,  avec  les  notations  de  iNL  Hadamard  (n"  59), 


o<J>  =   /  fpl,  on  ds. 


Pour  former  la  variation  de  celte  expression,  il  faut  [)réciser  le 
déplacement  du  point  M  de  la  courbe  correspondant  à  l'élément  ds 
lorsque  cette  courbe  se  déforme.  Nous  supposerons  ce  déplacement 
normal  à  la  courbe.  o<î>',j  a  alors  un  sens  bien  défini  et  est  une  fonc- 
tion linéaire  de  o/?,  (pie  nous  désignerons  par 

o'P',,  =  E{on  ). 

et  Ton  voit  aisément  (\uv  la  variation  de  ds  est 

0  ds  :=  —  A  rj/i  ds, 
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/f  élan l  la  coiirhuic  de   la  lij^nc  C  en  IM ,  coiiipUn;  posiiivcnieal   dans 
le  même  sens  (|ue  o/i.  Il  vient  ak>is 


{3-2)  ooi'l>=:   /   [\i{on  )  <jj  n  ~  A'h',1  rjii  oin -i- <\^'„  ?^rJ^n] 


ds. 


11  y  a  lieu  de  se  demander  si  la  signifiealion  de  oo,//  ne  dépend 
j)as  de  Tordre  des  symboles  ô  el  o,.  Il  esl  facile  de  s'assurer  f|iril  n'en 
est  rien,  H  suffit  de  prendre  pour  <I>  l'intéj^rale  d'une  fonction  de 
point/(M)  dans  la  région  intérieure  à  C;  la  direction  positive  de  la 
normale  étant  supposée  dirigée  vers  l'extérieur,  on  a 

*'„=/(  M),         0*;,=  ^Sn 

el,  par  suite,  la  formule  (3i)  s'écrit 

3o,  *  =   /  j  Y'J--  kf{  M  )1  on  S,  n  +/(  M  )  oS,  n  !  ds. 

Il  eu  résulte  que 

00,4»  —  Oi  ô*  =  o  =   I  f(^l)  {  00|  n  —  0|  on)  ds. 
♦  c. 

Celle  formule  étant  vérifiée  quelle  que  soit  la  foneti()ny"(M),  on  a 
^0,/i  =0,0/?,  c'est-à-dire  que  la  signification  de  oùt/i  est  indépen- 
dante de  l'ordre  des  opérations  o  et  o,.  Cela  n'était  nullement  évident 
a  priori,  comme  on  s'en  rend  compte  en  observant  qu'il  n'en  est 
plus  de  même  pour  une  variation  troisième  oo,0o«,  et  que  ce  n'est 
pas  cette  quantité,  mais  la  différence  ooiOo/i  —  onOiii'o^n'  {Ofii' 
etôj/z'  désignant  les  dérivées  de  o,  /i  et  Oj/i  par  rapport  à  5),  qui  est 
indépendante  de  l'ordre  des  opérations  0,  o,  et  Oo.  On  l'établit  aisé- 
ment en  appliquant  à  la  fonction  Oo//  le  résultat  que  nous  obtiendrons 
n°77. 

Revenant  alors  à  la  foi-mule  i'^^^),  nous  voyons  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  o<I>  soit  une  différentielle  exacte., 
c'est-à-dire  pour  que  ùo^*^  soit  indépendant  de  l'ordre  des  opéra- 
tions 8  et  8).  est  que  r expression  E(o;?)  soit  identique  à  son 
adjointe. 

76.  Fonctions  d'une  ligne  plane  et  d'un  point.  —  Considérons 
d'abord  une  fonction  u^  dépendant  d'un  contour  C  et  du  point  A  et 
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définie  aussi  bien  quand  A  est  sur  le  contour  C  ou  n'est  pas  sur  ce 
contour.  Lorsque  C  se  déforme,  A  restant  fixe,  la  variation  de  Uj^  est 
une  fonctionnelle  linéaire  de  en.  ■  que  nous  représenterons  par 
Hj,{on). 

Si  maintenant  nous  considérons  la  valeur  de  u  en  un  point  M  de  G 
qui,  lorsque  ce  contour  se  déforme,  se  déplace  orthogonalement  à  lui 
en  restant  sur  lui,  la  variation  de  Wj,  proviendra,  non  seulemenl  de  la 
variation  de  fomne  de  la  fonction  u  due  à  la  déformation  de  C,  mais 
aussi  au  déplacement  du  point  M.  et  Ton  aura 

I   l3  )  0»M  —   H.Ml  O/i)  H — 7-  O/J. 

a/i 

Si  nous  considérons  maintenant  la  dérivée  normale  -r--ou  la  déri- 

d/i 

vée  u' =  -j-  relative  à  un  déplacement  de  M  sur  C,  ou  une  dérivée 

d'ordre  quelconque  de  u  par  rapport  aux  coordonnées  de  M  dans  le 
système  d'axes  constitués  par  la  tangente  et  la  normale  à  C  au  point 
particulier  considéré,  la  variation  dune  telle  dérivée  comprendra 
trois  termes,  l'un  dû  à  la  variation  de  forme  de  la  fonction^/,  le 
second  dû  au  déplacement  du  point  M,  le  troisième  dû  à  ce  que  la 
direction  de  la  tangente  à  C  en  M  a  varié.  L'angle  dont  cette  direction 

a  varié  a  la  valeur  o//=  —r — ,  si  1  on  compte  les  angles  positivement 

dans  le  sens  qui  permet  d'amener  la  direction  positive  de  la  tangente 
(celle  qui  correspond  aux  s  croissants)  sur  la  direction  positive  de  la 
normale  par  une  rotation  d'un  an^le  droit.  On  a  ainsi 

^du         d  j,      ^    ^        d'-u     ^  du  ^    , 

0  -7-  =  -7-  Hm(  on)  H T— ,     o/i r  <^«  ) 

ds        dn  dn-  ds 

(34)  { 

du         d    ..     .  ^  d-  u    ^  du  ^    , 

ds        ds  dt  an  dn 

Dans  cette  dernière  formule,  nous  avons  désigné  par  — — —  la  dérivée 

°       ^       dt  dn 

de  a  dans  le  système  d'axe  constitué  par  la  tangente  et  la  normale  à  C 
en  M.  Cette  quantité  diffère  de  -7-  -j-  parce  que.  lorsqu'on  se  déplace 

sur  C  de  l'arc  <Y.y.  la  variation  de  -r—  provient  non  seuleuient  du  déi)la- 

dn  ^  ^ 

cément  du  point  M.  mais  de  ce  que  la  tangente  à  la  courbe  a  tourné 


d   du 
ds  dn 

d^it 
dldii 

dii 
-'"ds' 

dUi 

d^u 

dr- 

dn 
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(11111  iiii^lc  kds.  Il  cil  csi  (le  nK'iiic  de  lit  \;iii;ili()ii  de  -7- >  el  Ton  a 
'^  ds 


(W) 


11 .  Supposons  eu  piuLiculier  que  la  l'orine  (ie  la  foucliou  u^  S(Mt 
indépendante  de  la  ligne  C.  Les  formules  (33)  et  (34)  se  simplifient, 
et  l'du  peut  ais(''iueul  foiincr  la  variation  seconde  de  Mj,,  qui  a  la 
valeur 

N  ^  (^n  ^  V  d-  u  ^    ^  ,  ^   ■  •, 

ooi  ii\\  —  -r~  ooi  «  -i —  on  oi  n  —  u  on  Oi  n. 

dn  dn- 

De  cette  l'onmile,  et  de  ce  que  nous  savons  dt;jà  sur  le  symbole 
00,//,  r(''sulle  (jue  le  premier  meml^re  change  lorsqu'on  intervertit  les 
svmholes  0  et  $,,  mais  (ju'on  peut  lormer  une  (juantiti-  qui  ne  change 
pas,  soit  par  exemple 

('56)  00 1  uyi  -h  u  en  Oin  =  o^  o»m-(-  "'  Oj  /t'  o/i. 

Cette  circonstance  pouvait  être  prt'vue  autrement.  Appelons  tou- 
jours À  et  a  les  deux  paramètres  aux  variations  infiniment  petites 
desquels  correspondent  les  variations  0  et  0,.  Si  l'on  fait  varier  ), 
et  UL  des  quant iti^'S  infiniment  petites  cIa  et  Jtj.,  le  point  M,  se  dé- 
[)laçant  normalement  à  C,  viendra  occuper  deux  positions  difle- 
rentes  .M,  et  Mo  suivant  c[ue  l'on  aura  fait  varier  d'abord  A.  et 
ensuite  u,  ou  inversement.  La  fonction  u  prendra  alors  en  ces  points 
des  valeurs  diflérant  de  la  ([uantité 

(37)  t/M., —  llM^=  MiMoU    —  5'?i  ifji —  Oj  0«M- 

La  comparaison  de  cette  formule  et  de  la  formule  (3(3)  montre 
que 

(38)  Ml  Mj  =  on  ôi  n' — oi/iôrt'. 

Le  raisonnement  qui  vient  de  nous  conduire  à  la  formule  (3^) 
s'applique,  non  seulement  à  la  fonction  particulière  a  que  nous 
venons  de  considérer,  mais  à  n'importe  quelle  fonction  dune  ligne  C 
et  d'un  point  M  de  cette  ligne,  sans  que  cette  fonction  ait  besoin 
d'être  définie  pour  d'autres  points  que  ceux  de  cette  ligne.  La  for- 


gS  PRKMIÈRE    PAUTIE,    —    LES    FONDEMENTS    UU    CALCUL    FONCTIONNEL. 

mule  ('iG),  qui  résulte  ininirdiaLement  des  formules  (S;)  et  |3<S|, 
s'applique  donc  à  une  telle  loncliou. 

Par  suite,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (jne  oiiyysoit 
une  différentielle  exacte  est  que  V  expression  oo,  u  +  uli\'  o,  n  ne 
change  pas  si  Von  intervertit  l'ordre  des  opérations  o  e/  o,. 

78.  Fonctionnelles  dépendant  de  deux  fonctions  ou  d'une  ligne  et 
d'une  fonction.  —  Si  une  fonctionnelle  U  dépendant  de  deux  fonc- 
tions xii)  eA  y{t)  est  telle  que 

oL  =  f  (U'^.8:r  +  U',S7)c//, 
•- 0 

oUl.=  E(o.r)-^F(ôj'), 
oU;.=  ^(5^)  +  G(ô^), 

on  voit  aisément,  en  formant  l'expression  de  oo,L,  que  chacune  des 
expressions  E(o^)  et  G{oy)  est  sa  propre  adjointe  et  cjue  les  exjires- 
sions  ¥{oy)  et  §{ùx)  sont  les  adjointes  l'une  de  l'autre. 

Les  choses  sont  un  peu  moins  simples  dans  le  cas  d'une  fonction- 
nelle <I>  dépendant  d'une  ligne  fermée  C  et  d'une  fonction  u  définie 
en  chacpie  point  de  cette  ligne.  La  variation  première  étant  de  la 
fo  rm  e 

8(1)  =,  I   (44  ou  ^  <l>'„  o/i)  ds, 
•-  c 

si  nous  voulons  mettre  en  évidence  des  expressions  cjui  soient  les 
adjointes,  les  unes  des  autres,  les  variations  de  <!>'„  et  <I>'j  (les  points 
dont  dépendent  ces  fonctions  étant  toujours  supposées  avoir  leur 
dé])lacement  normal  à  C  )  doivent  être  mises  sous  la  forme 

(  ô'p;,  =  E ( 0» )  +  F ( o/i)  +  A- *;,  ô;i , 

(39)  1  ^' 

(  ô*„  =  t^'{ou)  -T-  G(o/i)  +  *'„  u'  on'. 

La  \ariation  seconde  de  <ï>  s'écrit  alors 

(40)  00,*=   /  lE{ou)oiu-+-F(ùn)oiU^  §{oii)oin-^  G{on)oin]ds 

~^  I   [^''ai^^iii  +  u' ^n  Oin)-h^',^(ooin  —  /i  on  Oi/i)]  d^. 

La  dernière  intégrale,  d'après  ce  que  nous  savons  déjà  sur  oo,/i 
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cl  oOj  //.  iH'   cliaii;^*'   |i;i>   >i  I  nu    i  iilns  cil  il    li'>  -\  miIkiIcs  o  ft  0 , .  On  a 
iilnr-»  rciKiiicù  Miisaiil  : 

La  condition  nécessaire  cl  suffisanti'  /loiii  que  o<ï>  soil  une  dij- 
férentielle  exacte^  c'csl-à-dire  pour  cjin.' oo,  t|>  ne  cliange  pas  si  l'on 
inlcrverlil  les  symboles  o  cl  Ot,  est  que.  o<I>,,  e/  ^A]^'^^  éttt/il  mis  sous 
la  forme  {'-^1)),  chacune  des  expressions  ^(ùu)  et  G{?tn)  soil  sa 
propre  adjointe  et  que  les  expressions  F(o«  )  et  ^  {ou)  soient  les 
adjointes  V une  de  Vautre. 

lu  énoncé  analo<;uc  s  obtient  aiscincnl  dans  le  cas  d  une  tonclion- 
nelle  dépendant  d'une  ligne  C  et  de  plusieurs  tonelions  définies  en 
eliarpie  point  de  cette  ligne. 

Nous  utiliserons  les  diftercnts  résultais  (pii  |>r('(fdi  ni  dans  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  lonctionnelle^. 


CHAPITRE  VI. 

FONCTIONNELLES  DE  DEGRÉS  QUELCONQUE^ 


Sommaire  :  ^'al•iaLion  d'ordre  p   et  fonctionnelles  entières  et  homogènes  de 
degré/?. —  La  série  de  Taylor. —  Les  fonctionnelles  homogènes  de  Gâteaux. 

—  Les  fonctionnelles  de  Gâteaux  non  homogènes.  —  Séries  de  polynômes. 

—  Propriétés  des  fonctionnelles  de  Gâteaux.  —  Théorème  de  Gâteaux  : 
équivalence  des  propriétés  G  et  Gi.  —  Comparaison  des  propriétés  G 
et  Gj. 

-79.  Variation  d'ordre />  et  fonctionnelles  entières  et  homogènes  de 
degré  p.  —  Les  résultats  du  Chapitre  précédent  sétendent  aisénienl 
aux  fonctionnelles  de  degré  quelconque.  Une  fonctionnelle  entière  et 
homogène  de  degré  y?  est  une  fonctionnelle  U  |[j?]|  telle  que,  a:,  (/) 
et  a?o  (0  étant  des  fonctions  quelconques,  L  |[À^i  +  'JL.ro|]  soit  un 
polynôme  homogène  de  degré  y>. 

Nous  dirons  qu'une  fonctionnelle  L  admet  une  variation  o^U 
d'ordre  p  si  l'expression 


(I) 


Î/'U  =  .^-^U|[a;^).  o:rl|  ! 


existe,  et  est  entière  el  homogène  de  degré  yo  en  oj?  (si  elle  existe, 
elle  est  évidemment  homogène  de  degré  p,  mais  peut-être  pas  en- 
tière). JNous  dirons  que  c'est  une  variation  au  sens  de  M.  Fréchct  si 
le  rapport 

\}\\x-^  lx\  I  -  u  I  [.r  ]    _  SU  —  i  52 1:  _ . . . L  T,P  u 

llô^ll'' 
tend  vers  zéro  avec  |j  oic  ||. 

On  obtient  aisément  pour  les  fonctionnelles  entières  et  homogènes 
de  degré  p  des  formules  généralisant  celles  de  MM.  Hadamard, 
Fréchet  et  Riesz.  Au  point  de  vue  de  M.  Riesz,  la  notion  d'une  telle 
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fonrlioimellc  est   liée  ù  la   nolion  d'une   reparution  de  masses  dans 
Je  v(duiiie  V  de  Tesjjaee  E^,  à  p  diinensions  défini  par  les  fonniiles 

o</,<i,  <)</o<I,  ...,  o  </,,<!. 

Nous  exclurons,  pour  obtenir  une  représentation  commode,  les 
répartitions  introduisant  des  intégrales  de  Stieltjes.  Nous  exclurons 
aussi  les  masses  finies  situées  en  certains  points,  cette  circonstance 
n'étant  pas  compatible  avec  la  continuité  dans  le  elianij)  des  fonctions 
de  carrés  sommables.  Nous  ne  pouvons  donc  avoir  que  des  masses 
réparties,  avec  une  densité  sonimable,  sur  des  variétés  S  à  h  dimen- 
sions (A  variant  de  i  à/>),  que  nous  représenterons  paramétriquement 
par  les  formules 

/,   =  Oi  (5,,    50,    ..  .,    S/,), 


ti,=  0/;(  5i,   Si,    .  .  .,   S/i), 


le  point  5,,  52, ... ,  Sfy  décrivant  un  certain  domaine  cR.   La  fonction- 
nelle étudiée  prend  alors  la  forme 

(^)  Ll/,|f:r]| 

=  V    /    /  •  .•    /    cc(ii,  Si,  ...,  5/,)x(0,).ri  O2")  ...  x((ip)dsi  ds-î.  ..  dsu, 

qui  correspond,  par  son  degré  de  généralité,  à  l'expression  (11)  du 
Chapitre  précédent. 

Nous  appellerons  yo/?c//o^?/ie//é'5  normales  de  degré  ^,  en  géné- 
ralisant la  définition  du  Chapitre  précédent,  les  fonctionnelles  dans 
la  définition  desquelles  n'existent  pas,  quel  que  soit  h  variant  de  i 
à  jD,  de  groupes  de  h  points  distincts  de  l'intervalle  (0,1)  jouant  un 
rôle  particulier;  c'est-à-dire,  d'une  manière  précise,  que  les  variétés  S 
sur  lesquelles  sont  situées  des  masses,  ne  peuvent  être  définies  que 
par  des  conditions  telles  que  </=  tj.  L'expression  d'une  fonctionnelle 
normale  est  donc 

X  x^^{ti)x^-^{ti)..  .  a*A   tu)dti  dto..  .  dtn, 
la  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  a, ,  aa, . .  • ,  «a 
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positifs,  «-l  de  somme  p.  Ainsi,  pour  p  =  3,  on  a 

-^    f    f    f  'iiA,\{fi-ti,h)^{fi')^(jz)^(tz)dtidt,dl-,. 

On  peut  évidemment,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer 
chacune  des  fonctions  cp  symétrique  par  rapport  aux  variables  ti  qui 
correspondent  à  des  exposants  a/  égaux. 

Il  est  facile  de  former  les  dérivées  fonctionnelles  successives  dune 
fonctionnelle  normale,  et  de  vérilier  que  la  variation  de  ces  dérivées 
ne  dépend  jamais  spécialement  d'un  point  autre  que  ceux  relative- 
ment auxquels  la  dérivation  a  été  cilertuée.  Les  dérivées  dordre  p 
sont  indépendantes  de  ^  (^  i  ;  on  a 

'/.  étant  un  facteur  constant  facile  à  former. 

Les  autres  fonctionnelles  seront  dites  fonctionnelles  générales. 
Dans  leur  définition  interviennent  certains  groupes  de  h  points 
(h^p)  jouant  des  rôles  particidiers,  et  au  moins  une  dérivée  fonc- 
tionnelle d'ordre  inférieure  h  p  et  relative  à  A  —  i  points  dun  de  ces 
groupes  dépend  spécialement  du  dernier  point  du  groupe. 

On  forme  aisément  les  conditions  pour  que  la  fonctionnelle  (3) 
soit  définie,  et  par  suite  continue  {  l'oir  remarcjue  finale  du  n"  61), 
dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  sommables.  Pour  cju'un  terme 
de  l'expression  (2  )  soit  défini  dans  ce  champ,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que  : 

1°  Les  nombres  a,,  a^ (//,  soient  tous  égaux  à  i  ou  2; 

2^  En  désignant  par  a,,  ao, . . . ,  a,  ceux  cjui  ont  la  valeur  2,  l'inté- 
grale 

soit  une  fonction  de  ^,  t.,. . .  . .  /<•  mesurable  et  bornée. 

80.  La  série  de  Taylor.  —  Si  une  fonctionnelle  admet  des 
variations  de  tous  les  ordres,  on  peut  la  représenter  par  la  série  de 
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Tll\  lor 


l'oiir  oljtfuir  cetle  (onniilc  ot  préciser  ses  coiidilions  d'apjjli- 
r.iiioM,  il  suKil  de  remplacer'  ox  par  \f{t),  et  de  développer  li; 
piciiiK  r  mcinhre  eu  série  Miivaiil  les  puissaiiees  croissantes  de  ).. 

SI.  Les  fonctionuelles  homogènes  de  Gâteaux.  —  Cherclion?. 
(I  al)()i(l  à  (jucllc  condilioa  une  fonclionnelle  normale  de  la  forme  (.5) 
esl  une  fonctionnelle  de  (îateanv.  On  Irouve  aisément  pour  la  d('rivée 
tonclionnellc  dun  de  ses  lernics 


V 


«-  0      «^0  '0 

/  —  I 

Il   dési>;nanl  un  produit  ('•  tendu  aux  ^  aleurs  1,2....,/  —  1 ,  /+!,...,/<• 
de  lindiec  /. 

Si  l'un  des  indices  a/  n'est  pas  égal  à  i,  on  voit  que  cette  dérivée 
fonctionnelle  dépend  spécialement  de  .r(f),  et  U^j  n'est  pas  nul.  On 
remarque  en  effet  que,  si  plusieurs  indices  a/  sont  égaux,  les  termes 
l'orrespondants  sont  égaux,  d'après  la  propriété  de  symétrie  que  nous 
avons  supposée  vérifiée  par  la  fonction  es,  et  ne  peuvent  se  détruire. 
La  fonctionnelle  normale  (3)  ne  peut  être  une  fonctionnelle  de 
(iateaux  que  si  a,  =  a^  =  . . .  ^  a^^  :=  i ,  et  par  suite  h  =  p.  Une  fonc- 
lionnelle normale  de  Gâteaux,  homogène  et  de  degré/?,  est  donc  du 
type 

X  x{ti)x(to)  .  .  .  x{t,,)dli  dtn  .  . .  df,,. 

Si  l'on  jîasse  aux  fonctionnelles  générale  (2),  on  constate  de  même 
aisément  que,  pour  que  U'^.  ne  dépende  pas  spécialement  de  a"(^), 
c'est-à-dire  que  U  soit  une  fonctionnelle  de  Gâteaux,  il  faut  et  il 
suflit  qu'aucun  des  facteurs  X(  9)  ne  soit  élevé  au  carré,  c'est-à-dire 
que  parmi  les  fonctions  B),  Oo.  . .  . ,  hp  il  n'y  en  ait  pas  deux  qui  soient 
égales. 

Ainsi  la  fonctionnelle 


^  =  f  f{t)xm)x{i-t) 


dt 
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n'est  pas  une  foncllonnelle  de  Gâteaux;  pour  cette  fonctionnelle 

u:;.=  2/(0^(1-0 

n'est  pas  nul.  I*ar  contre, 

f  fit)x(t)x{i  —  t)x{co%'^T.t)dt, 

f  xil)dt    f       fit,  ti)x(fi)x{i-t-  ti')dfi 

sont  des  fonctionnelles  de  Gâteaux. 

82.  Les  fonctionnelles  de  Gâteaux  non  homogènes.  —  Clierchons 
la  condition  pour  qu'une  fonctionnelle  représentable  par  une  série 
de  Taylor  soit  une  fonctionnelle  de  Gâteaux.  En  écrivant  o  et  Ajc 
dans  la  série  de  Taylor  au  lieu  de  x  et  Sic,  cette  série  fonctionnelle 
s'écrit 

^'' . 

U  =  U  0  +  A  U  1  H-  •  .  •  H r  L'  „  -h  .  .  . , 

pi 

\]p  désignant  une  fonctionnelle  de  x{t)^  homogène  et  entière    de 
degré  />;  Uq  en  particulier  est  vine  constante. 

Remplaçant  :rparxH-uox.  dérivant  par  ra|)port  au,  et  faisant 
u  =:  o,  on  obtient  la  formule 

\i> 

SU  =  A  oUi-h.  .  .H r  oU„  +  .  .  ., 

p\ 

ou,  en  égalant  les  coeflicients  de  ùx  dans  les  intégrales  cpae  représen- 
tent les  deux  membres, 

(6)  U;^.=  X(Ui):,  +  ...+  ^J(U/.y^  +  .... 
On  a  de  même,  par  une  nouvelle  dérivation, 

(7)  u:;.=  ^(u,):^  +  ...+  ^(Up;:i--i-..., 

X  p . 

(8)  u;,,=  ^  (u,)L,+. . .  4-  ^(U/.)x.,+. . .  • 

2  p . 


La  première  de  ces  formules  montre  que  U   est  une  fonctionnelle  de 
Gâteaux  si  toutes  les  fonctionnelles  U^  le  sont. 
■En  particulier,   pour  qu'une  fonctionnelle  représcnlable  par  une 
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srri«!   (le   Tayior   snil    une    roiKiioiindli-    ii(inii;il<'    de  (ialc;m\,  il  faiil 
qu'elle  s(»it  (le  la  loiiiie 

(  ())      U  =  l,  „  -4-    /     Oi  (  /).ri  ()ii/  -h... 
«-  (I 

+  y^     I       f    •ii.ili,!.,,  ...,  l,,)T{l,Kr(l^)...T(l,,)(lt,dl,...dtp-^.... 


0      ^   ti       «0 


Ces  séries  de  Tajlor  onl  ('lé  considérées  par  M.  \  oileira.  I.(;s  con- 
sidérations qui  précèdent  montrent  bien  leur  d(!j^ré  de  «^('uéralité 
pai'ini  les  fonctionnfdles  continues  dans  le  cliani))  des  i'onclions  de 
cariés  somniables,  et  ayant  des  variations  de  tous  hîs  ordres.  Pour 
arrivera  celte  forme,  il  faut  l'aire  (.leux  liypolhèsf's  restrietixes  :  (pie 
la  fonctionnelle  soit  normale,  cl  de  (laleaux. 

83.  Séries  de  polynômes.  —  On  peut  représenter  par  des  séries  de 
polynômes  des  fonclionnelles  plus  générales  que  celles  représentables 
par  une  série  de  Tayior. 

Lii/tolynome  de  degré  p  est,  par  définition,  une  somme  de  fonc- 
tionnelles entières  et  liomogènes  de  degrés  o,  i, ...,/?.  Si  ces  fonc- 
tionnelles sont  normales,  le  polynôme  est  dit  noiinal.  Si  ce  sont  des 
foiictionnelles  de  Gâteaux,  le  polynôme  est  dit  de  (iateaux.  Un 
polynôme  normal  de  Gâteaux  est  alors  une  somme  limitée  de  la 
forme  (9). 

Nous  appellerons  dans  la  suite  (D  le  domaine  des  fonctions  de 
carrés  somniables  dont  le  module  fonctionnel  ne  dépasse  pas  un 
nombre  OIl  et  cô'  le  domaine  des  fonctions  continues  dont  le  module 
ne  dépasse  pas  011.  Une  fonctionnelle  définie  et  continue  dans  (©l'est 
a  fortiori  dans  tO'  (en  prenant  dans  chacun  de  ces  domaines  la  défi- 
nition appropriée  de  la  distance). 

On  a  alors  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Fréehet.  La  démonstra- 
tion (jue  nous  donnerons  est  diu^  à  Gâteaux. 

Théorè.me.  —  Si  une  j'onclionnelle  U  est  définie  et  continue 
dans  le  domaine  (©',  elle  peut  être  définie  dans  ce  domaine  connue 
limite  de  polynômes  normaur  de  Gâteaux. 

Divisons  l'intervalle  (o,  i)  en  n  intervalles  égaux.  Soit  ;/  la 
valeur  moyenne  de  iP(^)  dans  l'intervalle   ( >  -j-   Désignons  par 
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x„{t.)  la  fonclion  (Icfinie  pai^  les  formules 


et  par  la  condition  de  varier  linéairement  dans  chacun  des  intervalles 
considérés.  La  fonctionnelle  U  étant  certainement  définie  pour  la 
fonction  .r„(/),  posons 

Cette  expression,  en  vertu  de  la  continuité  de  la  fonctionnelle  U,  est 
une  fonction  continue  de  ;, ,  ç^?  •  •  •  ?  i/o  et  tend  vers  U  [  [-e(^)]  ]  quand 
n  augmente^^indéliniment. 

La  fonction] continue   ?/„   peut,   dans  le  domaine  considéré,  défini 
par  les  inégalités 

être  représentée  avec  une  erreur  inférieure  à  tout  nombre  positif 
donné  s„  par  un  [)olynoine  />„(H|,  ^21  ■  •  ■  ■>  ^n)-  Si  l'on  choisit  pour  les 
£„  des  valeurs  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indélinie,  la  diffé- 
rence 

1  ï^  I [^{n\ I  —p,< |<  1  iM [^(J)]  —  "n\ 4- £« 

tend  vers  zéro  quand,  la  détermination  de  X (t)  restant  fixe,  n  augmente 
indéfiniment.  Les  polynômes/),,  ont  donc  pour  limite  la  fonction- 
nelle U,  mais  la  convergence  n'est  pas  en  général  uniforme  dans  tout 
le  domaine  fonctionnel  considéré. 

Or/);,,  considéré  comme  fonctionnelle  de  x{t),   est  un  polynôme 
normal  de  Cîateaux.  En  effet,  en  reui plaçant  les  ç,  par  leurs  valeurs 

('o)  çi^  n  I       xi/)  dt, 

Lui 

n 

chaque  terme  du  polynôme  /)„  prend  la  forme 

du  I         I       '      'I       "titl:   fî,  ■■■,'p)^T(fi)x{f.)...  x(//,}d/iclf,   ...   dt,,. 

la  fonction  'j  avant  la  valeur  ni'  (Uins  une  fraction  éçale  à  —  du  chami» 

'        •  ^  HP  1 
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(rinlcj^ratlon  elo  dans  le  rc^ic  du  champ.  La  qnanlilé /?„,  somnii'  de 
<('s  ternies,  esl  nu  j)olMi<mic  luirmal  de  Tlaleaux,  ce  quiaehè\ela 
di-monslralion  du  llu'orrnie  ruont f. 

Si.  Remarques.  -  1"  La  Iniicilon  '^  f[iii  intervient  dans  l'expres- 
sion (il)  est  disconliuiie.  On  peut  éviter  cet  inconvénient  en  modi- 
fiant la  déliuition  des  nombres  ç/.  Désignant  par  a„(/  )  une  fonction 
en  Ml  unie,    posil  i\  e  on  luillf  dans  riniriN  aile  (  o,  i),  avant  [)our  valeur 

Ml o venue  I  dans  cil acnn  de>  iule r\  ailes  ( ,   —  )  ,  et  nulle  aux  |)oints 

\    n         nj  ' 

(|ni  ,s('pareiit  ee>  julervalles,  il  snflit  de  poser 

i 

(i-^.)  ;,=  n   i      ;j.„(7)r(/)  dt. 

Lui 

n 

De  nuMue,  on  peut  rendre  continues  les  dérivées  jusqu'à  un  certain 

ordre  h  de  la  fonction  C3,  en  prenant  pour  a.,,  une  fonction  admettant 

des  dérivées  d'ordres  i,  2, . . . ,  h  continues,  et  sannulant  aux  points 

I      •'.  1 

-,-,....    I • 

/I      n  n 

■?"  Si  la  fonctionnelle  l  admet  des  variatit)ns  première  et  seconde 
continues  dans  le  domaine  fonctionnel  considéré,  Mh(çi,  Ho,  ••••  \u) 
e>t  une  fonction  admettant  des  dérivées  premières  et  secondes  con- 
tinues, et  dont  les  diflerentielles  première  et  seconde  tendent  respec- 
tivement >ers  les  variations  première  et  seconde  de  LJ  quand  n  aug- 
mente indénniment,  les  déterminations  considérées  de  xi^t)  et  ox{t) 
restant  fixes. 

On  peut  alors  choisir  le  polvnonieyj„  de  manière  que,  non  seule- 
ment p,i  diflere  de  «„  de  moins  de  s„,  mais  que  ses  diiTérenlielles 
première  et  seconde  diffèrent  de  moins  de  £„  de  celles  de  u,i-  pour 
tout  système  de  déterminations  de  ^,,  Ho,....  ç„,  c/çi,  r/Ho-----  ^l^n^ 
inférieures  en  module  à  311. 

On  obtient  alors  des  polvnomes  de  (iateauxP„|  [x{t  )]|  qui  tendent 
vers  L  |[a;U  )]|,  tandis  que  leurs  variations  première  et  seconde  ten- 
dent vers  celles  de  U. 

Un  ïésultat  analogue  peut  naturellement  être  obtenu  en  considérant 
les  variations  jusqu'à  un  ordre  quelconque. 

3"  On  peut  démontrer  un  théorème  analogue  en  se  plaçant  dans  le 
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domaine  tO  des  fonctions  xit)  de  carrés  sonimal)les,  telles  que 

'-  0 

el  en  considérant  une  fonclionnelle  U  continue  dans  ce  champ  ('défi- 
nition de  la  continuité  liée  au  voisinage  en  moyenne). 

On  ne  peut  que  diminuer  le  premier  membre  de  l'inégalité  (i3)  en 
remplaçant  x{t)  par  sa  valeur  moyenne  ç,  dans  chacun  des  intervalles 

( }  -)•   La  fonction  discontinue  jr,,  f  0  ainsi  formée  vérifie  donc 

\    ri        n/  ^    ^  _  _ 

encore  la  condition  (i3).  Donc  U|[a:„(/)]  |  est  une  fonction  continue 
de  i,,  Ç2,---i  Ç/n  tendant  vers  U|[^(<)]|  quand  71  augmente  indéfi- 
niment. On  arrive  alors  à  un  résultat  analogue  à  celui  du  numéro 
précédent,  le  raisonnement  se  terminant  de  la  même  manière. 

La  remarque  du  2"  du  présent  numéro  se  généralise  aussi  à  ce 
nouveau  point  de  vue. 

80.  Propriétés  des  fonctionnelles  de  Gâteaux.  —  11  est  remar- 
quable qu'une  fonctionnelle  continue  quelconque  soit  obtenue  comme 
limite,  non  de  polynômes  quelconques,  mais  de  polynômes  normaux 
de  Gâteaux.  La  propriété  caractéristique  des  fonctionnelles  de  Gâteaux 
disparaît  donc  à  la  limite. 

Il  est  naturel  de  penser  qu'elle  ne  disparaît  pas  à  la  limite  si  la 
convergence  est  uniforme  dans  le  domaine  fonctionnel  considéré,  et 
que  par  suite  les  fonctionnelles  de  Gâteaux,  dans  le  domaine  CD  ou 
dans  le  domaine  (D',  peuvent  être  caractérisées  par  la  propriété  sui- 
vante :  el/es  peuvent  être  définies  comme  limites  de  polynômes 
normaux  de  Gâteaux,  la  convergence  étant  uniforme  dans  le 
domaine  considéré. 

Nous  appellerons  cette  propriété  :  propriété  (/.  Nous  appellerons 
propriété  Ç]'  celle  qui  nous  a  servi  jusqu'ici  à  définir  les  fonction- 
nelles de  Gâteaux. 

Nous  dirons  enfin  qu'une  fonctionnelle  a  la  propriété  (j'i  dans  le 
domaine  cô  si  : 

1°  Elle  est  uniformément  continue  dans  le  domaine  cD; 
2°  Quel  que  soit  z  positif,  on  peut  déterminer  n  tel  que 

(M)  iU|[.r]|-U|[.r„]||<s, 

xi^t)  étant  une  fonction  quelconque  du  domaine  cï)  et  x„{t)  étant 
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la  fonction   escale,  dans  chacun  des  i/i(er^'allcs   l >  -),   à   hi 

valeur  moyenne  de  x(t)  dans  cet  inln-K-alle;  celle  fonclion  nppar- 
lienl  nécessaireincnt  au  doniaino  (0. 

Nous  allons  d'abord  déinoutrcr  1  identité  des  |)r()|jiiélés  (j  et  (j'i . 
Nous  comparerons  ensuite  les  propriétés  d'  et  (|'  . 

86.  Théorème  de  Gâteaux  :  équivalence  des  propriétés  (j  et  (j',.  — 
Nous  nous  placerons  dans  le  eis  de  ti)noti(inni'lles  vénlîanl  ces  pro- 
priétés dans  le  domaine  cO.  11  <'n  résultera  des  différences  de  détails 
avec  les  raisonnements  de  (lah-aux,  (jui  s  était  placé'  dans  le  do- 
maine CO'. 

Les  polynômes  normaux  de  Gâteaux  considérés,  devant  être  délini^ 
dans  tout  le  domaine  Cit>,  sont  formés  avec  des  fonctions  ;5^  de  carrés 
SDinmahles. 

i"  La  inopriélé  (J  entraine  la  propriété  <j|.  —  La  propriété  (/, 
étant  évitlemment  une  propriété  qui  se  conserve  à  la  limite,  si  L  tend 
uniformément  vers  une  limite  dans  tout  le  domaine  cO,  il  suffit  de 
vérifier  que  la  propriété  (j'i  appartient  aux  polynômes  de  Gâteaux,  et 
pour  cela  de  vérifier  qu'elle  appartient  à  un  de  leurs  termes,  cest- 
à-dire  à  la  fonctionnelle 

(i3;         /      /    •••/     'iJx.tî-.--,t,,)x{ti)x{t2)...x(tp)dtidti...dli,. 

«-  0      "-    0  '0 

la  fonction  'j  étant  symétrique  et  de  carré  sommable.  On  peut  alors 
la  remplacer  par  une  fonction  contiime  et  symétrique  qui  en  ap- 
proche en  moyenne  de  moins  que  tout  nombre  donné  e';  l'erreur  qui 
en  résultera  sur  l'intégrale  (\ù)  sera,  dans  tout  le  domaine  tO,  infé- 
rieure à  £''")R/'.  et  cela  ne  change  rien  en  ce  qui  concerne  la  pro- 
priété (  ) , . 

Il  sutlit  maintenant  de  démontrer  que  1  on  commet  une  erreur 
aussi  petite  que  l'on  veut  en  remplaçant  x(^t)  par  Xn{t)  successive- 
ment dans  les  p  facteurs  de  la  fonction  intégrée  dans  l'expression  (i5), 
c'e>t-à-dire  que 

'-   0  "-0 

X   1     z{ti,  ti tp>[j^(ti)—X-n('i)]d(i, 
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est.  pour  n  assez  opand,  inférieur  dans  tout  le  domaine  (D  à  lOiil 
nombre  donné  i\  y^.- .  ■  -,  y'p  désignent,  soit  jc,  soit  a:„,  en  tout  cas 
des  fonctions  du  domaine  (0. 

La  fonction  c;  étant  continue,  et  par  suite  uniformément  continue, 
peut  être  remplacée,   si   n    est  assez   grand,    par   (i,-f  '^■^,  '^i    étant 

constant  quand  /,   varie  dans  chacun  des  int('r\  ailes   ( >  -j.   les. 

autres  variables  to^.  ■  ■  -,  tp  restant  constantes,  et  cp.^  ayant  son  module 
inférieur  à  un  nombre  r,  si  petit  qu'on  veut.  Le  terme  de  l'expres- 
sion (i6)  provenant  de  cpi  est  nul.  puisque  3C{ti)  —  a:,i{ft)  a  ^^^ 
valeur  moyenne  nulle  dans  tout  l'intervalle  considéré;  l'autre  terme, 
et  par  suite  l'expression  (i 6),  est  inférieur  'd2r^D]LP,  quantité  aussi 
petite  que  l'on  veut.  c.o.f.i). 

2°  L((  propriiUé  (Ji  entraîne  la  propriété  (J.  —  Pour  dém.ontrcr 
ce  résultat,  il  suffit  de  former  un  polynôme  normal  de  Gâteaux  P„ 
qui  difVère  de  U,  dans  tout  le  domaine  (ô,  d'une  quantité  inférieuri' 
à  t.  On  y  arrive  aisément  en  suivant  la  voie  indiquée  n°  84,  3°.  Rem- 
plaçant d'abord  L'i[.i'(i)]  j  par 

nous  commettons  une  erreur  qui,  pour  n  assez  grand,  d'après  la  pro- 
priété f)'),  2°,  est  inférieure  à  -,  non  seulement  pour  chaque  fonc- 
tion x{t)^  mais  dans  tout  le  domaine  (fc). 

La  fonction  iin,  évidemment  continue,  et  que  l'on  n'a  à  considérer 
que  dans  le  domaine  fini 

peut  être  remplacée,  avec  une  nouvelle  erreur  inférieure  à  ->  par 
un  polvnome  normal  de  Gâteaux 

Pnizi,   h:    •••,    ?«)  =  I'«|[-rC/)]l,  C.Q.F.D. 

87.  Remarques.  —  i"  Dans  la  deuxième  partie  de  la  démonstration 
précédente,  l'hypothèse  de  la  continuité  uniforme  de  L  |  [^(')]  |  n  ^i 
pas  servi.  On  peut  la  remplacer  par  l'hvpothèse  de  la  continuité 
simple,  même  par  l'hypothèse  encore  moins  restrictive  de  la  conti- 
nuité simple,   la  définition  considérée  étant  celle  liée  au  voisinage 
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uiiirni'iiic  ;  si  |;i  rdiKliiiiiiicllc  l  csl  iiiiisi  (Idinii'  cl  coiil  iiiin;  diiiis  le 
(loinaiiic  (0,  t-l  joiiil  de  la  piopiich'  (j'i,  :>-",  1»'  laisonncmcnl  snhsislc  ; 
clic  jfuiil  (le  la  |»r()jn'iùlé  (|  cl,  par  siiile,  de  la  |)r(»|)riélé  d',  telle  ([lie 
ii(>ii>  laNons  énoncée,  l^llc  csl  iinlforniénicnl  ciinlmiic  dans  le 
domaine  lonclionncl  lû  considéré,  la  délinilion  consid*'!  ce  <\('  la  c(in- 
liniiiLé  élanl  c<'lle  liée  au  \<»lsina_i;('  en  nioNcnnc,  celle  (|iii  r'-\  la  d('li- 
nillon  nalnrclie  dans  le  domaine  Uc). 

\  in-cniièrc  vue,  on  auiait  j>n  penser  (jn  il  \  a  jiliisicnrs  sortes  de 
fonolionnclles  joulssanl  de  la  propriélé  (J,,  suivanl  la  définition  que 
Ion  adopte  de  la  dislance  de  deux  fonctions,  et  par  suite  de  la  conti- 
nuité. On  voit  par  la  remarque  qui  précède  (pie,  dans  un  champ  fonc- 
tionnel déterminé,  une  définltiou  déterminée  s  impose,  et  qu'il  est 
plus  exact  de  dire  ([ue  les  din'érentes  sortes  de  fonctionnelles  consi- 
dérées se  distinguent  j)ar  le  champ  fonctionnel  dans  le(piel  elles  sont 
définies  èl  continues.  Ceci  précise  les  remar(|ues  du  n"  13. 

2°  Dans  l'énoncé  de  la  propriété  Cj*),  nous  avons  considéré  des 
intervalles  égaux  pour  simplifier  le  langage.  On  ne  changerait  rien 
d'essentiel  aux  raisonnements  et,  par  suite,  on  aurait  une  propriété 
équivalente  à  la  propriété  (j",  si  Ton  prenait  une  loi  différente  |)our  la 
division  de  l'intervalle  (o,  i),  ou  bien  si  l'on  ne  précisait  pas  une  loi 
déterminée. 
.  3"  Dne  remarque  analogue  à  celle  du  n"  84,  3",  peut  être  faite  au 
sujet  de  la  propriété  (],.  11  peut  arriver  qu'une  fonctionnelle  vérifiant 
cette  propriété  n'admette  pas  de  variation,  ou  bien  en  admette  une 
(jui,  considérée  comme  fonction  de  x{t)^  ne  vérifie  pas  cette  pro- 
priété. Mais,  si  SU  vérifie  la  propriété  (ji,  on  peut  définir  le  poly- 
nôme P«  de  manière  (jue,  non  seulement  L — P„,  mais  SU  —  SP„, 
aient  leurs  modules  inférieurs  à  z  pour  toutes  les  déterminations  de 
xij)  et  ùx{t)  intérieures  au  domaine  CD. 

Nt)iis  généraliserons  les  notions  des  propriétés  (j  et  Cj",,  et  Tes  prin- 
cipaux résultats  qui  précèdent  dans  le  dernier  Chapitre  de  la  troi- 
sième Partie. 

88.  Comparaison  des  propriétés  Ç  et  C^' .  —  Il  \\y  a  évidemment 
pas  identité  complète  entre  ces  deux  propriétés.  La  première  n'im- 
plique pas  l'existence  des  dérivées  fonctionnelles;  la  seconde  suppose 
au  moins  l'existence  de  la  dérivée  fonctionnelle  première.  On  peut, 
d'ailleurs,  l'énoncer  sans  supposer  l'existence  de  la  variation  seconde 
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o^U  et  de  la  (l(''iiv(''e  fonctionnelle  l  j.,.  .  En  effet,  la  condition  L'',,=  o 
signifie  qne,  la  variation  rjx{t)  étant  en  valeur  absolue  inférieure  à  // 

dans  l'intervalle  {t  —  e,  t  -\-  s),  et  nulle  en  dehors  de  cet  intervalle,  la 

oU' 
valeur  au  point  t  du  rapport  -y-^  tend  nécessairement  vers  zéro  avec 

h   et  î,  sauf  peut-être  pour  des  poinls  constituant   un  ensemble  de 
mesure  nulle. 

Nous  allons  montrer  1  équivalence  des  propriétés  Ç^  et  Ç|''  pour  les 
fonctionnelles  vérifiant  les  conditions  suivantes  : 

1°  Existence,  dans  le  domaine  (t),  dune  varuition  première  normale 
et  d  une  variation  seconde. 

2"  La  dérivée  U^  est  continue  par  raj)|)ort  à  /,  les  ditFérentes  fonc- 
tions de  t  obtenues  en  faisant  varier  x{t)  étant  également  continues. 

3"  La  répartition  des  masses  liées  à  o-L  est,  dans  la  bande 
\t  —  ^,  I  ■<  /,  la  même  que  pour  une  fonctionnelle  normale,  et  L  ^.,.^  est 
dans  cette  bande  inférieure  en  module  à  K,  /  étant  aussi  petit, 
K  aussi  grand  {ju'on  veut,  mais  tous  deux  indépendants  de  x{t). 

4°  La  dérivée  l  ,;;  est  continue,  tant  par  rapport  à  /  que  comme 
fonctionnelle  de  .vit). 

On  pourrait  d'ailleurs  aisément  remplacer  cette  dernière  condition 
par  la  condition  moins  restrictive  cjue  le  point  de  l'esj)ace  fonc- 
tionnel qui  re[)iésente  la  fonction  Ij  ^.^  de  /  dépende  d'une  manièpe 
continue  de  celui  qui  représente  xit)\  il  suffît  que  L ',2,  considéré 
comme  fonction  de  t.  soit  de  carré  sommable,  pour  que  cette  condi- 
tion ait  un  sens  très  pn'cis. 

89.  Divisons  rinlervalle  (  o,  i)  en  //  intervalles  égdux,  le  nombre  n 
étant  pris  assez  grand  pour  que  \  l' — ^|=—  entraîne  dans  tout  le 
domaine  CD 

(';)  \^''xKl']—^'~r,t\\  =  r^- 

n   étant    un  nond)re  positif  arbitrairement    petit.   Cela  est  possible, 
d'après  l'hypothèse  ci-dessus,  relative  à  L'^.. 

Désignons  \^arf(()  et  F(^)  deux  fonctions  du  domaine  (payant 
même  valeur   movenne  dans  chacun  des  intervalles    ( ,  —  ),  et 


par   fi{t)    la    fonction   égale    à   f{f)   de   o  à   -  et  à  F(/')  de  -  à   1 
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iNtstins 

A'  (/)=F(/)-/.0, 

'f.  <>o  =  L- ![//-,  (o  +  >^  *-/(/;']  [■ 

La  dillcrcncc  L  j  [  \'{  t  }\\  —  L  |  [/(<  )J  j,  «jui  intervient  (l;in>  ItMioneé 
de  la  propriété  (ji  ('•quivalenlo  à  la  propriété  (j",  ésl  la  somme  do 
n  termes,  déprudanl  de  l'indice  i.  dont  lun  quelconque  s'écrit 

i  ii//<oii-i  i[y;-i(/'ii  =  f  ?',(>.. rf).  =  'f:-.n-r  io:ii)d>.. 

On  en  déduit 

i  =n  i  =  n 

nS)  U  I  LF(/)]  I  -  U  I  [  AO]  1  =21  ^'"^  ~2  /  ^•?KÀ)^>-. 


;=l 

Calculons  d'abord  ■:>',(  \).  On  a 


Dans  cette  intégrale,  remplaçons  L  j.  par  sa  valeur  en  un  point  déter- 
miné de  l'intervalle  considéré;  elle  devient  nulle,  puisque  la  valeur 
moyenne  de  g{t)  dans  cet  intervalle  est  nulle.  L'erreur  sur  L^^,, 
d'après  la  formule  (17),  est  au  plus  égale  à  r,  ;  l'erreur  sur 'j^(i)  est 
donc  au  plus  égale  à 

i 

■      r.  f     \g{t)\dl, 
lui 

n 

et  l'erreur  sur  la  première  partie  de  l'expression  (iH).  a 

■r,  f   \g(J)\dt^2r,0\l, 
^  0 

cpiantité  aussi  petite  que  l'on  veut. 

Or  la  propriété  Ç  est  équivalente  à  la  propriété  CJ' ,  2°,  puisque  nous 
ne  nous  occupons  que  de  fonctionnelles  continues  admettant  une 
variation.  Elle  équivaut  donc  à  la  propriété  que  l'expression  (18) 
puisse  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut;  la  première  partie  de 
cette   expression   étant   aussi    petite   que    l'on   veut,    nous    sommes 
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ramenés  à  démontrer  que  Texpression 

(iq)  y     /      X^-(>0C?>. 

peut  être  rendue  aussi  petite  que  Ion  veut  pourvu  que  n  soit  assez 
grand,  lorsque  Uiî=  o,  et  dans  ce  cas  seulement. 

00.  i"  Supposons  d'abord  que  L^.^o,  et  que  L^.j.,  soit  nul  aussi 
pour  / — ;,  assez  petit,  de  sorte  que,  dans  la  répartition  de  masses 
liée  à  o-L  .  il  n"v  ait  pas  de   masses  dans   le  voisinage  de  la  droite 

La  dérivée  '-^"lO^)  n'est  autre  chose  que  la  variation  seconde  de  L, 
•calculée  pour 

X{t)=fi-,{t)-h\gi{t),  txit)  =  gi(t). 

La  détermination  de  ox{t)  n'étant  difiérente  de  zéro  que  dans  Fin- 

Icrvalle  ( ,  -],  l'intégrale  qui  exprime  o-L    devra  être  étendue 

seulement  au  carré 

I  —  I  i  i  —  1  i 

Il  n  n  n 

Or  il  n'y  aura  pas  de  niasse  dans  ce  cai*ré,  pourvu  que  n  soit  assez 
grand.  Par  suite,  l'expression  (19)  sera  non  seulement  aussi  petite 
que  Ton  veut,  mais  rigoureusement  nulle. 

2°  Supposons  maintenant  toujours  Ljî=o,  mais  n'imposons  plus 
41  I  '^.j.  d'autre  hypothèse  que  celle  faite  dans  l'énoncé  (n°88,  3°).  On 
aura  alors 

ç';(X)  =  f  f  Ll,.,  I  [fi-, - igi]  1  gi{t)ffi( ^)  dt dti 

=  f      f       '-•-.  I  [//-i  -  >-^/]  I  S'{t)g(ti)dt  dt„ 

•-7—1  «^/— 1 


n  n 
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et  roxprcssioii  (  i())  est  au  plus  éf^alc  ù 


g-'-U)c!l 


Le  résulliit  ohlcnu  csl  donc  encore  dt'-monlrr. 

3"  11  resle  à  se  placer  dans  le  cas  où  L/^»  n'est  pas  nul,  cl  à  niuntrer 
qu'on  peut  s'arranger  dans  ce  cas  pour  que  l'expression  (19)  reste, 
quelque  grand  que  soit  //,  supérieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre 
fixe  G,  d'ailleurs  aussi  petit  qu'il  sera  nécessaire. 

Le  terme  qui  provient  de  Lj.,^  tendant  vers  zéro,  il  suffit  de  tenir 
comph'  du  lerme  qui  provient  de  Lr;,  qui  s'écrit 


(20) 


«  0       «^( — I 


Or,  U".2  n'étant  pas  nul,  on  peut,  en  vertu  de  l'hypothèse  de  la  conti- 
nuité (n°  88,  /î"),  choisir  un  petit  intervalle  (<i,  to)  dans  l'inter- 
valle (o,  i),  et  une  petite  sphère  du  domaine  (D  de  centre  f{t)  et  de 
rajon  /•,  telle  que  L'^..  soit  d'un  signe  déterminé,  par  exemple  positif, 
et  supérieur  à  un  nombre  fixe  m,  si  t  est  dans  l'intervalle  (t,^  t^) 
et  Jc{t)  dans  cette  sphère.  Prenons  F(f  )  sur  la  surface  de  cette  sphère 
et  ne  différant  de/(/)  que  dans  l'intervalle  (^1,  t-^)-  L'expression  (20) 
est  évidemment  supérieure,  quelque  grand  que  soit  /?,  à 


/     A  rfA  /      mg'^{t)dt=  , 


ce  qui  achève  de  démontrer  le  théorème  énoncé. 

Les  propriétés  (J,  ou  (/, ,  apparaissent  donc  comme  équivalentes  à  la 
propriété  (j',  sous  des  conditions  très  peu  restrictives,  et  le  sont  pro- 
bablement toutes  les  fois  que  l'énoncé  de  ces  propriétés  a  un  sens. 
Mais  elles  conservent  un  sens  dans  certain  cas  où  la  propriété  (j'' n'en 
a  pas.  Aussi  paraît-il  indiqué  de  modifier  un  peu  désormais  la  défini- 
tion des  fonctionnelles  de  Gâteaux,  en  les  définissant  par  la  pro- 
priété C\  ou  par  la  propriété  équivalente  Ç|. 


CHAPITRE  VII. 

CONSIDÉRATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 
NOTIONS  SUR  LES  SÉRIES  DE  FONCTIONS  ORTHOGONALES. 


Sommaire  :  Variétés  linéaires  à  n  dimensions  dans  l'espace  fonclif>nne]  ;  expres- 
sion de  la  distance.  —  Définition  des  angles.  —  Composantes  d'un  vecteur 
donné.  —  Choix  d'axes  rectangulaires  dans  une  variété  linéaire  quelconque.  — 
Variétés  linéaires  à  une  infinité  de  dimensions.  —  Suites  complètes  et  suites 
incomplètes. —  Changement  d'axes  rectangulaires  dans  l'espace  fonctionnel. 
—  La  fonctionnelle  considérée  comme  fonction  d'une  infinité  dénombiable 
de  variables  indépendantes. 

91.  Variétés  linéaires  à  n  dimensions  dans  l'espace  fonctionnel. 
Expression  de  la  distance.  —  Considérons  n -\- i  fonctions /„  (^), 
fi{t),  •  •  •^/n{i)  données.  Les  points  de  l'espace  fonctionnel  repré- 
sentant les  fonctions 

•'■(0  =/o(0  -^  ajiit)  -f-  atfiil)^..  .+  a„J),(f) 

constiluenl  une  variété  linéaire  à  n  dimensions  on  pla/t'V,i.  Les 
quantités  «,,  a-j,  .  .  .,  an  peuvent  être  considérées  comme  des  coor- 
données dans  ce  |)lan. 

Nous  considérerons  des  plans  contenant  l'origine,  c'est-à-dire  le 
point  qui  représente  la  fonction  xi  t)  ^  o.  On  peut  alors  représenter 
l'ensemble  des  points  du  plan  P,,  par  la  formule 

(i)  x(  t)  =  aif^(t)^a,f,{t)-^...+  a,Jn(t). 

Considérons  la  distance  /•  d'un  point  à  l'origine.  Nous  prendrons  la 
définition  de  la  distance  donnée  par  la  formtile 

définition  qui  est  celle  que  nous  avons  surtout  considérée  jusqu'ici  et 
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{[lie  nous  ronsidéi'crons  exclusivement  dans  la  suite.   Pour  une  fonc- 
lion  (lu  |>lan  P„,  on  a 

les  coefficients  A/  et  A,- y  ayant  des  valeurs  faciles  à  former. 
11  })eul  arriver  que  cette  formule  j)renne  la  forme 

(a)  /•2  =  a?-f- «3 -H.  .  .-H  a,V 

11  faut  et  il  suffit  nour  cela  nue  Ton  ait 


fnt)dt 

fi{t)fj{l)dt  =  o         {i,  j,  =1,  2,  ....  n;  i^i). 


1 


Lorsque  la  première  de  ces  conditions  est  véi'ifiée  par  une  fonc- 
tiony,(/),  on  dit  que  cette  fonction  esliiorinale  ;  lorsque  la  deuxième 
est  vérifiée,  on  dit  que  les  fonctions y,(^)  el/j^l)  sont  orthogonales. 

Supposons  donc  que  les  fonctions  f{{i),  J\{t)-!  •  •  -^  f/i{t)  consti- 
tuent un  système  de  fonctions  orthogonales  et  normales,  de  sorte  que 
la  formule  (2  )  est  applicable.  De  même  la  distance  p  des  points  qui 
représentent  les  fondions  oc{t)  et 

(4)  y{t)  =  b,f,{t  )  +  bif^it)  +.  .  .+  bnjn{t) 

est  alors  donnée  par  la  formule 

p2=(^,,_ai)'-+(62-a2)2-^...--(6„— «„)'• 

Ces  formules  montrent  que  le  plan  P^  est  identique  à  l'espace  E,^ 
de  la  géométrie  à  n  dimensions,  les  coordonnées  considérées  étant 
rectangulaires.  Autrement  dit,  une  figure  étant  définie  par  les  dis- 
tances de  ses  points  deux  à  deux,  une  figure  formée  par  des  points  du 
plan  P„  est  identique  à  la  figure  formée  par  les  points  ayant  respecti- 
vement les  mêmes  coordonnées  dans  l'espace  E„.  On  peut  donc  dire 
que  le  plan  P„  est  un  hyperespace  ordinaire  à  11  dimensions. 

92.  Définition  des  angles.  —  Considérons  deux  vecteurs  OM 
et  OM',  de  longueurs  respectives  /'  et  /'',  représentant  des  fonctions 
x{t)  ex. y[t).  On  appelle  angle  de  ces  vecteurs  l'angle  0  défini  parla 
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formule 

xit)y{t)dt. 


En  remplaçant  T{t)  e\.  y{l)  par  les  expressions  (i)  et  ('î),  et  tenant 
compte  des  formules  (3),  il  vient 

rr  cosô  =  «1  6i-}-  «2^2^--  •  •+  <^ii^ii- 

Cette  formule  montre  que,  pour  les  fonctions  du  plan  P,,,  il  y  a  iden- 
tité entre  cette  définition  et  la  définition  habituelle  de  l'angle  dan* 
l'espace  à  n  dimensions. 

On  peut  de  même    appeler   /v'cosO   produit  scalaire  des    fonc- 

lions  x[t)  et^(0,  et  /-'cosO — —projection  de  la  fonction  yij)  sur 

le  vecteur  OIM.  Ces  définitions  sont  identiques  à  celles  employées 
dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Si  l'on  considère  une  figure  de  l'espace  fonctionnel,  formée  d'un 
nombre  fini  de  points,  on  peut  la  considérer  comme  tracée  dans  le 
plan  défini  par  ces  points.  Dans  ce  plan,  les  relations  de  la  géométrie 
ordinaire  s'appliquent.  Les  relations  connues  entre  les  angles  et  les 
côtés  d'un  triangle,  entre  les  faces  et  les  dièdres  d'un  trièdre  (la  défi- 
nition du  dièdre  étant  la  même  que  dans  la  géométrie  ordinaire), 
s'appliquent  donc. 

On  remarque  que  la  définition  des  fonctions  orthogonales  donnée 
n°  91  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  définition  que  nous  venons  de 
donner  de  l'angle  de  deux  vecteurs;  deux  fonctions  orthogonales  sont 
représentées  par  des  vecteurs  dont  l'angle  est  droit. 

Si  un  vecteur  OM  est  la  résultante  de  vecteurs  OM,,  OMo,  ...,  OM^ 
orthogonaux  deux  à  deux,  on  a  évidemment 

*  0M2=  OMf-t-OiMi  +  ...+  OM;,. 

93.  Composantes  d'un  vecteur  donné.  —  Soit  OM  un  vecteur  du 
plan  P„,  représentant  une  fonction  x{t)  de  la  forme  (i).  Nous  suppo- 
sons qu'on  sache  qu'elle  est  de  la  forme  (i),  mais  qu'on  ne  connaisse 
pas  les  coefficients  «,,  «o,  .  .  . ,  «„.  On  les  détermine  aisément  par  la 
formule 

fj)  «/=  f  fi(t)x{t)dt. 


CHAI'.  VII.  —  coxsidkh.vtions  (iiio.Mi'rrRiQiKS.  ii<> 

(îromélrnjiiciucnl ,  cclii  rcsicnt    à  ('■crlrc    (jiic  r/,  <'>l  la  loiii^iu'iir  dt;  la 
|)i(ij('(li()n  (le  la  roiiclion  X{t)  sur  Taxe  des  a;  ('  ). 

Si  l'on  ne  sali  pas  si  .v[l)  est  de  la  l'orme  (i),  on  pcul  calculer  les 
coefficients  a;  pai'  la  lormiilc  (5  ),  et  former  la  fonction 

Elle  ne  coïncide  |>as  a\cc  ^(<)  en  j^énéral  ;  mais,  en  posant 

(111  a 

f  fi{/);(n  dt=    f  fi't){\{t)  -  x{()-\  dt  =  a,-ai=  o. 

"0,  t,'o 

/ 
La  fonction  ;(/  )  est  donc  orthogonale  à  loiis  les  fi{t),  el  par  Mille  à 
toutes  les  fonctions  de  la  forme  (i);  elle  est  orthogonale  au  plan  P„. 
Les  formules  (5)  et  (6)  nous  conduisent  donc  à  la  décomposition  du 
vecteur  OM  en  un  vecteur  OH  du  plan  P„,  représentant  la  fonc 
tion  X(/),  et  un  vecteur  HM,  normal  à  ce  plan,  représentant  ^{t)- 
On  a  é\idemment 

I     x^-{t)dt=  X^t)dl-+-j    i-{t)dt 

0  «'0  «-'0 

=  a]-hal  +  ...+  al-h    f   \-iJ)dl. 

94.  Choix  d'axes  rectangulaires  dans  une  variété  linéaire  quel- 
conque.—  Nous  allons  montrer  que  les  conditions  (3)  ne  restreignent 
nullement  la  notion  de  variété  linéaire,  mais  que  dans  une  variété 
linéaire  quelconque,  représentée  par  la  formule 

(8)  ^(0  =  ^rfi(0-+-^-2?2(0 -^- ■•  +  «/.?/;(  0.' 

on  peut  choisir  n  fonctions  orthogonales  et  normalesy",  {t\  f-i{l\  ..., 
/'ft(^)  telles  que  la  formule  (i)  représente  la  même  variété. 

Bien  entendu,  nous  supposons  les  .fonctions  '-2,  f /),  c22(^  ),  . . .,  C5„(^) 
linéairement   indé[)endantes;   dans  le    cas   contraire,   on    aurait    une 

(')  La  quaiitilé  a^  représente  évidemment  la  plus  courle  dislame  du  p(jiiU  x  {t) 
à  n'importe  quel  point,  non  seulement  du  plan  P„,  mais  même  de  l'espace  fonc- 
tionnel, pour  lequel  «;  soit  nut.  C'est  la  distance  au  plan  a,=  o.  Si  la  fonction  /, (0 
n'était  pas  normale,  il  y  aurait  lieu  de  diviser  l'intégi-ale  (5)  par  sa  moyenne  qua- 
dratique. 
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variété  à  moins  de  n  dimensions,  et  rinlroduciion  de  certaines  de  ces 
fonctions  serait  inutile. 

Nous  emploierons  le  langage  géométrique  et  chercherons  à  déter- 
miner les  vecteurs  OA,,  OAo,  .  .  .,  OA„  qui  représentent  les  fonc- 
tions /'/(/).  Prenons  d'abord  OA,  de  longueur  unité  et  dirigé  suivant 
le  vecteur  OM,  qui  représente  o,(i).  Décomposons  ensuite  le  vec- 
teur OM2  qui  représente  'f2(')  en  OHo  dirigé  suivant  OA,  (c'est- 
à-dire  OM,),  et  H^Mj  normal  à  cette  direction;  pi*enons  OAo  paral- 
lèle à  H2M2  et  de  longueur  unité.  Décomposons  de  même  OM3 
en  OH3  situé  dans  le  plan  OAïAo  (qui  n'est  autre  que  OM,  Mo),  et 
H3M3  perpendiculaire  à  ce  plan;  prenons  OA3  parallèle  à  H3M3  et  de 
longueur  unité.  Continuant  de  même,  nous  obtenons  n  vecteurs 
OA,,  OA2,  .  .  .,  OA,j,  de  longueurs  égales  à  l'unité  et  orthogonaux 
deux  à  deux,  qui  déterminent  une  variété  linéaire  à  n  dimensions 
évidemment  identique  à  celle  donnée.  Le  résultai  clicrché  est  donc 
obtenu. 

Ainsi  la  variété  (  8)  est  du  type  étudié  n"'  91  à  93;  seulement,  elle 
est  rapportée  à  des  coordonnées  obliques.  On  peut  la  rapporter  à  des 
coordonnées  rectangulaires,  et  les  formules  penuellant  de  passer  d'un 
système  à  l'autre  ne  sont  autres  que  les  formules  habituelles  du  chan- 
gement de  coordonnées. 

On  peut  considérer  en  particulier  des  changements  de  coordonnées 
rectangulaires.  11  est  facile  de  retrouver  dans  ce  cas  les  formules  de  la 
géométrie  ordinaire.  Pour  qu'on  soit  dans  ce  cas,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  fonctions  'fi(/)  soient  orthogonales  et  normales,  c'est-à-dire, 
en  posant 

que 

{    Cl,(<"l,y-+-  C2,/C2.y-+-.  .  .-t-  C„jC,ij=  o. 

On  peut  inversement  exprimer  les  //^  {t)  en  fonction  des  '^i{t)  par 
résolution  du  système  (9).  On  trouve  évidemmenl 


avec 
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c'est-à-(Jire 

(il)    /hit)  =  cu,\^\(l)  -T-ci,,ï  ■^i{t)-ir...-\-  c/,^„9„(t  I.       (  A  =  I,  ?.,  .  .  ..  n). 

Homme  (ViùWruvb  les  f/i{t)  sont  (]e>  (onctions  ortliogonales  et  nor- 
males, il  \  ii'nl 

(  '■•^0  1  f/'.i  ^/.,i  -+-  c/,.î  r/,  ,,  -T- .  .  .  -f-  C/,_„  c/,^,i  z=  o 

\  I  /<,  /.-  =  1 .  2,  .  .  . ,  n;     /(  V--  /  I. 

Ces  formules,  par  la  manière  dont  nous  les  avons  obtenues,  résultent 
(les  formules  (lo).  On  peut  de  même,  inversement,  déduire  les  for- 
mules (lo)  des  formules  (12);  les  systèmes  (lo)  et  (12)  sont  donc 
équivalents. 

D'autre  part,  la  comparaison  des  formules  (  i),  (8),  (9)  et  (11) 
donne  sans  peine  les  formules 

(14^  a,=  Ci,,ai-+-  Ci jUi-h.  .  .  4-  c,ijan, 

qui  permettent  de  pa^ser  du  système  de  coordonnées  a,,  y..,,  ....  y.„ 
aux  coordonnées  a,,  Oo ««,  ou  inversement. 

9o.  Variétés  linéaires  à  une  infinité  de  dimensions.  —  Considérons 
maintenant  une  suite  indéfinie  de  fonctions 

orthogonales  deux  à  deux  et  normales.  La  formule 

qui  généralise  la  formule  (  i ),  définit  une  variété  linéaire,  ou  plan,  à 
une  infinité  de  dimensions,  contenant  l'origine.  Soit  P  cette  variété. 

Les  remarques  faites  au  sujet  des  plans  P„  s'étendent  sans  difficulté 
à  ces  variétés  aune  infinité  de  dimensions.  Ainsi  l'hypothèse  que  les 
fonctions /,(^)  soient  orthogonales  et  normales  ne  restreint  en  rien  la 
généralité  de  la  notion  de  plan  P. 

Si  Ton  sait  qu'une  fonction  est  représentable  par  une  série  de  la 
forme  (i5),  on  peut  encore  en  obtenir  les  coefficients  par  la  for- 
mule (5). 

Prenons  maintenant  une  fonction  j-{t)  de  carré  sommable,  à  cela 
près  quelconque.  Calculons  les   coefficients  a/  par  la  formule  (5),  et 
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formons  la  série 

(i6j  ai/i{n-^aif.2(t)-h...-^  anfn(.i)-^ 

Il  s'agit  d'étudier  si  elle  représente  une  fonction,  et  si  cette  fonction 
est  ou  non  x( t). 

Appelons  X„(/j  la  somme  des  /?  premiers  termes,  et  posons 

La  formule  (^)  donne 


I     x^(  f)  d(  =  a^i-h  aj-^- .  .  .-+-  al  -f-   j     ^l 


(t)dt, 


d'où  résulte  que  la  série  Sa,',  est  convergente,  sa  somme  étant  au  plus 
égale  au  premier  membre. 

Appelons   A,,  le   point  de  l'espace  fonctionnel  qui   représente   la 
fonction  X„  (t).  Si  Ji'  >>  /i  ^  N,  on  a 


quantité  aussi  petite  qu'on  le  veut  si  N  est  assez  grand.  Donc  A,i  tend 
vers  un  point  déterminé  A.  Analyliquement,  cela  signifie  que  \,i[t) 
converge  en  moyenne  vers  une  fonction  de  carré  sommable  X(<). 

Bien  entendu,  cela  ne  veut  pas  dire  que  la  série  (i())  converge  pour 
chaque  valeur  de  t.  Elle  converge  seulement  en  moyenne.  La  valeur 
de  X(^)  peut  d'ailleurs  être  modifiée  arbitrairement  pour  les  points 
d'un  ensemble  de  mesure  nulle.  On  a  vu  que,  dans  ces  conditions, 
X(/)  peut  être  considéré  comme  parfaitement  connu  si  l'on  sait  cal- 
culer 

U7)  f  X(t)y(t)dt, 

^  0 

y{t)  étant  une  fonction  de  carré  sommable,  à  cela  près  quelconque. 
Cette  intégrale  est  la  limite,  pour  n  infini, 

(i8)  r  X„{t)y(,t)dt, 

puisque 

j    [X{t}  —  \„i  i)]y{t)dt  i  ^  I     [\it)  —  X„(t)Ydtj   y-{t)df, 


CIIAP.    Vil.    —   CONSiniillATlONS   GKOMKTRIQl'KS.  lïS 

(|n;mlil«''  (jiil  Icnd  vers  zéro.  Or,  en  posiint 

6«=    f   /nit)J  if)c/(, 

Texpression  (i8)  sV-cril 

L'expression  (17)  est  donc  lu  somme  de  la  série  '^(t„h„^  dont  on  peut 
vérifier  immédiatement  qu'elle  est  convergente,  puisque  l'a*  et  "^h'^ 
le  sont.  La  fonction  \(^)  [)eut  être  considérée  comme  connue. 

La  fonction  x{l)  apparaît  alors  comme  la  somme  d'une  fonc- 
tion X(^)  représentable  par  la  série  (16),  et  d'une  fonction  \{t) 
orthogonale  à  toutes  les  fonctions y/(0,  puisque 

J     //(  /i^Ù  )  dt  —  f    fii  t  \xU)  dt  —  lim     /    /,(  t)\n^t')  dl  =  «/—  «/=  o. 

La  fonction  x{i)  donnée  sera  alors  représentable  par  la  série  (i5),  ou 
non,  suivant  que  cette  fonction  ç(^)  est  nulle  ou  non. 

96.  Suites  complètes  et  suites  incomplètes.  —  Nous  dirons  qu'une 
suite  de  fonctions  orthogonales  est  complète  s'il  est  impossible  de 
trouver  une  fonction  git)-,  non  identiquement  nulle,  identique 
à  toutes  les  fonctions  de  la  suite.  Elle  est  incomplète  dans  le  cas  con- 
traire. 

Dans  le  premier  cas,  la  fonction  ;(^)  du  numéro  précédent  est 
sûrement  nulle,  et  par  suite  une  fonction  x{t)  de  carré  sommable  est 
toujours  représentable  par  la  série  (i5).  On  peut  dire  que  le  plan  P 
constitue  tout  l'espace  fonctionnel,  et  les  coordonnées  ai  constituent 
un  système  de  coordonnées  rectangulaires  dans  l'espace  fonctionnel. 

Ce  cas  est  d'ailleurs  eflfectivement  possible.  La  théorie  des  séries 
trigonométriques,  dont  nous  avons  rappelé  les  principaux  résultats 
au  Chapitre  111,  montre  que  la  suite 

I,     y/acosa-f,     v^2sin-2-^,      ...,     ^■ico^iiiT.t^     /  2  sina/i-/. 

est  une  suite  complète  de  fonctions  orthogonales  et  normales.  11 
n'existe  aucune  fonction  orthogonale  à  toutes  ces  fonctions,  et  c'est 
pour  cette  raison  que  toute  fonction  de  carré  sommable  est  représen- 
table par  une  série  trigonométrique. 
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Le  cas  des  suites  incomplètes  est  évidemment  aussi  possible.  Il 
suffit  de  supprimer  des  termes  d'une  suite  complète  pour  obtenir  une 
suite  incomplète.  Dans  ce  cas,  il  existe  au  moins  une  fonction  ortho- 
gonale à  toutes  celles  de  la  suite,  et  qui  n'est  évidemment  pas  reprt-- 
sentable  par  une  série  de  la  forme  (i5  ).  Le  plan  P,  quoique  ayant  une 
infinité  de  dimensions,  ne  représente  qu'une  section  de  l'espace  fonc- 
tionnel. 

On  démontre  aisément  que  toute  suite  incomplète  peut  être 
déduite  d'une  suite  complète  par  suppression  de  termes  en  nombre 
lini  ou  infini. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  fonctions  d'une  suite  soient  orlhoi;o- 
nales  pour  qu'on  puisse  se  poser  la  question  de  savoir  si  la  variété 
linéaire  qu'elles  définissent  constitue  ou  non  tout  l'espace  fonc- 
tionnel. Ainsi,  considérons  la  suite 

(  19  )  1,   X,   X-,    .  .  .  ,    T",    .  .  .-. 

Par  application  du  procédé  indiqué  n°  94,  on  en  déduit  une  suite  de 
polynômes  orthogonaux 

CiO)  1,      fitt),     fiit),       ...,      fn(t),       ..., 

qui  sont  bien  connus  sous  le  nom  de  polynômes  de  Legen^he.  Les 
/i  premières  fonctions  de  la  suite  (20)  sont  évidemment  des  combi- 
naisons linéaires  et  homogènes  des  fonctions  correspondantes  de  la 
suite  (19),  et  inversement.  Une  fonction  orthogonale  à  toutes  les 
fonctions  d'une  des  suites  le  serait  à  toutes  celles  de  l'autre;  on 
démontre  qu'il  n'en  existe  pas,  et  par  suite  la  variété  linéaire  définie 
par  les  fonctions  (20)  constitue  tout  l'espace  fonctionnel. 

On  voit  que,  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  suites  de  fonctions 
orthogonales,  si  l'on  se  donne  une  suite  de  fonctions  non  orthogo- 
nales, 

comme  la  suite  (19),  et  si  Ion  démontre  qu'aucune  fonction  ne  peut 
être  orthogonale  à  la  fois  à  toutes  ces  fonctions,  on  peut  affirmer  que 
la  variété  linéaire  qu'elles  définissent  constitue  tout  l'espace  fonc- 
tionnel. On  peut  approcher  en  moyenne  autant  que  l'on  veut  de  toute 
fonction  de  carré  sommable  par  une  somme  de  la  forme 

«l?i  Cl-H  «2'-p2(  <,)  -H.  .  .-!-  Cln^nit)' 
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SeulemonL  la  dillércnce  essentielle  entre  ce  cas  et  le  cas  des  fonctions 
orthogonales  est  que,  lorsqu'on  améliore  indéfiniment  l'approxima- 
tion, n  augmentant  indéfiniment,  le  coefficient  Oi  d'indice  fixe  /  ne 
reste  pas  fixe.  Au  contraire,  dans  le  cas  des  fonctions  orthogonales,  on 
peut  prendre  le  coefficient  donné  |)ar  la  formule  (5  ),  qui  dépend  de  i 
seulement  et  non  de  n. 

97.   Changements  d'axes  rectangulaires  dans  l'espace  fonctionnel. 
—  Considérons  dcuv  suites 

(>.\)  fl^t),     /îU),        ...,      /n(t),       .... 

(9.9.)  Oi(t),       tfoÙ),        ....        «p«Ù>,        ..., 

de  fonctions  orthogonales  et  normales,  la  première  étant  complète. 
En  posant 

Cl,,i=    f      J'ii^  t  \zn  t)(tt, 

on  peut  donc  écrire 

(9.3)  ^i^  f)  =  Ci^,-fi(t}^Ctjfz(t)-{- 

Le  fait  que  les  fonctions  ^{{t)  soient  orthogonales  et  normales  s'ex- 
prime par  les  conditions 


[   Ci,,c,,y-4-C2,/C2,y-h...=  o  {IT^J)- 

La  résolution  des  formules  (aS)  par  rapport  aux  fonctions  yy%(i) 
est  d'ailleurs  possible  ou  non,  suivant  que  la  suite  (22)  est  elle-même 
complète  ou  non.  Si,  en  eft'et,  cette  suite  est  complète,  on  peut  inter- 
vertir le  rôle  des  suites  (21)  et  (22)  et  écrire 

(25)  //,(  O  =  CA,i?i(M-t-C/,,2r2<r»+ 

Réciproquement,  si  les  fh{t)  s'expriment  par  des  séries  de  fonc- 
tions <^i{t),  toute  fonction  de  carré  sommable  ^(j),  pouvant  être 
approchée  en  moyenne  autant  qu'on  veut  par  une  somme  de  fonc- 
tions fh{t)  en  nombre  fini,  peut  l'être  aussi  par  une  somme  de  fonc- 
tions '-3/(0?  ^6  qui  prouve  que  ces  fonctions  forment  une  suite  com- 
plète. 

Dans  ce  cas,  le  fait  que  les  fonctions  fhij).,  données  par  la  for- 
mule (20  ),  soient  orthogonales  et  normales,  s'exprime  par  les  for- 
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mules 

{■ib)  '. 

i  c/,,1  c/,,1  -^  c/,,2 c/,,2 -T- . .  .  =  o         {n  ^  A  }. 

Dans  le  cas  contraire, /^  (/)  est  la  somme  de  la  série  (aS),  et  d'une 
fonction  ghit)  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  ^i{t)^  et  qui,  pour 
au  moins  une  valeur  de  /«,  n'est  pas  identiquement  nulle.  Si  c^  est 
son  module  fonctionnel,  celui  de  /a(^)  étant  i,  on  a  pour  cette?valeur 
de  h 

(27)  c|,,,-+-c2^2-H.--=  I—  ?A<I- 

On  voit  d'ailleurs  sans  peine  que  la  somme  SpJ^  (finie  ou  infinie)  est 
égale  au  nombre  de  fonctions  qu'il  faudrait  ajouter  à  la  suite  (22) 
pour  la  rendre  complète. 

Contrairement  à  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  d'un  tableau  fini  de 
11-  coefficients  a  y,  le  système  (26)  n'est  donc  pas  une  conséquence 
nécessaire  du  système  (24).  S'il  est  vérifié,  et  dans  ce  cas  seulement, 
le  système  (23)  est  résoluble,  par  rapport  aux //,(/),  par  la  for- 
mule (25). 

Si  les  deux  suites  (21)  et  (22)  sont  complètes,  une  fonction  x{l) 
de  carré  sommable  est  de  la  forme 

1  1 

les  «,et  a/j  étant  les  coordonnées  rectangulaires  dans  deux  systèmes 
ditïérents.  On  a,  pour  passer  dun  système  à  l'autre, 


Ji  =    j      f/i'  t)X 


«A  =    /      f/i'  t)x{t)  dt, 

ou,  en  remplaçant  'fk{t)  par  sa  valeur  (23), 

(28)  a/=  Ci,,ai-h  C2,,«2-i-- •  •  • 
On  a  de  même 

(29)  rt/^—  C/,^l-f-  C/,,,<72  + 

Cette  dernière  formule  n'étant  vraie  que  si  la  suite  (22)  est  com- 
plète, on  voit  que  la  formule  (28)  n'est  résoluble  par  rapport  aux  «/, 
les  conditions  (24)  étant  supposées  vérifiées,   que  lorscpie  les  éga- 
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lités  (:>Ji)  sont  vraies  aussi,  cl  non  rinrgalilé  {:i~).  H  suffit  même, 
d'après  ce  qui  précède,  de  vérifier  la  première  égalité  («')j;  l'aulrc  en 
résulte  nécessairemcnl,  el  dans  ce  cas  la  résolulion  cherchée  esf 
donnée  par  la  formule  i-H)). 

1)8.  La  fonctionnelle  considérée  comme  fonction  d'une  infinité 
dénombrable  de  variables  indépendantes.  —  D'après  ce  (pii  pr<'(c(|c, 
la  donnée  d'une  fonelion  x{l)  de  carré  sommable  dans  l'inUir- 
\n\\c  (  G,  i)  équivaut  à  la  donnée  d'une  suite  de  coefncienls  «,,  a^,  ... 
tels  que  la  série  ^lal  converge.  La  théorie  des  séries  Irigonomélriques 
nous  avait  déjà  conduit  à  ce  résultat;  la  théorie  générale  des  séries  de 
fonctions  orthogonales  nous  donne  une  infinité  de  manières  de  l'ob- 
tenir,  chacune  définissant  un  système  d'axes  rectangulaires  dans 
l'espace  fonctionnel. 

Une  fonctionnelle  Uj[ii?(f)J|  peut  alors  clic  considérée  comme 
une  fonction  des  variables  «7,,  a-,,  .  .  . ,  (t„,  .  .  . 

U  I  [xi  t)]  I  =  «(«1,  «2)    •  •  ■  ;  <"';;)    •  ■  •  '• 

La  dislance  de  deux  points  de  l'espace  fonctionnel  étant  définie  par 
la  formule 

r-z=   I     [  Kl  /  I  --  .ri  /)]-  dt  —  Si  6„—  a„  i- 
OÙ 

a„  =   /    7/(1  t  )X{  t)  dt, 
•-  0 

b„=  /  fn{i^yyt)dt, 

i-  0 

cela  revient  au  même  de  dire  que  la  fonctionnelle  L  est  continue,  ou 
que  la  fonction  u  est  continue,  les  définitions  de  la  continuité  étant 
celles  qui  résultent  de  la  définition  de  la  distance. 

Il  est  facile  d'établir  une  relation  entre  les  dérivées  partielles  - — 
et  la  dérivée  fonctionnelle  U'^,.  On  a 

oU  =  /     V'x^oc  dt  =^  Z  Un  oa,i, 
u,i  désignant  le  coefficient  de/„(/)  dans  le  développement  de  L'_^..  On 
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en  déduit 

De  ces  formules  résulte  immédiatement  la  relation 


.31)  A,Li=r 

•y  n 


1 


Cette  expression  A,  L  est  /e  paramètre  différenliei  du  premier 
ordre.  En  langage  géométrique,  elle  représente  le  maximum  de  (^L)- 
lorsque  ox  a  pour  module  fonctionnel  i,  ou  en  d'autre  terme  la  valeur 

de   (-7—)      pour   un    déplacement   normal    à    la    surface    de    niveau 

L  =  const.  En  la  calculant  à  partir  de  celte  définition,  on  arrive 
à  l'une  ou  à  l'autre  des  expressions  (  3i)  suivant  que  l'on  définit  nn 
point  de  l'espace  fonctionnel  par  la  fonction  x{t)  ou  par  ses  coor- 
données à, ,  «o,  .  .  . ,  a,,-,  .  .  .  • 

99.  Du  point  de  vue  qui  vient  d'être  exposé,  on  peut  déduire  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Fréchet  sur  les  fonction- 
nelles linéaires  définies  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  som- 
mables. 

Une  telle  fonctionnelle  est  évidemment  de  la  forme 

cette  série  devant  être  convergente  toutes  les  fois  que  ^af^  converge. 
Il  en  est  bien  ainsi  si  F(  /?)  =  c^  +  q  -f- .  .  .  -f-  c,^,  tend  vers  une  limite 
pour  71  infini.  Je  dis  que  cette  condition  est  nécessaire  ;  pour  le 
prouver,  nous  allons  montrer  que,  si  F(/i)  devient  infini,  on  peut 
choisir  les  <7„  de  manière  que  ^af^  converge,  mais  non  Sc/,6r„. 

Si  les  c,i  ne  tendent  pas  vers  zéro,  on  peut  choisir  une  suite  de 
nombres />,,y>o,  ...,/)v?  •••  tels  que  les  c  correspondants  soient  tous  du 
même  signe  et  supérieurs  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  /> .  Il 

suffit  alors  de  prendre  a,i  =  -  si  n  est  un  des  nombres  />v,  et  zéro  dans 
le  cas  contraire. 
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SI   1{!S  (•„   Icmiciil   \rr-,  /cki.    I'"( //  i   et  F(/t  +  i)  soiil   ('-(juivalenls. 
Prenons  ;il()i> 

,  _       I  I          _  F(  //  -f-  I  )  —  F(  «  ) 

"       l'"  I  n  I  i'(n-^i)          V  { Il  )  F  (  rt  -j-  1  ) 

(  )ii  en  tifdiiit 

F  i  «  -f- 1  )  —  F  (  n  ) 


Celle  iliUi'iencO  C>1  é([iii\  iilenle   à    loi;  !-'( /j -j- 1)  —  l()gF(//),    el  ^Cnan 
«IcvieiiL  iatiiii. 

Il  laiil  donc  que  ïc,^  converge.  Aux  coefficients  d  correspond  alors 
une  fond  ion  o{t)  de  carré  soni  niable,  et  la  fonctionnelle  cherchée 

sécril 

^i 

ce  qui  esl  la  lonmile  de  M.  Fréchel. 


CHAPITRE  Vin. 

TRANSFORMATIONS  PONCTUELLES  DANS  L'ESPACE  EONCTIONNLL. 


SoMMMRi-:  :  Niilions  j^énéiales.  —  Notions  sur  les  cqualioiis  iiité|^rale.s  de  pic- 
mière  espèce.  —  Equalioas  à  limites  fixes  de  deuxième  espèce,  ou  équaIi()^^ 
de  Fredholin.  —  Equations  à  limite  supérieure  variabl<'.  on  de  \olieira. — 
Conespondauces  l'iiéaiies  coiiliiiues.  —  Cori'ispondancc-;  dépendant  linéaire- 
ment d'un  paramètr(\  —  Transformations  non  linéairis.  —  Pœmarques  sur 
les  surfaces  de  l'i'space  fonctionnel  et  sur  Ic^  Iran^foini.it  imi^  inlinilé^imalc-. 
—  Equations  intégro-diUérentielles. 

100.  Notions  générales.  —  Dans  1  espace  à  n  dimensions,  une 
transformation  ponctuelle  est  une  relation  entre  un  point  A,  de  coor- 
données a:,,  x'o,  .,.•  -^rt?  6t  un  point  B,  de  coordonnées  )^,,  y-^,  —  y„. 
Les  coordonnées  de  B  étant  données  en  fonction  de  celles  de  A,  c'est 
un  problème  fondamental  de  résoudre  les  formules  par  rapport  aux 
coordonnées  de  A;  c'est  le  problème  de  l'inversion  de  la  relation 
donnée.  On  traite  d'abord  le  cas  linéaire;  on  a  à  résoudre  un  système 
de  relations  algébriques  linéaires;  le  problème  est  r(''Solu  aisément 
par  l'introduction  du  déterminant  du  système.  Dans  le  cas  général,  la 
notion  fondamentale  est  celle  du  déterminant  fonctionnel;  si  ce  déter- 
minant n'est  pas  nul,  on  peut,  au  moins  dans  une  certaine  région, 
exprimer  les  coordonnées  de  A  en  fonction  de  celles  de  B. 

Nous  suivrons  la  même  marche  dans  l'espace  fonctionnel.  Nous 
étudierons  d'abord  le  cas  linéaire,  ])uis  le  cas  non  linéaire.  L  ne  difti- 
culté  fondamentale  provient  de  ce  qu'une  variété  linéaire  à  une  inli- 
nité  de  dimensions  peut  représenter  tout  l'espace  fonctionnel  ou  n'en 
constituer  qu'une  section;  pourtant,  elle  aura  toujours  la  même  géné- 
ralité, en  ce  sens  que  l'on  peut  établir  une  correspondance  biuiii- 
voque  entre  les  points  de  deux  telles  variétés. 

Considérons  deux  fonctions  x{t)  eXy{t)^  t  \arianl  de  o  à  i,  re|)ré- 
sentées  par  deux  points  A  et  B  de  l'espace  fonctionnel.  J^a  correspon- 
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(Iniicc  crilir  ces  points  rsl  liDCiiin*  cl  iV-soliihlc  piir  i;i|)|ii)it  à  H  >i, 
|)()iir  cliacitu'  valeur  de  f^  y{/)  esl  uik;  fonclioiuiellc  liiniairc  de  ./•. 
Sii|)|)()soiKS  (•e(l(!  fonctioiniflle  de  la  forme  de  iNF.  Volterra.  On  a 


=  /■'/- 


'  r  )  yi  /  )  :-   I     ft  s.  (  )x( s)  dt         (  o  <  /  <  i  i. 

Le  prohlrinc  (jui  se  pose  est  di;  savoir  si  celte  (';(jualion  |)eul  se 
l'i'soiidre  |)ai'  rapporl  à  x{s).  Une  lelle  é(jiiatloii,  lorsque  la  fonclioii 
/(5,  /)  esl  liaie,  est  ce  qu'on  appelle  une  intégration  de  pveniu'ie 
espèce.  La  fonction /(.v,  0  est  appelée  noyau  de  cette  équation. 

Elle  ne  constitue  qu'un  cas  particulier  du  problème  posé,  puiscpic 
y{t),  considéré  comm(>  tonclionnelle  linéaire  de  x{t),  peut  n'être;  |)a^ 
<le  la  forme  de  M.  Volterra;  ce  cas  n'est  même  pas  le  plus  importaui. 
Xous  ne  nous  attacherons  d'ailleurs  pas  à  étudier  le  cas  général  lel 
(ju'il  résulte  des  considérations  des  n°*  49  et  oO,  mais  nous  nous  eou- 
lenteions  de  donner  quelques  indications  sur  les  cas  les  ])lus  impor- 
tants. Pour  plus  de  détails,  on  consultera  avec  profit  le  Cours  d\inn- 
lyse  de  M.  Goursat,  ou  les  Ouvrages  sur  les  équations  intégrales  de 
VL  Lalesco  et  de  M.  VoltciTa. 

101.  Notions  sur  les  équations  intégrales  de  première  espèce.  - 
Voyons  d'abord  ce  que  donne,  appliquée  à  l'équation  (i),  la  méthode 
du  passage  du  liai  à  Tiiilini.  Posons 

*■,=   —>       Xj  =^  X[  Si)  (j  =  I.   2 pi, 

P 
On  peut  considérer  l'équation  (i  )  comme  limite  du  système 

'  2  ,'  y'j  =  CxjXi  -f-  CijXj,         .  .  .  +  Ci,J  X 

Y^'j  =  '-  /'  *M  0  )  ;  (  y  =  I ,  '-i,  •  •  • ,  7 J . 

j)  et  cj  devenant  infinis.  Mais  ce  point  de  vue  ne  conduit  à  aucun 
résultat  précis.  Si  p  =  rj,  la  solution  du  système  est,  en  général,  bien 
déterminée.  Si  /?  <^  ^,  il  y  a  en  général  impossibilité.  Si  />  >-  ^,  il  y  a 
en  général  indétermination.  Les  trois  cas  pouvant  aussi  bien  conduire 
à  la  limite  à  la  même  équation  (i),  et  les  conclusions  qu'on  peut  s  at- 
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tendre  à  tirer  du  |)assage  à  la  limite  étant  contradictoires,  on  voit 
qu'on  ne  peut  pas  s'attendre  à  ce  que  l'étude  du  sjslénie  (2)  conduise, 
dans  le  cas  général,  à  une  théorie  de  l'équation  (1). 

11  n'y  a,  d'ailleurs,  aucune  raison  de  considérer  comme  plus  naturel 
de  prendre  p  =1  q.  Cela  conduirait  à  l'idée  que  l'équation  (1),  dans  le 
cas  général,  détermine  bien  -f^s).  Or,  s'il  en  était  ainsi,  en  ne  consi- 
dérant que  les  valeurs  de  t  comprises  entre  o  et  ->  on  aurait  indéter- 
mination, et,  en  posant  t  =^  ?.t  Qi y{t)  =  ■iri(z),  on  aurait 


■i]{-.  \  =■   I     f(s,-]x{s)ds, 


équation  du  type  (i),  t  et  5  variant  de  o  à  i,  et  dont  la  solution  serait 
indéterminée.  On  voit  bien  qu'il  n'y  a  aucune  conséquence  à  tirer  du 
fait  que  les  intervalles  de  variation  de  s  et  t  soient  égaux,  cette  cir- 
constance pouvant  toujours  être  réalisée  par  un  changement  d'unité 
sui"  l'une  des  variables  .v  et  /. 

102.  L'introduction  de  la  notion  de  fonctions  orthogonales  va  nous 
donner  des  résultats  plus  précis.  Supposons ^"(5,  t)  de  la  forme 

chacune  des  suites 

(4)  ?l(-«),      '^i(s)-,       9n(s),       

(5)  'biit).       <L2(0,     '••-,       '^nii),       ..., 

étant  composée  de  fonctions  orthogonales  et  noruiales  (  '  ).  Remar- 
quons que  la  série  -c,^  est  nécessairement  convergente,  si  f(s^  t)  est 
de  carré  sommable,  car 


•^0      «^0 


l)  ds  dl  =  c  j  -i-  c|  -t-  .  .  .  -I-  r-,2 


(')  Une  fonction  /(s,  t),  de  ciirré  sommable  dans  le  caiTe  o<;5-<i,  o</-<i,  ])eul 
d'ailleurs  être  roprésentéc  pur  une  série  de  la  forme  (3),  eon\ergcnte  en  moyenne. 
Ce  résultat  se  déduit  de  l'étude  des  équations  intégrales  de  deuxième  espèce  Voir 
sur  ce  sujet  les  Ouvrai;cs  cités  n"  101  ou  le  remarquable  Mémoire  de  M.  E.  Sclimidt 
(Mathematisc/ie  Annaleii.  t.  LXII  el  LXIII).  Nous  reviendrons  sur  cette  ([ueslion 
au  Chapitre  I\  i\v  la  Irnisièmc  Partie,  dans  le  cas  où  la  fonction  f{s,()  est  sj'uié- 
lri(|uc. 
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Eu   |)().s;illl 
(())  (li—  I     io,(.s)x(s)ds, 

rc(ju;ilinii  (  i)  s  ('cril 

(  7  )  .r  (  0  =  f|  «I  '^1  (  O  -+-  c.  22 •:-.(/)-+-... H-  r„  '/„  'b,,  (  <  j  -4- 

Si  les  suites  (^4)  et  (5)  sont  couiplètcs,  on  ])cul  (lé\olo|j|jci-  )'(/j  ou 
série  de  t'onelions  '^{i)-  En  désignant  par  3„  le  eoeflieienl  de  '}«(^), 
il  vient  p„==c„a„.  La  série  S [3,^  est  sùrcuieuL  (convergente,  mais  c^ 
tend  vers  zéro  et  l'on  ne  peut  affirmer  que  loif^  converge.  La  conver- 
gence de  cette  série  est  alors  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existenc<; 
d'une  fonction  de  cari*é  sommahle  x{s)^  correspondant  par  la  for- 
mule   (G)    aux    focfliclents    ci.i=  —   (condilion   de  M.  E.  J'icard). 

Ci     ^ 

Cette  fonction  csl  alors  bien  déterminée. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  les  suites  (4)  et  (5>  sont  complètes,  l'équa- 
lion  (i)  établit  une  correspondance  biunivoque  entre  l'espace  fonc- 
tionnel tout  entier,  décrit  par  x(.s),  et  une  partie  de  cet  espace, 
décrite  par  j(i).  (Nous  considérons  ici  l'espace  fonctionnel  représen- 
tant l'ensemble  des  fonctions  de  carrés  sommables.)  La  partie  décrite 
par  j'(f  )  est  définie  par  des  conditions  de  continuité. 

Pour  se  rendre  compte  delà  nature  de  cette  condition,  plaçons-nous- 
dans  le  cas  particulier  où  fis,  t)  =  o,  si  5  <  ^  et  i  si  5  >  ^.  l^'équa- 
tion  (  i)  s'écrit  alors 


S  )  ds. 


Le  champ  fonctionnel  décrit  jiar  )''(?)  est  celui  fies  fonctions  s'annu- 
lant  pour  t  =  o  e\  admettant  une  dérivée  de  carré  sommable;  cette 
dérivée  est  x{s).  Dans  ce  champ,  la  définition  naturelle  de  la  distance 
de  deux  fonctions  )-(  t)  et  ^  {t)  est  donnée  par  la  formule 


r 


\\\t)-y(t)fdt. 


Avec  cette  détinition,  et  la  définition  habituelle  dans  h-  champ 
des  x{s),  la  correspondance  entre  les  deux  fonctions  est  (continue;  le 
point  représentant  l'une  des  fonctions  tendant  vers  une  limite,  celui 
représentant  l'autre  tend   aussi  vers   une  limite.   Avec  la  définition 
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habituelle  de  bi  dlslance  dans  le  champ  des y(^),  .x(s)  ne  dépendrait 
évidemment  pas  deyi  t)  d'une  manière  continue. 

Appliquons  maintenant  la   méthode  j^énérale.  La   fonction  f{.s,  /  i 
considérée  s'écrit 

fis,  /  )  —^ cos(  n  -; )-s  sin  (  n Jt:^ 


l.a  relation  entre  les  développements  correspondants  de  x(s)  et  y(t} 
esl  alors 


C()S  (  n  H —  I  7:5, 


«  -! 


(comme  il  est  bien  évident,  puisque  y  est  la  jnnmitive  de  x),  et  la 
condition  de  M.  Picard  est  que  la  série  !'(/?  +  -  J  [îi,%  ou  plus  simple- 
ment la  série  -/?-  ^'f^,  soit  convergente.  Cette  condition  est  équiva- 
lente à  celle  que  j'(i)  soit  une  fonction  s'annulant  à  l'origine  et  ayant 
une  dérivée  de  carré  sommable. 

103.  Des  circonstances  toutes  différentes  se  présentent  si  les 
suites  (4)  et  (5)  ne  sont  pas  complètes  toutes  les  deux. 

Supposons  d'abord  que  la  suite  (4)  soit  complète,  mais  non  la 
suite  (5).  Des  conditions  sont  alors  nécessaires  pour  que  y  (t.)  soit 
représenlable  par  une  série  de  fonctions  'i>(0-  Si  y(  t)  vérifie  ces 
conditions,  on  peut  continuer  comme  dans  le  cas  précédent.  On 
\oit  donc  que  le  problème  est,  en  général,  inq^ossible,  jamais  indé- 
terminé. 

Supposons  maintenant  la  suite  (5)  complète,  mais  non  la  suite  (4  )• 
Si  la  condition  de  M.  Picard  est  vérifiée,  on  peut  trouver  une  infinité 
de  fonctions  x(s)  vérilianl  les  relations  (6);  elles  sont  représentées 
par  la  formule 

./•(.s-  )  =  i:a„cp„(5;  H-  Ï(a-)  =  X{s)  -h  U^)- 

ç(s)  étant  une  fonction  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  o,,  (a). 

Si,  enfin,  aucune  des  suites  (4)  et  (5)  n'est  complète,  on  trouve  : 
d'une  part,  des  conditions  de  possibilité  inqjosées  à  )(/):  d'autre 
part,  indétermination  pour  i(\s).   Il  n'y  a  aucune  rekition  entre  le 
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iii)iiil)ic  (le  ((iikIiI  loiis  iiii|i(»s<''cs  il  }'(;')  ri  le  lutinhrc  «le  pii  liimrli'es 
iliMil  (l(|M'iiil  )i  s  I.  Ir  |H('iiii('i'  (le  CCS  iKimhrcs  (l(''|)cii(|;iii  I  de  lu 
siiilc  (  .")  )  cl   le  sccdinl  i\c  l;i  siiilc  (  f  l. 

On  iiitticiil  ;iiiisi  (les  cii(()iisl;iiiccs  loiilcs  (iiilcniitcs  fJc  celles  rcn- 
c()ulr(''cs  (liiiis  IcIikIi'  (les  corropinidimces  linéaires  dans  l'espace 
;'i  //  diîncnsioMs.  L;i  circoiisliuice  cssenlicdle  do  celte  élude  est  nue,  si 
le  delerniinanl  des  coefficients  est  nul,  ainsi  c[ue  ses  mineurs,  jusqu'à 
Tordre  p  —  i,  les  i-  doixerJ  \érilier  /;  coiidilions  de  jiiissihilih'-,  et 
les  a:  dépendeni  (///  inrine  noiithrc  p  de  paianiélres;  d'ailleurs,  en 
;;énéral,  le  délcrniinant  nest  jias  nul,  et  le  prohléme  est  toujours 
possilile  et  d(''lerininé. 

Ces  circonstances  ne  s'étendent  pas  à  l'espace  fonclionnel.  il  \  a 
e(>rres|)ondance  hiiinivoque  enti'c  les  fVtnctions 

et  les  IducIioiis 

y(t)  =-  ':Lc„y.„'h„il ). 

telN^s  ipie  "^((^  e(Uiverge,  niai>  non  entre  des  (onctions  quelconques 
de  carrés  soninial)les. 

10  i.  Nous  allons  nuimtenanl  étudier  des  cas  dans  lesquels  la  théorie 
ordinaire  des  équations  linéaires  se  généralise,  et  dans  lesquels,  s'il 
V  a  p  conditions  de  possibilité,  la  solution  dépend  fie  p  paramètres 
arbitraires. 

L  n  premier  cas  est  celui  on  la  (onction  y  (.v,  /)  est  symétrique.  On 
peut  monti-er.  dans  ce  cas,  que  les  deux  suites  (4)  et  (5)  sont  iden- 
tiques. Elles  sont  alors  complètes  en  même  temps  ou  incomplètes  en 
uKMue  temj)s.  et,  dans  ce  dernier  cas,  il  faul  ajouter  le  même  nombre  p 
de  fonctions  pour  les  compléter  ce  nombre  étant  fini  ou  infini).  Ce 
cas  vérifie  dt>nc  bien  la  condition  énoncée,  à  cela  près  qu'il  faut  tenir 
compte  de  la  condition  de  M.  Picard. 

Deux  autres  cas  sont  ceux  des  équations  intégrales  de  deuxième 
espèce  et  des  équations  à  limites  variables.  Ils  vont  nous  donner  des 
exemples  de  correspondances  bien  définies  dans  le  champ  de  toutes 
les  fonctions  de  carrés  sommables,  l'équivalent  de  la  condition  de 
M.  Picard  n'existant  plus.  Nous  verrons  ensuite  un  cas  plus  général. 

lOo.   Équations  à  limites  fixes  de  deuxième  espèce,  ou  équations 
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de  Fredholm.  —  On  appelle  ainsi  rccpiation  int(''gralc  linéaire 


(8)  y{t)=^x{t)  +  X  I    fis,  t)T(s)<h  (n<f 


{')■ 


Les  équations  de  ce  tjpe  se  présentent  iréqueiument  dans  les  appli- 
cations. Si  t  est  un  paramètre  fixant  la  position  diin  point  sur  un 
contour,  et  si  x  el  y  sont  des  grandeurs  physiques  définies  en  chaque 
point,  il  arrivera  souvent  que  la  valeur  de  y{  t)  en  un  })oint  soit  une 
fonctionnelle  linéaire  de  .r  qui  dépende  spécialement  de  sa  valeur  .z"(^) 
au  même  point.  On  a  alors  une  équation  du  type  (8). 

Dans  ce  cas,  la  solidarité  qui  existe  entre  les  valeurs  de  x  et  y  en 
un  même  point  permet  de  déduire  des  conséquences  du  fait  que  ces 
deux  fonctions  sont  définies  dans  le  même  intervalle.  On  peut  espérer 
obtenir  des  résultats  généralisant  mieux  la  thc-oriedes  (''quations  algé- 
briques linéaires  que  ceux  relatifs  à  lécpiation  ii  .  Nous  allons  y 
arriver  par  la  méthode  de  passage  du  fini  à  linfîni. 

Posons 


Si       =   -  , 

n 

av  =  00 i  Si), 

"  =  i' 

^'-^iS) 

c/,y=  f/C-^v, 

'j^      ^'-J 

r^'équation  (8)  apparaît  comme  la  limite  du  système 

JK«  =        À  (-•!,„       .r,  -+-       À  c,,„       .r,  -+-...  -H  (  I  -^  À  (n.ji  )  ,r„. 

Ce  système  difière  du  système  (  2)  par  l'addition  du  terme  1  dans 
les  coefficients  de  la  diagonale  principale.  Cela  change  son  aspect,  el 
l'on  peut  obtenir,  en  le  résolvant,  des  formulas  sur  lesquelles  le 
•passage  à  la  limite  s'efieclue    sans  difficullé.   Indiquons    seulemeni 


(•')  La   présence   tlu   facteur  \  n'augmente  en  rien   la    généralité.   pui>([u"c>[i    piut 
remplaçai-  7</{s,  t)  par/(s,  t);  elle  facilite  l'exposé  de  la  liiéorie. 


CIIM'.    VIII.—    TltA.NSl  ORMATIONS    l'ONCTlJ  KI.LKS    DANS    l'kSPACK    KONCTION.NKI..       iV 
(Oïliineiil   sf  |»r(''s('iilc  Ir  ciilciil  pour  le  diin  iiiii  ii;il  riir 
I  -\-  },  r-i.,  ).  Ci^i  .  .  .  Àc'„,i 


A„=- 


i--Xc,  ., 


1  -i-  Xc, 


r)évelo))|)(>iis-l('  en  srric  siii\inil  les  puissances  croissaiilcs  de  A.   1.»' 
Icniic  coiislanl   csl    i.   Les  cocniciciils  de   A  el   ),-  soûl    i'es|tc(l  i\  cinrul 


/    -,   - 

2  ^•'■■'■=^2- — ^ 


V 


■'iji'  i) 


n     II  ! 


f 


fi  1,1 
•Il     II 


et  tendent  \ers 


il 


dtx  dli 


(ie  facteur  provenant  de  ce  que  les  deux  termes  ol)lenus  en  permu- 
tant /  et  y,  qui  ne  doivent  être  comptés  que  pour  un,  sont  comptés 
deux  fois  dans  le  développement  de  l'intégrale  double  ;  ce  dernier 
développement  introduit  aussi  des  termes  pour  lesquels  i=J-,  niais 
il  n'en  résulte  aucune  difficulté,  leur  somme  tendant  vers  zéro  j. 

Dune  manière  générale,  les  termes  successifs  du  développement 
de  A„  suivant  les  puissances  croissantes  de  A  tendent  vers  les  termes 
correspondants  de  l'expression 


^1  5,      .1   ^ 

=  n-X  I    fit,,  ,,)dt,--  I     j 


M'.c-r 


p  ■  J, 


f(tl.      /.      I  ...  /(t;,,       t.,     I 


./■('l.      f,>) 


j'i     //',      ',' 


fit,    lit-, 


X  r//i  dt.^  .  .  .  dt,,- 


expressi'on  qu'on  appelle  déterminant  de  l'équation  (8). 

Le  numérateur  de  l'expression  qui  donne  xi  se   déduit  de  A„  en 
remplaçant  par  y,,  y.,^  . . . ,  )„  les  éléments  de  la  diagonale  de  rang  /. 
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Les  coetlicieiits,  qui  soiil  des  niiaeurs  de  A,,,  sont  infiniment  pelils- 
avec  — j  à  l'exception  du  eoeflicienl  de  )'/,  mineur  correspondant 
à  un  élément  de  la  diagonale  princi|)ale;  c'est  un  déterminant  ana- 
logue à  A„,  et  qui  a  même  limite.  On  a  donc  des  expressions  de  la 
forme 

.r,_  . ^- _, 

les  coefficients  C/  ,  étant  des  infiniment  petits,  de  Tordre  de  -•  A  lii 
'■'  '  '  /i 

limite,  on  est  conduit  à  une  expression  delà  forme 

iioi  ./■!  .s)  =  )-i  5  I -f- >.   /      F  is,  i  )y{  t  )  (// , 

F(.ç,  /)  désignant  une  fraction,  dont  le  d(''noMiinaleur  est  A.  et  dont  1(" 
numérateur  est  une  série  analogue  a  celle  qui  donne  A. 

Ainsi,  nous  sommes  conduits  à  une  expression  de  x{s)  en  fonction 
'\e y  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  donne  y(j)  en  fonction  de  x.  Le 
noyau  f(^s^  t)  est  seulement  remplacé  par  la  fonction  F(.v.  /').  qu'on, 
appelle  noy-aa  rèsohant. 

Bien  entendu,  la  méthode  que  nous  venons  d  indiquer  n'est  qu'une 
métliode  d'induction,  dont  on  pourrait  difficilement  tirer  la  démons- 
1  ration  rigoureuse  de  l'équivalence  des  formules  (8)  et  (lo). 
AL  Fredliolm.  à  qui  est  due  la  tlu'-orie  de  l'équation  (8),  a  vérifié 
directement  l'exactitude  de  la  solution  donnée  jiar  la  formule  (8). 
Contentons-nous  d'énoncer  ses  j^rincipaux  rc'sultats  : 

i"  Le  novaii  f{s^  t)  étant  supposé  fini,  la  série  A,  et  la  série  ana- 
logue qui  représente  le  numérateur  de  F(.v,  /),  sont  toujours  convei- 
gentes.  Ce  sont  des  fonctions  entières  en  ),. 

2°  Si  le  déterminant  A  n'est  pas  nid,  la  solution  de  l'équalion  (8  ) 
est  unique,  et  donnée  par  la  formule  (  lo). 

.*)"  Si  A,  qui  ne  peut  être  identiquement  nul,  puisque  A  =  i  pimr).  ^  i , 
a  une  racine  d'ordre  h  pour  la  valeur  considérée  de  A,  la  fonction  J'(  ^  » 
doit  vérifier  h  conditions  de  la  forme 

/     Oi(t)y{  t  )  dt  =  i^         i/=i,2,   ...,//). 

Si  ces  conditions  sont  vérifiées,  l'équation  (8)  admet  des  solution^ 
dépendant  linéairement  de  h  constantes  arbitraires. 
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Les  circoiisiaiico  tjiie  I  nu  pciil  rcucdiit  rcr  diiii-  I  cIikIi-  «le  I  (•(jii.i- 
lion  de  hrcdlidlm  sont  donc  cxiichiniiit  \r>  tiUMiics  ([IK-  I  on  icucoiilrr 
d.ins  l'ctudc  des  s\^l«'iiit'^  d  (■(|iiiil  ions  ;ilj4«'l)il(jiics  liii('-air<'><. 

l'otir  les  éqiuitions  diiii  l\|)c  |»liis  général,  sans  avoir  ("oriné  ('\|)li- 
cilniiriiL  ilans  Ions  If^  cas  rcx|)i  c^^ion  (|in  ^c-iK-ralise  le  d(''lcnninaiU. 
nous  dirons  ((uniie  relation  linéaire,  dijnnanl  y{  t  )cn  tonetion  de  Xi  s). 
adni<-l  tin  délerniinanl .  el  (|iie  eelui  ci  n'est  pas  nul.  loistjue  la  réso- 
liilion  |>ar  rapport,  a  .r  est  toiijonrs  possil)le  el  dclcrminee  dan^  lé 
champ  (le>  lonctions  de  eaires  soinmaltles. 


10(>.  Équatious  à  limite  supérieure  variable,  ou  de  Volterra.  — 
Elles  peii\ent  être  de  première  on  de  deuxième  es|(èee.  (  )n  a  ainsi 
les  deux  l\jies  d"érpialion> 

(11)  yt/)=   I    /{S,  i  )x(s }  cis, 

•   (I 

-,  I 
(17)  y   /  .  =  ./(^Z  ) -f- À   /     f\  s^  l '.i-f  s  \  ils. 

•   0 

Si  /  varie  Je  o  à  un^^  valeur  V.  on  peut  se  proposer  de  «lètermiuei'  la 
(onction  X  dans  le  mènii'  iiilei\alle  (  o,  T). 

Ces  équations  peuvent  être  considérées  comme  des  cas  particulier- 
des  équations  à  limites  lixes.  Il  suffit  de  prendre  le  noyau  éiial 
à  /*(.ç,  t)  pour  .y  <^  t  et  nul  [)our  5  ^  /.  La  discontinuité  pour  s  =  /. 
l)ien  loin  de  rendre  la  résolution  plus  difficile,  la  facilite.  Même  dan> 
le  cas  de  l'équation  de  première  espèce,  il  en  résulte  une  solidarité 
entre  les  valeurs  de  x  et  y  pour  les  mêmes  valeurs  de  la  variable,  el 
cela  est,  comme  nou>  le  >avons.  de  nature  à  faciliter  l'intéoration. 
On  a,  en  effet,  en  dérivant  léquation  (  i  1  ). 

r' 

(i3l  y'(t    —/(  /.  /).ri  /  ^  -r-   f    /'({  s,  t  \Ti  S)  t/s. 

•■  0 

Si /(o,  o)  n'est  pas  nul.  et  T  assez  petit  pour  que  /  (^/,  t)  ne  s'annule 
pas  dans  l'intervalle  considéré,  on  peut  prendre  comme  fonction 
ineonnuey(^,  t)x(t),  et  Ion  est  ramené  à  une  équation  de  deuxième 
espèce,  plus  facile  a  intégrer.  D'ailleurs  y(o)  =  o  est  une  condition 
évidemment  nécessaire  pour  que  l'équation  (11)  admette  une  solu- 
tion, et,  dans  cette  livpollièse.  les  équations  (1  1*  et  <  \r^\  sont  équiva- 
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lentes.  11  suffit  donc  d'étudier  l'équation  de  deuxième,  espèce,  que 
nous  prendrons  sous  la  forme  (la). 

Les  formules  générales  de  M.  Fredholm  sont  évidemment  appli- 
cables. Mais  la  solution  du  problème  actuel  est  beaucoup  plus  simple, 
et  a  d'ailleurs  été  ohicnuc  par  jNl.  \  olterra  bien  avant  les  travaux  de 
^r.  Fredholm. 

Formons  la  solution  par  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives, lapproximalion  x,i^i  [t  )  étant  déduile  de  la  précédente  par  la 
formule 

j/i  <)  =  3-„+i  ( /) -î- À   /    f[  S,  t  \x„(s  )  ds, 

d'où  l'on  tire, 

^«  +  l(/l  —  X„it)-r-'/~    I     /{  S.    /  \[Xn(s) —  .Vn-l  (  S  \\  ds  =^  O. 
•^  0 

Si  les  fonctions  fis,  t)  et  Xiis)  —  x^is)  sont  linics.  et  recpecli- 
vement  inférieures  en  module  à  des  nondjres  R  et  .'Tl,  on  en  déduit 

OU  K"  À"/" 

(l4j  \Xn  +  l(t)  —  X,i{t)\<  p , 

inégalité  qui  se  vérifie  immédiatement  par  récurrence.  11  en  résulte, 
en  vertu  des  principes  bien  connus  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives,  que  x„(t)  tend  uniformément,  pour  |  ^|  <;T,  vers 
une  limite  x( t  ).  solution  de  l'équation  i  \-2  ),  et  qu  il  n'v  a  pas  d  autre 
solution. 

Si  les  fonctions  JK'  0  *^*^  ./••^■'  ^*  i^''  sont  pas  finies,  mais  de  carrés 
sommables,  on  peut  prendre  pour  Xo(t)  une  fonction  de  carré  som- 
mable  quelconque,  et  le  module  fonctionnel  de  ./;,_,_)  —  Xn  (  et  non  son 
module  maximum)  vérifie  l'inégalité  (  if  )•  On  en  déduit  la  conver- 
gence en  moyenne  de  x„(t)  vers  une  fonction  de  carré  sommable, 
solution  de  l'équation  (  r  •?  ). 

En  prenant  :ro(i  )  =j'i  f  ),  on  obtient  j'(/)  sous  la  forme  d'une  série 
entière  en  X. 

Ces  résultats  apparaissent  bien  comme  un  cas  particulier  de  ceux 
relatifs  à  l'équation  de  Fredholm;  dans  ce  cas  le  déterminant  A  n'est 
jamais  nul;  alors  la  solution  est  toujours  unique  et  déterminée,  et  est 
une  fonction  entière  de  A. 

107.   M.  Lalesco  a  montré  l'existence  d'un  lien  élmit  entre  l'équa- 
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lion  (le  V  ollcna  et   1rs  <(Hi;il  loiis  dillV-rciil  icllcs  lim'-.iircs.  Soil  i'i  I  i(iii\  cr 
la  solulion  dr  I  i'(|ii:ili(iii 

,    -s  (i"  n        r         <i"~^  it  ^       ,      dit         ^ 

s'aiiniilanl    poiir  /      .  f)    ainsi    (juc    ses    //  —  i    |)i'cinièrcs   (l('Tiv(''f;s.   Ou 
peut  la  funiuT  |)ai'  apinoxliiialioas   successix es,   eu    |)rciiaut    coiuiiie 

...     .  <i"  Il  r^ 

inroiiuuc  aiixiliain-  — ; —     -  ./(  t  ).  Un  en  tire 
al" 


et  ré<|nation  (  1  j  )  séerit 

j-[  t  )  ~  .r{()  ~-  I    f(s,t)x(s)ds, 

••0 

avec 

(7  —  5)«-i 


fis,  n  =f{t )  -^j\(t  ,(t  —  s)  -h . .  .-^f„i  t  ) 


(/i  — I)! 


On  est  donc  ramené  à  une  équation  de  \  oit  erra,  dont  le  noyau, 
considéré  comme  fonction  de  s,  est  un  polynôme.  La  mélliode 
des  approximations  successives  conduit  sans  difficull*'  à  la  solution. 
Le  fait  que  /"(  .ç,  /  )  soit  un  polynôme  en  s  n'apportant  aucune 
simplilication  dans  la  méthode,  l'application  à  l'équation  (i5)  de  la 
méthode  des  approxinuitions  successives  devait  nécessairement  con- 
duire à  considérer  l'équation  de  Volterra  sous  sa  forme  générale. 

108.  Correspondances  linéaires  continues.  —  Soil  un  point  A  repré- 
sentant une  fonction  de  carré  sommahle  xit),  et  restant  à  l'intérieur 
de  la  sphère 

(J<i)  /      X-^(()dt  =  l  [nu    \\.f(f)\\=i\. 

Si  un  point  B  représentant  une  fonction  de  carré  sommable  dépend 
linéairement  de  A,  il  décrit  une  région  (volume  ou  hypersurface) 
que  nous  pouvons  appeler  ellipsoïde.  On  peut  se  demander  si  la 
dislance  de  B  au  centre  de  l'ellipsoïde  est  limitée  supérieurement. 
La  réponse  est  affirmative. 

En  effet,  dans  Ihypothése  contraire,  on  pourrait  trouver  une  suite 


i4^         l'RKMiKiîi:  l'ARTii:.  —  r.Es  fom)i:.mi:nts  ut  cm.ili.  konctioxx::!. 
<le  fonctions 

.7  ,  (/  ).       T->(  f  il        .  .  .  ,       3',i(  /  I 

auxquelles  corresijoudcnt,  dans  la  corres|)on<hnKe  eludi<''e,  de>  (onc- 
tions 

'/■\'f,i\  t),      Aor,2i/) \„r^ii'l' 

les  lonclions  •/■,„<  /  i  étant  situées  sur  la  sphère  (  ibj,  6t  les  'h,i  augmen- 
tant indcliniment.  (Choisissons  unc^  suite  de  coelfieients  a,,  tels  que 
X^r^-^:=  I  et  que  ^\'f^af^  augmente  indc'dinimenl.  A  hi  fonction 

./•(/)  =  £|  ai  .Ti  (  n  -I-  tîCt-2./.i{  I  \       ...  -    -z„a„.f„i  t  I       .... 

les  t  ('•tant  tous  (-gaux.  à  ±  i,  coi'i'espoud  la  lonclion 

j'(()  =  £i},,<-/,r,i(  /)  -T-  z-yl^^a^r^iit)  -f-.  .  .-i-  3„/.«^/„t,«(  t  )  —.  .  .  . 

Désignons  \)i\.v  yni  t)  la  somme  des  n  jiremiers  termes  de  vit),  et 
choisissons  ô„  de  manière  que 

'^n'^iiCi,   1      y„-\'  I  )r,„^  t  \  (It  ^u. 
i)\\  a  (''\  idemmcnt 


/      y'î,^  t^flf^'  j    jft-ii  l)c/t  ^'/.jiayLil'ja'j-^llal 


Cette  expression  augmentant  in<léliulnient  a\cc  //,  la  fonction  ri/) 
ne  serait  pas  de  carré  sommable.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

11  en  résulte  que,  si  A  reste  dans  une  région  lime,  B  reste  dans  une 
région  finie,  ou  encore,  ce  qui  revient  au  même  i  voir  n°  39),  que  lî 
dépend  de  A  d'une  manière  continue. 

Si  la  correspondance  entre  A  et  B  est  r('solid)le  par  rapport  à  B,  le 

P  R' 

rapport  -—7  (  B'  étant  le  point  qui  correspond  à    V)  a  non  seulenn'ut 

un  maximum,  mais  un  niininium.  En  d  auties  termes,  l'ellipsoïde 
correspondant  à  la  sphère  (16)  a  ses  dc-mi-diamètres  compris  enlic 
une  limite  inférieure  positive  et  une  limite  --upeiieure  finie. 

lOil.    Correspondances  dépendant  linéairement  d'un  paramètre.  — • 

17  '  y(f)  =  xU)  -f-  "hzit), 
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::  I  /  I  il(''|)cii(l;iMt  Imciiin'iiiciil  di'  .n  f  <  de  la  inanirrc  r(»nsi<lér('M;  an 
mimcin  |)i'cc('(lciil.  la   liiiiih'  -n  |)(  rinirc  de  |j  ci  /  )  jj  mit  la  S|)lir'rc  i  i  (i  i 

V'Iaiil   dcMyiu'c   |)ai-   K .  .le   di-  (jiic  |MMir  |  ).  |  ■  '  —  »  la  rcdalioii  i  i  -  )  est 

icbolublc  par  ia|t|iort  à  .n  /  i. 

Nous  alliiii^  Idiincr  la  ^(diiliiiii  p.n-  ijc-  a|>|)ii  i\  i  mal  ions  siic»'('S>ivc.s. 
pI■|•ll(p|l■^  ((iiiiiiK'  ii'IalKiu  de  i(''(ii  iiTiirr 

Z„{  t  I  d»'sii;nanl  ce  (|iic  dcvirnl  z\  t  i  pixir  la  dclcriiiiiialion  X „  de  x . 
On  cil  d (M  1 1 1 1 1 

■ï'//-f-i'  I  I  —  A-„  (7  ( -+- A  I -s„  (  /  I  —  :;„_ii  /  ij  =  (), 
|U,M  11  /.  — .r„i  /i|!<K|  À  1  ||.r„i/  1  — ar„_i(^OlU^l'*-'^"l  '■  l"> 

^"•11  élani  iiidi  pendant  ile  n.  Done.  si  KPv|-<i,  oc„[t)  convei^e  en 
niovennc  \ei>  une  fonction  x{t)  de  carré  soinniahle,  et  la  formule  (  i8) 
monlif  à  la  Imiilc  qiu'  ccllr  loncln'ii  \iTilie  li'cpiation  (i-).  D  ail- 
leurs, M  \(/)  est  une  >()liili(iii  de  ecllc  (-(pialion,  on  a.  par  iinr 
nn'tliode  analogue. 

Il  Xi  /  I  —  j-i  /  I  II  ^  k  I  /.  I  ;i  \'  /  I  —  X{t  »|1, 

ce  (jui  pi-ou\e  (jne  \(  /  i  et  xi  M  -oui  idcntirpies.  La  solution  lroii\ée 
est  donc  unique. 

On  voit  ainsi  que.  pour  |  a|        —,  la  solution  (  i  j  »  définit  une  em- 

respondance  biunivoque  et  continue  entre  les  deux  fonctions  de  carrés 
sommables  x  et  y.  A  une  fonction  x{t  )  de  module  fonctionnel  égal 
à  I,  correspond  une  fonction  j't /!)  tle  module  fonctionnel  compris 
évidemment  entre  i  - —  |  A  |  K  et  i  -;-  |  X  j  K . 

110.  Transformations  non  linéaires.  —  11  est  facile  d'étendre  le 
raisonnement  piéc('dent  à  de>  eipialion-  non  linéaires.  Parlons  de 
l'équation  linéaire 

<  I',)  I  j)^,  /)  =  F  1  [.ri  .V  '  I  /]  1, 

F  étant  une  fonctionnelle  linéaire  de  x.  et  supposons  que  cette  équa- 
tion admette  un  déterminant  non  nul.  de  ^orte  crue  le  rapport   ,     ;   des 

Il  -'^  Il 
modules  fonctionnels  ait  une  limite  inférieure  positive  m. 
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Considérons  l'équaUon  non  linéaire 

(■^o)  j^{t)  =  F    [j^-(s)\t]\'i-  G\[j-{s)\t]\. 

d('(liiit('  de  la  précédente  par  addition  d'une  fonctionnelle  G  nulle 
pour  .r  =  G  et  telle  que  la  différence 

G|[X(S)|/]1  — G  |[.vi5i|/]  I 

ait  son  module  fonctionnel  inférieur  à  K|1X(5  )  —  x{s)  ||,  tant  que  les 
fonctions  ûc(s)  et  X(5)  sont  situées  à  l'intérieur  d'une  sphère  de 
centre  R  ayant  l'origine  pour  centre. 

Cherchons  à  former  par  approximations  successives  la  solution  X{  s) 
de  l'équation  (20).  Prenons  comme  première  approximation  la  solu- 
tion ./■o(-s)  de  l'équation  (19),  et  formons  les  approximations  succes- 
sives par  la  formule 

^1/1  =  1-1  [./7^i(  5.)  I  ^1  K  G  I  [Xi(s)  I  t]  I, 

(I  iiù  l'on  déduit 

F  I  [.r,  {  s  )  —  X(,{  s  )  \  /  ]\  -h  G  \[xo(  s  )\  t]\  —  o, 
F  ]  [./v_,_i(  s  )  —  Xii  s  )\  /]\  —  G\  [xi^i^  s  )  I  /]  I  —  G  I  [xii  s  )\  t]\        (  i  >  o;. 

Ces  formules  définissent  sans  ambiguïté  toutes  les  fonctions  .//, 
et  l'on  a,  pourvu  qu'elles  restent  à  l'intérieur  de  la  sphère  de 
ravon  R, 

lk,-.'-o|    -Kll-z-ol  =;^1|J<7)1|, 
Il  x,+,-  .r,-  Il  <  ^  Il  X,—  .r,_,  ll<  (^- j        llr' '  '  !l- 

De  cette  formule  résulte  la  convergence  des  approximations  vers  une 
solution  de  l'équation  (20),  pourvu  que  K  <^  m,  et  il  n'y  a  évidem- 
ment pas  d'autres  solutions  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Ce  raisonnement  suppose  que  l'on  ne  sorte  à  aucun  moment  de  la 
sphère  de  rayon  R.  11  suffit  pour  cela  que 

c'est-à-dire    que   y{t}    ait    son    module    fonctionnel    au    j)lus    ég;d 

.    Hi  m  —  K) 
a  ^ 

Ou  voit   donc  (juil  v    aura  corres[)ondance   biunivoque   entre  les 
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|>(>inls  A  cl  H  if|)r('^ciil;iiil  \^^^  deux  loiicl  loiis  .r  cl  )',  hiiil  que  ccii\-ci 
resiciil  dans  do  rci;i(ms  Millisiimiiiciil  [kIiIcs,  iiiiiis  Imiio,  ciiloii  i;iiiI 
rorii^iiic. 

On  pciil  ;i|i|)li(|iicr  ce  i('-sull;il  à  imc  iclalion  ^\l'  loniic  |)rcs(j(ic 
([ncIcoïKjiic.  M  I  (111  coiiiMÎl  un  sxslèiiic  de  |)oiuls  Ao  et  B„  ([iii  m'  cor- 
rcspoudciil  ;  ./ „  cl  )'„  dcMi;nant  les  fondions  reprcsentces  pai-  ces 
poiiils,  iHcllons  celle  r(dalioii  sons  la  loiine 

121)  y(  /  )  —  Koi  /  •  =  F  I  I  .r  --  ^0  I  /]  I    h  ('.  1  [.r  -  .r„  |  /  |  |, 

!•   desi<;nanl  dans  le  second   nicinhre  la  [)artie  du   premier  ordre  par 
rapport    à   ./•  —  Xo   (c'est-à-dire    (|ne   F|[o,r|/|j   est   la   \ariatiou   du 
second  niend)re  au  |minl  Aq). 
Si  [((pial  ion  Inn'aiie 

j,/i-j,r,(/,  =  F  \[u--.T,\f]\ 

n  a  j)as  un  dclerininaiil  dinerent  de  zéro,  on  ne  peut  é\i(Ieniiiienl  pas 
saltcntli^e  à  ce  que  la  eorrcspondance  définie  par  ré([ualion  (  21  )  soil 
résolu Ijle  par  rapport  à  la  f'onclion  x.  Si,  au  contraire,  elle  a  un 
déterminant  dillerent  de  zéro,  la  fonctionnelle  G  vérifiera  presque 
tt)ujoiirs  dans  le  voisinage  de  Ay  la  condition  indiquée  plus  liaul;  si 
sa  variation  première  est  continue  à  la  Lipsehitz  elle  la  vérifiera, 
dans  une  certaine  sphère  de  centre  A„.  non  seulement  pour  une 
\aleur  convenable  de  K  inférieure  à  ///,  mais  pour  K  aussi  petit 
que  l'on  veut.  On  a  alors  une  correspondance  blunivoque  entre 
les  points  A  et  H  dans  des  petites  régions  entourant  respectivement 
Ao  et  Bo- 
ni. Si  l'on  soi't  du  point  de  vue  local,  il  y  a  déplus  grandes  diffi- 
cultés. Une  des  questions  les  plus  importantes  est  de  chercher  combien 
une  équation,  de  forme  absolument  quelconque  par  rapporta  •ï(/), 
admet  de  solutions  dans  un  volume  donné.  La  question  analogue, 
dans  le  cas  de  l'espace  ordinaire,  et  résolue  par  la  notion  de  l'indice 
de  Rronecker,  qui  s'exprime  par  une  intégrale  de  surface.  On  ne 
peut  songer  à  aborder  sa  généralisation  avant  d'avoir  étudié  l'intégra- 
tion dans  le  domaine  fonctionnel,  ce  que  nous  ferons  dans  la  troisième 
Partie;  mais,  même  après  cette  étude,  le  problème  considéré  semble 
encore  très  difficile  {voir  troisième  Partie,  n"  148,  8"  ). 

I.KVY.  Il' 
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112.  Remarques  sur  les  surfaces  de  l'espace  fonctionnel  et  sur  les 
transformations  infinitésimales.  —  Dans  l'espace  à  ti  diniensiou^.  les 
surfaces  conliimes  à  n  —  i  dimensions  jouissent  de  la  propriété  de 
constituer  une  sépai^ation  entre  deux  réi;ions,  telle  qu'on  ne  peut  pas 
passer  de  l'une  à  l'autre  sans  traverser  la  surface. 

Dans  l'espace  fonctionnel,  il  existe  également  des  surfaces  jouissant 
de  cette  propriété.  Telle  est  par  exemple  l;i  sphère  ||a7||^R..  En 
restant  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  sommables,  on  ne 
peut  passer  par  un  mouvement  continu  d'une  fonction  de  module 
fonctionnel  inférieur  à  R  à  une  fonction  de  module  supérieur  à  Pi 
sans  qu'une  fonctinn  intermédiaire  soit  exactement  sur  la  sphère 
considérée. 

A  l'inverse  de  ce  qui  se  passe  dans  l'espace  à  n  dimensions,  ces 
surfaces  S,  qui  jouissent  de  la  propriété  d'être  la  frontière  d'un 
volume,  ne  peuvent  pas  être  caractérisées  par  leur  nombre  de  dimen- 
sions. Nous  savons  qu'on  peut,  par  exemple,  établir  une  correspon- 
dance biunivoque  entre  l'espace  fonctionnel  et  une  de  ses  sections 
planes  P;  la  surface  S  correspondra  alors  à  une  variété  du  plan  P. 
qui  limitera  une  région  de  ce  plan,  mais  non  une  région  de  l'espace; 
si  elle  divise  le  plan  P  en  deux  parties  P,  et  Po.  on  pourra,  en  sortant 
du  plan  P,  passer  de  Tune  à  l'autre  sans  traverser  la  variété  ^  .  On 
voit  donc  que  la  propriété  de  constituer  la  frontière  d'un  \olume. 
qui  dans  l'espace  ordinaire  se  conserve  en  général  par  des  transfor- 
mations ponctuelles,  se  pei'd  au  contraire  en  général.  C'est  une  des 
conséquences  de  cette  circonstance  que  le  nombre  to  des  dimensions 
de  l'espace  fonctionnel  étant  infini,  rien  ne  distingue  les  uns  des 
autres  les  nombres  oj,  oj  —  i .  (o  —  2.  ....  La  géométrie  (et  en  parti- 
culier Yaiialysis  silus  1  est  la  même  dans  l'espace  et  dans  les  sections 
vérifiant  un  nombre  fini  de  conditions  linéaires. 

Mais  ces  circonstances  ne  peuvent  pas  se  produire  |M)ur  une  tran— 
formation  infinitésimale 

vil)  =  xit)—  G  I  [x  I  t,  a]  I, 

la  fonctionnelle  G  étant  infiniment  petite  avec  A.  Si  À  est  suffisam- 
meni  petit,  cette  relation  est  du  tvpe  étudié  n''  110  et  il  v  a  cor- 
respondance biunivoque  entre  x{^t)  al  y{t).  A  un  volume  décrit  p;ir 
le  point  représentant  x{t)  correspond  un  volume  très  peu  diflereut 
décrit  par  le  point  représentant  j'(Z).  l\ar  suite,  à  une  surface,  fron- 


<:iiAi'.   VIII.  —    tuansioumations  pom  ti  ki.i.f.s  hans  i.'esi'ACK  fo.nctionnki..      ijj 

iKTf  d'un  vdliiiiK^.  cm  irs|M)ii(l  une  >iiilii(r  iiiliiiiiiHul  |u'ii  (lilh'renlc. 
qui  f'si  cojileinL'ul  l<i  Iroiitirre  d  un  xnlmiii'.  A  uni'  Mirliicc  (It-finn- 
|);ir  ^^  l'ondilions  (r<''i;;ilil('' (•(>rrçs|)on(i  tic  mumiic  mih'  -iitI.icc  mliiiiincni 
voisine  déliiiic  |);ir/>  condilions  d'c^alitc. 

La  dclnrinalioa  de  la  siirtace  est  d'ailleurs  bien  dcliiiic  (  indc{)cn- 
damincMl  t\c  la  loi  dv  correspondance  entre  les  points  de  la  surface 
iniliale  et  ceux  de  la  Mirfacc  (hMorméc  i.  >i  IVin  se  donne  les  p  com- 
posaiilo  normales  du  dcplaceniciil  de  (•lia(jiic  point.  Viiim  la  didor- 
niation  d'une  >urtace  frontière  de  volume,  dépendant  d'un  para- 
mètre A,  e>t  bien  dèlinie  |)ar  la  donm-e  en  (  liaque  point  du  {lè[)la- 
<enient  normal  o/i  ^=  l  d)..  Si  la  fonctionnelle  [  d(''|)end,  dune 
manière  continue,  ilu  point  de  la  surfac<',  la  surface  déff)rmée  est 
encore  une  surface  définie  [)ar  une  seule  condition  (régalité.  quand  A 
<'st  assez  voisin  de  la  \alenr  initiale;  mais  il  peut  arriver,  nalurelle- 
menl.  ([ue  ce  caractère  disparaisse  (piand  ),  len<l  vers  une  certaine 
limili-  ).| . 

11^?.  Équations  intégro-différentielles.  —  Considéron>  nn  i:roupe 
de  transformations,  obtenu  par  répèlilion  d  Une  transtormation  infini- 
tésimale. Chaque  point  décrit  une  lijine.  ([iiOn  peu!  obtenir  par  inlé- 
i^ratuni  de  1  ècpiation 

-:./    /,=  F|[.r|/J|r//,. 

On  peut  dire  aussi  que  la  fonctionnelle  F  définit  un  vecteur  en 
<'liaque  point,  et  la  ligne  en  que>^tion  est  une  ligne  de  lorce  de  ce 
cliamp  de  vecteur. 

Si  la  fonctionnelle  F  est  linéaire  et  *\v  la  forme  normale  de 
\i..  A^olterra,  l'éqnation  (22)  s'écrit 

on  (  I  =  if/.  I    /{  s)w(s')  ds. 
ou  encore.  ./  étant  une  fonction  de  /  et  "a, 

)X{  s,  \  )  ds. 


y =    /       ./'^)    ^^ 


Dans  des  cas  plus  généraux,  la  fonctionnelle  F  pouvant  être  repré- 
sentée  par   une   série  de    Taylor.   on  aura  au   second  membre  une 
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série  d'int('-<;rales  de  divers  ordres  el  conteiiani  ./•  à  divers  dej^rés. 
L'équallon  aura  alors  le  caractère  dune  équation  dinérenlielle  pai- 
rapport  à  la  variable  A,  et  d'une  équation  inlé|j;ralc  par  rapport  à 
l'autre  variable.  Elle  est  dite  équation  inlégio-diJJ'ihrnliclle. 

Il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'elle  perde  ce  caractère,  si.  par 
exemple,  la  fonctionnelle  F  est  une  fonction  de  '(/)  el  ./'(/i;  il 
viendra 

et  Ton  aura  une  équalion  aux  dérivées  partiellc>  ordaïaiio.  Il  nous 
arrivera  de  comprendre  ce  cas  sous  la  désij;nalion  d'équation 
intégro-différentielle.  Cela  sinqilifîera  le  langage  pour  la  suite.  Mais 
ce  cas  sera,  en  général,  un  cas  difficile  pour  le  développement  de  la 
théorie.  Cela  tient  à  ce  que,  dans  ce  cas,  Iti  fonctionnelle  l  est 
continue  d'ordre  i  seulement,  tandis  que  pour  les  équations  intégro- 
différentielles    proprement    dites,    elle    est    continue    dordre    o,    la 

dérivée  -^  n'intervenant  pas.  Il  en  résulte  que  pour  ces  dernières  on 

peut  aisément  former  les  solutions  par  des  approximations  succes- 
siNCS,  tandis  que  la  démonstration  de  l'existence  des  solutions  des 
équations  aux  dérivées  partielles  donne  lieu,  conimc  on  sait,  à  plus 
de  difficultés. 

L'une  ou  l'autre  acception  des  équations  intégro-difiV-rentielles 
partielles  peut  d'ailleurs  se  généraliser  aux  cas  où,  au  lieu  de  deux 
variables  t  et  A,  on  en  a  un  plus  grand  nombre,  l'équation  ayant  le 
caractère  d'équation  intégrale  par  rapport  aux  unes  et  aux  dérivées 
partielles  par  rapport  aux  autres  (  '  ).  Telle  sera  l'équation 

T^  I  r  I  -  1  ^^'  f'  ^M   '-1  >     àxi  l ,  X,   a  ) 

(les  notations  ayant  la  signification  indiquée  au  n°  8  ) 

(')  Une  équation  du  type 


dx(t)      ,  r^ 

-h  h{t)  x{t)  -h  /     /{s,  t)xis)cts  =  zidt). 


dt 


qui  apparaîtrait  comme  inlcirrale  et  diUércntielle   par  rapport   à   la  même  variajile, 
se  ramène  à  une  équation  intéi;riile  en  prenant  — -  comme  inconnue  auxiliaire. 
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M.  \  ollciiii  il  ImiI  iiiic  clmlf  ;i|)|»n>r(>M(lK'  <lc  •(•>  ('([iiiilioiix  inlf'^rn- 
(lilliTciil  irllfv.  iiiii  iiilci\  Miiiiciil  (liiiis  lin  ^l'iiiid  iioinhir  de  |inililiiiic.s 
|>li\  SKiiies,  I  un  (lr->  i;rnii|)rN  ilc  \  ,i  rnilili's  i<  iiii|)rrn;inl  la  variahlc 
temps,  ruulrc  lo  vaiialilcs  ([iii  dct  finiimnl  l'élaL  ilii  svbtcinc  ('■liidic. 
L'exposi-  de  cr>  liavaiix,  (|iii  so  rai  laclicnl  à  Faloèhre  fonctiomiellc 
pliilôl  qii  à  lanaK-c  lumi  lomnllc.  puisqii  il  s  ;ii;il  île  [)robl»''infs  où 
les  ineonnuo  -imiI  iIi-  Innrtuin.s.  surlirail  du  cadrr  (jnr  ikhin  iiiuis 
sDinnies  traci's.  \iuis  exposerons  seulement  au  Chapitre  I  de  la 
deuxième  Parlii;  la  nietlioiie  d"a|>|)i<i\inial  Kin-^  suceessives  dnni  il 
\ieul  d'être  (jue>liuu.  iNuir  le  reste,  nous  ne  pouvons  rpie  renvoyer 
aux  magistrales  lei'ons  de  M.  A  olleri-a  (  Lrmns  sur  /es  /onctions  (/e 
lignes;  Gautllier-^  illars,  i()i3  i. 


DEUXIÈME   PARTIE. 

ij<:s  KorvnoNS  aux  déhivkes  FONcrrONNELr.ES 
DU  i>m:Mii:i{  oiîdiœ. 


CHAPITRE  I. 

LES  ÉQUATIONS  AUX   DÉUIVÉES  l"()XCTIOXNELLES  GÉXÉHALISAKT 
LES  ÉnUATIOXS  AUX  DlKFf- RENTIELLES  TOTALES. 


Sommaire  :  Définition  des  (((nations  éludit^es  dans  ce  Ghapilie.  —  Réduction 
à  une  équation  diflerentielle.  —  Cas  de  fonctionnelles  dépendant  de  para- 
métres arbitraires.  —  La  condition  dintéiiraijilité.  —  Cas  de  fonctionnelles 
dépendant  de  paramètres  arbitraires.  —  Exemples  d'équations  complètement 
intégrables.  —  Cas  des  fonctions  d'une  liiine  et  do  deux  points. 

1.  Définition  des  équations  étudiées  dans  ce  Chapitre.  —  Les  équa- 
lions  par  lesquelles  nous  allons  commencer  cette  étude  constituent 
le  type  le  plus  siniple  d'équations  aux  dérivées  fonctionnelles.  Nous 
les  appellerons  dans  la  suite  équations  aux  dérivées  fonctionnelles 
ordinaires  ou  simplement  équations  aux  dérivées  fonctionnelles. 
Elles  se  déduisent,  par  le  passage  du  fini  à  linfini,  de  X  équation  aux 
différentielles  totales 

(  1  )  du  =  p  1  (f.r ,  ^  Pi  d.r-i  -+-...  ^  />„  dx„, 

vérifiée  par  une  fonction  n  de  n  variables  Xf.  x-2i  ....  ^«;  les  coefiî- 
cienls  p  étant  des  fonctions  données  de  x,.,  x.,,  .  .  . ,  jr^  et  de  u. 

On  sait  que  la  théorie  dc^  ces  équations  repose  sur  deux  circons- 
tances fondamentales  : 

i"   Si   le   point  A   ayant  pour  coordonnées  x,,   x-2 Xn  dans 


IJ^>       DHLXŒME    PARTIE.    —    DERIVEES    FONCTIONNELLES    DU    PREMIER    ORDRE. 

l'espace  à  ii  flinieiisions  décrit  une  ligne  L,  son  cléplacenienl  s  expri- 
inanL  en  fonction  d'un  paramètre  )^,  l'crpiation  (i)  cpii  donne  la  varia- 
tion de  H  se  réduit  à  une  écpiation  dilléreiilielle  du  premier  ordre 
en  )v  et  u.  La  lonclion  ii  est  donc  définie  sur  la  ligne  L  si  Ton  se 
donne  sa  valeur  en  un  point  de  cette  ligne. 

2"  Si  Ion  se  donne  la  valeur  a^  de  la  fonction  u  en  un  point  A. 
et  cpron  veuille  déterminer  sa  valeur  «,.  en  un  autre  point  B,  on 
peut  j  arriver  en  considérant  une  ligne  L  allant  de  A  à  B.  Mais  il 
peut  arri\er  cpie  la  valeur  trouvée  pour  ii^  dépende  du  choix  de  la 
ligne  L;  dans  ce  cas,  il  n'existera  pas  de  fonction  u  prenant  la  valeur 
donnée  en  A  et  vérifiant  l'f'quation  (  i  ).  Les  conditions  pour  que 
cette  fonction  existe,  c'est-à-dire  pour  que  «,j  ne  dépende  pas  du 
choix  de  la  ligne  L,  sont  dites  conditions  cV intégrahililé  de  V équa- 
tion (i  ),  ou  conditions  pour  que  du  soit  une  différentielle  exacte  ('). 
On  sait  qu'elles  s'obtiennent  en  écrivant  que 

dxj       '  ■'   Oz         dxi        '     ()z  ^   '  ■'  '     '  ' 

Si  ces  conditions  sont  idfnitiquemcnt  vérifiées,  l'équation  (i)  est 
dite  complètement  intégrahlc^  et  la  solution  cherchée  existe  quelle 
que  soit  la  valeur  donnée  M\.  Si  elles  sont  incompatibles,  l'équa- 
tion (i)  n'admet  pas  de  solutions.  Si,  sans  être  identiquement  vérifiées, 

elles  sont  compatibles,  elles  définissent  une  fonction  uix^^x-x x,f) 

(ou  plusieurs  fonctions);  pour  que  l'équation  (i)  admette  une  solu- 
tion, il  faut  que  cette  fonction  (ou  une  de  ces  fonctions)  vérifie  cette 
équation. 

Si  nous  passons  à  la  limite,  n  devenant  infini,  l'équation  (  i)  de- 
vient 


'^0 


(•^)  ^^U=    /     /\[x{t)\{],-.]\o.ri-.)dz, 

ce  qu'on  peut  aussi  écrire 

(3)  u:r,.)  =  /i[^(oiu,.]i. 

La  recherche  des  fonctionnelles  U  de  la  fonction  x{t)  qui  vérifient 
cette  équation  est  un  problème  analogue  à  la  recherche  des  solutions 

(')    Voii-  sur  n-  sujet  la  NdIc  ijui  Icnuine  te  <  lliiipil  ii'. 
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(le  lC(|ii;il  mil  i  i  i.    \(mis  jiHons    itIioiin  cr   Irs   deux   ci  icdiisliiiiccs  loii- 
tliimt'iilalcs  sii;iiiilc<'s  à  |)i()|)()s  de  celle  é(|ii;it  loii . 

2.  Réductiou  à  une  équation  différentielle.  —  (loiiMilciitiis  une 
famille  (!(!  lonelioiis  .r (7  )  dépendaiil  d  un  paraïuèlre  A.  I.a  loiielioii- 
nelle  U  se  réduil  j)oiir  ces  fonctions  à  une  fonclion  '.^(A  i  de  A,  cl  la 
foncliony*à  une  fonction  de  A,  L,  t.  L'équalion  (2)  se  réduil  alors  à 
une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre  qui  détermine 'i(  A  )  en 
fonction  de  A  si  Ton  connail  sa  \aleur  initiale  L'o  pour  A  ;=  o. 

I\u'mi  les  métlujdes  connues  pour  définir  la  solulion  d'une  é([ua- 
lion  diUérentielle,  celle  qui  s'applique  le  mieux  au  cas  actuel  esl  la 
méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard.  Nous  allons 
l'appliquer  en  supposant 

ç(/  )  ayant  poui-  inodule  fonctionnel   i,  c'est-à-dire  vérilianl  la  condi- 
tion 


^0 


et  nous  montrerons  que  le  rayon  de  convergence  des  approximations 
aune  limite  inférieure  indépendante  du  choix  de  la  fonclion  ç(f  ). 
En  d'autres  ternies,  nous  allons  établir  la  convergence  des  approxi- 
mations à  l'intérieur  d'une  sp/icre  de  l'espace  fonctionnel  ayant  pour 
centre  le  point  Aq  qui  représente  la  fonction  x{t). 

Pour  établir  ce  résultat,  nous  supposerons  déterminées  des  cons- 
tantes R,  C,  M,  K  telles  que,  pour 

o<X.:R,         |U-Uo|<C,         |V-U„I<C, 
on  ait 

(5)  f  /^'|[.H/)|Uo,  -.]\dz<^V-, 

(6)  f    \f\lr{t^\\i,-.\\-J\[x(t)\\,  T]|;'-rfT<KH-U-Vr-. 
^  0 

Les  approximations  seront  définies  par  la  formule 

(/)  =  I,  2,  . . .), 
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d'où  Ton  clt'duit 

9,,(X)-'f,._,(X)=  f   dix  I    ;/|[^o(0-I-'-^^^)|?/'-i(!-i),  -]! 

Donc,  lant  que  Toii  a 
(8)  |o,(;jl)— U„|  <G         (t  =  »,  2,   ..../)  —  !,  ;i.  <  Xi. 

on  a.  d'après  (  \  )  et  (  6), 

I  ?/'  ^ >0  —  ?/' - 1  ( ~^^  )  I  <  /    ^;-'-  •'^  I  r /'-i  ^  ;^- )  —  ?/'- 2 (  M- )  I 

*    0 

et,  par  suite,  en  lenant  compte  de  (  .">), 

l?i(>0-Uoi<MÀ, 
|q2(X)-9,(X)1<KM  ^A 


(I  ou 


On  voit  alors  que,  tant  que  )>  ne  dépasse  pas  la  plus  petite  des  quan- 
tités R  et  —  log  (  I  H--|rj-  ),  la  formule  (8)  ne  peut  cesser  d'être  vérifiée 

et  les  formules  suivantes  restent  exactes.  La  convergence  des  approxi- 
mations est  donc  établie,  et  il  résulte  im  médiatement  de  la  formule  (j  i 
que  la  fonction  L  ^'.p(  A)  ainsi  définie  comme  limite  des  fonctions 
Op{\)  est  une  solution  de  l'équation  (  a  )  prenant  la  valeur  Lo  pour 

i  =  o. 

On  peut  évidemment  élargir  les  hvpothèses  faites  dans  celle 
démonsti^ation.  Mais,  de  toute  façon,  comme  pour  les  équations  diflé- 
rentielles  ordinaires,  il  existe  des  cas  singuliers  dans  lesquels  la 
métliode  est  en  d<'faut,  une  solution  n'étant  pas  déterminée  par  ^a 
valeur  initiale. 

3.  Cas  de  fonctionnelles  dépendant  de  paramètres  arbitraires.  — 
11  peut  arriver  que  l'on  ait  à  considérer  des  fonctionnelles  dépendant, 
non  seulement  de  la  fonction  x{t.').  mais  aussi  d'un  ou  plusieur^ 
paramètres,  soit,  pour  fixer  les  idées,  un  paramètre  a  variant  de  où  i. 


t:ii.\i'.   r.  —  Eyc.vrioxs  ai  \  dkiuvkks  i oxction.nki.lks.  ijj 

Si  une  Icllr  loiiclioiincllc  l  ^  xrrilic  iiin'  ('(iiiiilion  iiiix  fl(''ri\(';<'s  tonc- 
iKiiiiU'Ilo  lie  hi  toi'iiic  (  O,  l;i  liiiinc  de  hi  Idiiclum  /  <|('-|)ciiil  Ki  cvi- 
(Icinincnt  tic  a.  Miiis  crllc  (IcpciKhiiicc  juiil  rlic  plii*^  on  nimiiH 
SI  m  |) le. 

Il  |)<'iil  ;ini\('r  ([iif  la  loiicl  loiiacllc  /  ■^ml  ilc  la  lorme 

/|[.r(V,|Ua,  T,  7.  11. 

('•lanl  ainsi  une  iVuul  lonncllc  de  T{l)e[  une  loiiclion  au  sens  ordi- 
naire du  mot  de  la-"  •''  ^-  l-'i»  variation  de  l  -j,,  pour  une  eertaine 
valeur  de  a,  p<.Hirra  ainsi  s'exprimer  sans  faire  inlervenir  les  valeurs 
de  V^  pour  d'autres  valeurs  que  a.  L'équation  aux  dérivées  fonetion- 
iielles  peut  être  ainsi  étudiée  [)our  cliacjue  valeur  de  a  indépendam- 
ment des  autres,  et  cette  étude  présentera  les  mêmes  caractères  que  si 
le  paramètre  a  n'existait  |>as.  Nous  dirons  dans  ce  cas  que  y.  fif^ure 
comme  paramètre  dans  léquation  étudiée. 

Il  peut  aussi  arri\er  que,  pour  chaque  valeur  ao  de  a,  la  fonction  y 

soit  de  la  forme 

/|[.r(0,  Uah.  scoll- 

dépendant  des  valeurs  de  l  ^  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises 
entre  o  et  i  et  non  seulement  de  \ g^  .  Nous  dirons  alors  que  a  figure 
essentiellement  dans  l'écjuation  étudiée. 

11  est  évident  que,  dans  ce  cas,  l'équation  yi  i  n'est  plus  réductible 
à  une  équation  dlfTérentielle.  Si  nous  considérons  une  famille  de 
fonctions  oc(^t)  dépendant  d'un  paramètre  ).,  L  ^  devient  une  ionctu)n 
de  deux  variables  ).  et  a,  soit  -^i  a,  A);  la  fonction  /  devient  une  fonc- 
tion de  A,  7,  7-0,  dépendant  en  outre,  pour  chaque  valeur  de  A,  de  k 
forme  de  'i(a,  À)  considéré  comme  fonction  de  a.  L'équation  (2) 
prend  alors  la  forme 


(0) 


M^  =.,.,[,(;  X)]X,a„]|, 


la  fonctionnelle  <ï>  dépendant  des  \aleurs  de  ç(a,  a)  pour  toutes  les 

valeurs  de  a  entre  o  et  i,  mais  seulement  pour  la  valeur  particulière 

de  A  figurant  au  premier  membre. 

En  général,   cette  l'quation  n'est  pas  une  équation  différenlielle. 

,            .               ,.         ■        .     V ôz{ ■3..\)  \  .  .  , 

tppeutetreuneionctionde     -^— .  L.  a^  ;  c  est  alors  une  equa- 

tion  aux  dérivées  partielles,  l  n  cas   plus  général  est  celui  où  O  est 
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(le  la  forme 

.(     F  |>.  «0.  T(-  M,    --^,  •••>         ,a.        J  '^''' 

L'équation  (9)  est  alors  d'un  des  types  étudiés  par  M.  Volterra 
sous  le  nom  d'écjuations  inlégro-di (fêrentielles. 

Le  principe  de  la  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Pi- 
card s'applique  encore  et  la  formule  de  délinition  des  approxima- 
tions, qui  doit  remplacer  la  formule  1  7  ),  est  aisée  à  écrire.  Mais  la 
démonstration  de  la  convergence  des  approximations  peut  présenter, 
dans  certains  cas,  des  difficultés  plus  sérieuses,  comme  c'esl  d'ailleurs 
bien  évident,  puisque  le  type  actuellement  considéré  comprend  des 
équations  aux  dérivées  partielles  comme  cas  particuliers. 

Nous  pouvons  considérer  quand  même  qu'une  solution  de  l'éqmi- 
tion  (9)  est  déterminée  si  Ton  connaît  sa  valeur  pour  \  =  o.  Les  cas 
où  il  n'en  est  pas  ainsi  ne  peuvent  être  considérés  que  comme  des 
cas  d'exception,  analogues  à  ceux  qui  se  présentent  pour  les  poinls 
singuliers  des  équations  difïerentielles  ordinaires. 

4.  La  condition  d'intégrabilité.  —  Si  Ton  se  donne  la  valeur  l  „, 
pour  une  lonction  ./„(  l  ),  d  une  solution  de  l'équation  (a  ),  et  qu'on 
veuille  déterminer  sa  valeur  L|  pour  une  fonction  a.",  (  n,  on  peut 
j  arriver,  d'après  ce  qui  précède,  en  considérant  une  famille  de 
fonctions  .r(/),  dépendant  d'un  paramétre  A,  et  variant  d'une  manière 
continue  de  x^it)  à  J7,(f);  en  employant  le  langage  géométritpie,  les 
fonctions  .Xo(  l)  el  .v^(  t)  seront  représentées  par  deux  points  Ao  et  A, 
de  l'espace  fonctionnel,  et  les  fonctions  dépendant  de  K  par  un<' 
ligne  L  allant  de  Ao  à  A, . 

Mais,  comme  nous  l'avons  fait  à  |)ropos  de  l'équation  (i),  nous 
devons  nous  demander  si  la  valeur  obtenue  U|  ne  dépend  pas  du  choix 
delà  ligne  L,  c'est-à-dire  de'la  manière  dont  varie  la  fonction  .r(/ 1 
entre  x^it)  eX  Xi{l). 

Considérons  donc  deux  lignes  L  et  L'  allant  de  A^  en  A,.  Les 
points  de  ces  lignes  peuvent  toujours  être  considérés  comme  déduits 
d'un  ensemble  E  de  points  dépendant  d'une  manière  continue  de 
deux  paramètres  À  et  jj..  Pour  ces  poinls,  c'est-à-dire  pour  les  fonc- 
tions x{  t)  représentées  par  ces  points,  L  se  réduit  à  une  fonction  de 
deux  \ariables  À  et  |j.,  et  l'équation  1  2  )  à  une  équation  aux  dillercn- 
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licUcs  loliilcs.  Le  |»i'()l)l('iiic  (le  ciilcill  roiiclioiiiicl  (|ucil<)iis  coiiMdé- 
roiis  s(!  rainriic  do  ne,  non  m  m  me  ci  lui  IraiU';  n"^  2  ('t  3  ù  iiii  prohlùinc 
à  iiiK'  \arial)lc.  mais  à  un  pinhlciiic  à  dnix  variables.  On  sail  (|ii  un 
(>l)li('iil  la  cniidilion  poiii-  (pic  la  \al<iii'  l  ,  (ililemu;  en  A,  soil  la 
inrinc  |)i)iii-  loiilcs  les  li:^iics  I,  roinu'cs  de  puinls  de  1  ciisciiiMc  1'.,  en 
étiivaiil  (|uc 

(lo)  ooiU  =  oioLl. 

Cil  posaiil.  coinnio  noiis  laxoiis  lail  n"  ()()  de  la  pi'ciiilère  l*arlu', 

5(..)=^t^Va,       0,...)- — r— ^:^- 

Pour  (juc  l"c(jiiali(tn  (a)  admcUc  uiif  --ohilKiii  l  |iieiiant  (.'ii  cliafiiir 
poinl  A  (le  l'espace  fonclioniiel  une  valent-  indépcndaiilc  <le  la  lii;!ie 
allaiil  (le  Ao  en  A,  il  esl  évideiuiuent  nécessaire  el  suf'fisani  ('  )  (|ue 
l'équalion  (loi  soit  \(''rifiée,  pour  cette  fonctionnelle  l  ,  cl  pour 
tonles  les  d(Herniinali(>ns  possibles  de  .r(  l  ),  oxi  t).OfX{t).  La  condi- 
tion ([uc  celle  étjualioii  soit  V(''ri(i(''e,  [)our  une  cerlaine  tonction  ^(t) 
cl  une  cerlaine  \aleur  de  l  ,  (|uelles  (|uc  soient  les  fondions  ox{t) 
el  Oi^cÛ),  conduil  à  une  ou  plusieurs  relali(uis  enlre  L  et  x(t)^  qui 
jouenl  dans  la  théorie  actuelle  le  même  rôle  que  les  conditions  d'inté- 
grabilllé  dans  la  théorie  de  l'équation  (i  ).  el  ([ue  nous  appellerons 
conditions  d'intégrabiliti'  de  l'équation  (2). 

Sans  employer  ce  mot,  nous  avons  déjà  étudié  (n""  66  à  68  de 
la  première  Partie)  la  forme  c[iie  devait  axoir  ol  ,  pour  que  l'équa- 
tion (10  I  soit  vérifiée  (jueiles  que  soient  les  fonctions  oxH)  et  o,x(^). 
Pour  appliquer  les  résultats  obtenus,  il  faut  ici  déduire  2U',.  de  la 
formule  i  3  1  en  tenant  eonqjte,  bien  entendu,  non  seulement  de  ce 
que  x{t)  varie,  mais  de  ce  que  L  varie,  sa  variation  étant  donnée  par 
l'équation  (2).  On  trouve  ainsi,  pour  ôL^.,  une  certaine  fonctionnelle 
linéaire  E(o:ï'),  et  la  condition  cherchée  est  que  cette  fonctionnelle 
soit  identique  i\  son  adjointe. 

Rappelons  cjue,  dans  le  cas  important  où  El  oj?  1  est  de  la  forme 

Ao  ox  —  X^ùx'  -\-  .  .  .—  A;,  ox  i'^-\-    I      çi  /.  ti  1  o.r,  dti, 
il  faut  écrire  séparément  : 

(')     Fo//-  la   Note  il    lii    lin   (lu   l'.li<i|iilL<'. 
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1°  Que  o{t,  /,  )  est  iiiie  tVuiclion  syinétrique  de  t  et  de  /,  ; 
2°  Que  l'expression 

Afl  oa-  -h  Al  ùx'-h  ..  .-h  kp  0^'/'' 

est  idenU([ue  à  son  adjointe.  ÎNous  appellerons  respeeti\ement  ces 
conditions  la  piemière  et  la  seconde  condition  dinlégrcibililé  de 
l'équation  (2  ). 

O.'  Ces  conditions  devant  être  vériliées  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion ^'(O  devront  être  considérées  comme  incompatibles  si  elles  ne 
sont  pas  com[>atibles  quelle  que  soit  cette  fonction;  dans  ce  cas  il 
n'existera  évidemment  aucune  solution  de  Téqualion  (  2). 

Si  elles  sont  conqoalihles,  deux  circonstances  sont  possibles  : 

i"  Il  peut  arrixer  quelles  soient  \(-ii(iées  quelle  que  soit  la  valeui' 
de  U.  Dans  ce  cas,  l'équation  (  2  )  est  dite  conipl élément  intégrabie. 
Elle  admet  des  solutions  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  On 
peut,  en  effet,  choisir  arbitrairement  la  valeur  I  (,  de  L  pour  la  fonc- 
tion Xt)i  t).  L'équation  (  ■>  )  définit  la  variation  de  L  quand.rû  )  varie, 
et  comme  la  condition  d'inté£,ral3ilité  ne  saurait  cesser  d'être  vérifiée, 
la  valeur  trouvée  pour  une  fonction  .r,  ( /)  est  indépendante  des  déter- 
minations intermédiaires  de  .r(n. 

2"  Il  peut  arri\er  que  les  conditions  d'inlégrabilité  ne  soient  véri- 
fiées, pour  cliaque  fonction  x(  t  )^  que  pour  certaines  valeurs  de  l  . 
Toute  solution  de  réquation  (  2  )  de\ant  vérifier  ces  conditions,  nous 
n'avons  à  chercher  les  solutions  de  l'équation  (2)  que  parmi  les 
valeurs  ainsi  définies.  11  est,  v\\  général,  facile  de  voir  si  une  ou  plu- 
sieurs de  ces  valeurs  sont  solutions  de  (  2  ),  et  ])ar  suite,  si  celte  équa- 
tion admet  des  solutions. 

6.  Cas  de  fonctionnelles  dépendant  de  paramètres  arbitraires.  — 
Le  principe  des  raisonnements  précédents  s'applique  sans  modifica- 
tion. Mais  la  valeur  initiale  L  0  de  l  pour  la  fonction  Xo(  ^)  n'est  plus 
une  constante  donnée,  mais  une  fonction  donnée  des  paramètre^ 
considérés  a,,  7.0,   .  .  . ,  a,,  (  '  ). 

Dans  le  cas  où  les  conditions  d'intéerabilité  sont  vérifiées  idenli- 


(')  \a-  cas  iiù,  au  lieu  lie  rr^  ]iaraiiirl l'es  en  iiDriilu!'  liiii,  oii  a  iiiii'  aiilri'  IViiKiiiiii 
ifrl)itrairc  sçra  l'iudit'  à  |)ait  au  Cliapilrc  IV,  eu  raisun  de  ,'<(iii  iuiixiilaiK  !•  partii  u- 
lièfc. 
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<jiiciii('iil ,  (•'(•sl-i'i-iliiT  <|iicll('  (jiic  sdil  l;i  loiicliuii  x(l),  (|ih;]Ics  (jiic 
Miicnt.  les  valciiis  de  ces  piiriinul  irs  (  (|iii  iiil<i\  iciuicnt  dans  l'expres- 
sion de  ol  ^1,  el  (jiiclle  (jiie  soil,  pour  la  lonelion  eonsidérée  x{l)^  la 
l'orme  de  l  eoiisid(''r(''  eomnie  lonelion  des  |)arainèlrcs  a,  l'équation 
(•tiidic'c  sera  dite  coin plrti'iiicn l  i ii téi; riihic  cl  adincllra  des  soiiilions 
liepcudanl  évideminenL  d'une  loneLioii  arhilraii'c  de  ii  \arialjles. 

Dans  le  cas  où,  sans  (Mre  idcnliqnemenl  vériliées,  les  conditions 
d"int('-i;rabililé  sont  eonipalihics  |  il  faut  comprendre  ici  :  compatibles 
pour  loiiics  les  déterminations  de  Jc{t )  et  pour  toutes  les  valeurs  des 
paramètres  a|,  elles  définiront  certaines  valeurs  de  L  qui,  pour 
chaque  fonction  xit)^  pourront  encore  dépendre  de  paramètres 
<iii  de  lonctions  darltiliaires  i  nuiis  bien  enlendu  pas  d'une  lonelion 
arbitraire  de  n  variables  ).  Jl  n'est  plus  alors  aussi  simple  (jue  dans  le 
cas  où  il  n'y  a  pas  de  |)arainètres  de  reeonnaîlre  si  ('ertalnes  de  ces 
valeurs  sont  des  sidiilions  de  l'équalion  (2).  Il  faut,  en  iién(  rai,  pro- 
céder de  la  manière  suivante  : 

Soil  à  cliereher,  |>our  une  détermination  ^„U  )  de  xi  ^  1,  les  lonc- 
tions de  a, ,  7.;,,  ....  y.;,,  que  l'on  peut  prendre  comme  valeur  initiale 
de  U.  Elles  doivent  d'abord  Nérilier  les  conditions  dintéorabililé.  11 
faut  ensuite  que,  oci^t)  variant  infiniment  peu,  et  la  variation  de  U 
étant  délinie  par  l'équatujn  étudiée,  les  conditions  d'inlégrabilité 
restent  vérifiées  quelle  que  soit  la  fonction  rjx(i)\  ceci  donne  un 
deuxième  groupe  de  conditions  que  doit  ^érilier  la  valeur  initiale 
de  L.  En  écrivant  cpie  ces  nouvelles  conditions  restent  vériliées 
quand  x{t)  varie,  on  obtient  un  troisième  groupe  de  conditions,  et 
ainsi  de  suite.  JNous  avons  ainsi  des  conditions  d'îles  coudilio/is  d'iii- 
tégrabilité  de  rangs  2,0,  .... 

Il  peut  arriver  qu'à  un  certain  moment  les  équations  obtenues 
soient  incompatibles.  L'équation  étudiée  n'admettra  alors  aucune 
solution,  du  moins  aucune  solution  régulière  (')  pour  la  tonction  .2:(i) 
considérée.  Si  la  même  circonstance  se  présente  pour  toutes  les 
déterminations  .r„(^),  cette  équation  n'a  pas  de  solution. 

Si  cette  circonstance  ne  se  présente  pas,  les  conditions  obtenues 


{')  Nous;  appelons  régulière  une  fonelionncllo   représenlal)le  dans  le  \oisinage  de 
la  fonction  eonsidérée  x^^{t)  par  la  série  de  Taylor 

L   =  U„  -  OU  -i-  -  o-  U  ^  . . .  -^  ^  0"  U  —  .  . . . 
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resteront  iadéfinimeut  compatibles.  11  peut  arriver  qu  après  un 
nombre  fini  d'opératidus,  les  nouvelles  conditions  obtenues  ne  soient 
pas  distinctes  des  précédentes  (');  il  peut  arriver  qu'on  trouve  suc- 
cessivement une  infinité  de  conditions  distinctes.  Dans  les  deux  cas, 
on  aura  t'ornu-  toutes  les  conditions  devant  être  vérifiées  par  la  valeur 
initiale  de  L  ,  pour  qu'il  existe  une  solution  de  l'équation  étudiée 
correspondant  à  cette  valeur.  La  démonstration  rigoureuse  de  l'exis- 
tence de  cette  solution  est  d'ailleurs  liée  à  la  démonstration  rigou- 
reuse de  l'existence  de  la  solution  de  l'équation  (9),  à  laquelle  se 
réduit  l'équation  étudiée  lorsque  l'on  considère  des  fonctions  a: (i)  ne 
dépendant  que  d  un  paramètre. 

7.  Exemples  d'équations  complètement  intégrables-  —  Les  consi- 
dérations précédentes  s'appliquent,  bien  entendu,  au  cas  des  fonc- 
tions $  d'une  ligne  C;  on  forme  alors  les  conditions  d'intégrabililé 
en  utilisant  les  résultats  du  n°  7o  de  la  première  Partie,  dont  nous 
conservons  les  notations. 

Proposons-nous  de  cbercher  toutes  les  équations  complètement 
intégrables  de  la  forme 

(10)  ô'I'  =   /  /i  <i\  M  )  on  ds 


ô'I'=y^/i^\ 


M  étant  le  point  <le  la  ligne  il  correspondant  à  la  valeur  s  de  la  lon- 
gueur d'arc.  La  fonction^est  une  fonction  de  <P  et  des  deux  coor- 
données de  M,  indépendante  de  la  forme  du  contour  C.  On  a 

0<I>,,    =:;    -4:  0*  H f-  0/i 


dn  L  ô^V        J  -J       ^       ^ 


Cette  expression  doit  être  identique  à  son  adjointe.  11  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  le  coefficient  de  on^ds^  dans  l'intégrale  soit  une 
fonction  svmétricjue  des  points  M  et  M,,  ce  qui  s'écrit 

4t/(*,  M)       4- A*'  W,) 


/(*,  AJ)  /(.*.  Ml) 


(')  Si-Ia  coïKlilioii  <lr   liin;;  n  est   iiiir   cinisétuu'Uif  des  préccdcuU's,  il  t-ii  c<t  sùi'L- 
niciU  de  même  de  luulo  li>  --ui\  .mies. 


CHAI'.    I.    —    KQL'ATIONS   AIX    DnRlVKES    l'ONCTIO.N.NKLI.KS.  1 0 1 

L;i  \;ilciir  commune  des  (lcii\  incnibrcs  csl  alors  une  fnneliou  de  <1> 
seiileiueni .  d'où  il  réstdte  iminédiatenicnt  fjiie  /*  esl  fie  la  foiinc 

/(«!.,  iM):=^CI.)cp(.M). 
I.  e(|iiiilinu  (  lo)  s'écnl  aloo 

o<Ij         r 

(II)  =   /   c(  M  I  fjii  as  —  o»r, 

é"l'       Je  ' 

M'  élanl  une  J'o/ictiofinc/le  addilne  de  la  région  intéiieurc  à  C. 

Les  éqiialions  eoniplèlemenl  inlégrables  de  la  forme  (lo)  sonl 
donc  de  la  forme  (i  i);  elles  admelLenl  comme  solutions  des  fonctions 
de  fonctionnelles  addilives. 

8.  Cas  des  fonctions  d'une  ligne  et  de  deux  points.  —  Désignons 
par  $|)  une  foncliou  diin  contour  C  et  de  deux  jioints  A  et  B,  et 
considérons  les  équations  du  type 

(  «  2  )  o.i.f,  =  f  fi  c}.,v  '1.  \ ,  <i.;/  ~)  hi  ds, 

'  c 

([ui    comprennent   comme  cas  particulier  une  équation  importante 
que  nous  rencontrerons  dans  l'étude  de  la  fonction  de  Green. 

Proposons-nous  de  chercher  toutes  les  équations  de  ce  type  qui 
soient  complèlemeiit  intégvahles  dans  le  champ  des  fonctions 
symétriques  (').  Nous  entendons  par  là  que,  si  l'on  se  donne  une 
fonction  symétricjue  quelconque  (-)  des  points  A  et  B,  il  existe  une 
solution  de  l'équation  (12)  égale  à  la  fonction  donnée  pour  un 
contour  particulier  C^  et  qui  pour  un  contour  cjuelconque  soit 
encore  symétricjue  en  A  et  B. 


(')  J'ai  trailô  dans  ma  Thèse  (Ctiap.  II)  un  problème  plus  général,  en  suppo- 
sant que  la  fonction  /  dépende  aussi  des  points  A.  B,  M.  Cette  généralisation,  en 
rendant  laspect  des  formules  un  peu  plus  compliqué,  ne  change  rien  d'essentiel 
aux  calculs  ni  aux  résultats.  J'ai  aussi  traité  le  cas  où  l'on  ne  se  restreint  pas  au 
champ  des  fonctions  symétriques:  l'étude  de  ce  cas  est  un  peu  plus  difficile. 

(')  Il  est  entendu  qu'on  exclut  toute  singularité  telle  que  les  formules  qui  sui- 
vront cessent  d'avoir  un  sens.  Cette  remarque  est  importante,  car  on  exclut  ainsi 
les  fonctions  de  Green,  par  l'étude  desquelles  on  est  conduit  à  des  équations  du 
type  (2)  ou  d'un  type  un  peu  plus  général.  La  singularité  de  ces  fonctions  nous 
obligera  donc  à  une  étude  spéciale. 


iCri       DiaXIhiiJK 

l'AIlTIK.    — 

DKRIVIiES   FOXCT 

\oiis    |H)srr 

1)115 

'^'^ 

=  ^, 

'J^\  =  ^ 

*;.v 

*^.  =  h 

n  =  Y, 

Mi  élanl  un  point  du  contour  C;  nous  appellerons  ds^  l'élément 
(l'arc  décrit  par  ce  point. 

Pour  cpie  la  fonction  U»,^,  étant  symétrique,  le  reste  lorsque  le 
contour  C  se  déforme  d'une  manière  quelconque,  il  est  évidemment 
nécessaire  et  suffisant  que  la  fonction  /(a,  î^,  *')  soit  symétrique 
en  [3  et  y.  Pour  traiter  le  problème  posé,  nous  devons  donc  chercher 
toutes  les  fonctions  f  ['3.,  3,  v),  symétriques  en  ^  et  y,  et  telles  que 
la  condition  d^intêgrabilité  soit  identiquement  vérifiée  lorsque  ^^^^ 
est  symétrique  en  A  e/  B. 

La  variation  de  la  fonction  y  est 


-7  .a 


/([i.    fji,   0)  +  '  f{-f,    0,    y,)J   o/M   ds 


La  condition  dintégrabilité  s'obtient  en  écrivant  que  cette  fonc- 
tionnelle linéaire  de  on  est  identique  à  son  adjointe,  cest-à-dire  que 
le  coefficient  de  o/i,  dsi  dans  l'intégrale  est  une  fonction  symétrique 
des  points  IM  et  M( .  Il  vient  ainsi 


() 


da  -/(^'?'V)--^-^7r^/'?.-p^^) 


d-^i 


/•T., 


<'t  nous  devons  chercher  toutes  les  fonctions  /\7.,  |j,  -')  symétriques 
en  9j  et  y  vérifiant  identiquement  cette  équation,  car  la  condition 
que  <I>B  soit  symétrique  en  A  et  B  n'empêche  pas   a,  ^3.  v,  [j,,  •',,  0 
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«l'rlic  ([uelconques ;  elle  est  seulement  intervenue  pour  nous  j)(;i- 
nicllrc  (le  i'e|)résenter  Q>j',^  et  <!>?['  |)ar  le  inrme  >\inij(tl('  o. 

9.    Dérivons  ('('([iiiilion  (  i.'))  pai'   rapporta  J^,  "'i,  o.  Il  \niil 

(•4)  ?(.ï,  .^,  -;)  ï<  Y-  ^^.  Yi  I  =  cp(7.,  pi,  Yi)9(p,,  |i,  o;, 

en  posant 

La  fonction  ci(a,  ^j,  -')  apparaît  ainsi  conime  un  pr()(luil  de  trois 
facteurs  dépendant  l'un  de  a,  l'autre  de  [i  et  le  troisième  de  v. 
Couime  elle  est  évidemment  symc-trique  en  j3,  •'.  on  peut  poser 

'^^^"^''^ jTiV) — 

Le  |)reinier  membre  de  l'équation  (  i4)  devant  être  indépendant  de  ■', 
on  a 

c  étant  une  constante.  Posant  alors 

g'{y.)  =  cig-,(7.)  =  c  gi\:^), 
il  vient 

^  .  V    '  r-i  1  /  ,^  (a) 

10.  11  peut  arriver  que  la  fonction  'f  (a,  ^,  y)  soit  identiquement 
nulle.  Commençons  par  traiter  ce  cas.  La  formule  (i5)  donne  alors, 
en  tenant  couq^te  de  la  symétrie  dey  (a,  [i,  y)  en  ,3  et  y, 

(17)  /(a,  p,  y)  =  /i<>,  iî)  +  /î(«,  Y> 
L'équation  (i3)  dérivée  par  rapport  à  0,  s'écrit  alors 

(18)  <|>(a,  P)-]..,^,2)-i-d.(a,  Y)'KT>^^,'  =  ^('^->Pi)'K.'ii,ô,'+'l'>^,  ii)'MTH5;, 
en  posant 

(.9)  ç(a.3)=_L^. 

La  formule  (18)  nous  montre  que   le  produit   '\'(y-,  P)  '}(??  0)  ^^t 
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indt'pendanl  de  [i>.  La  fonction  '}(a,  [i)  est  donc  de  la  forme 

h\  désignant  une  fonction  arbitraire.  Les  formules  (i^)  et  (19) 
donnent  alors 

Or  on  peut  faire  sur  l'écjuation  (12)  un  changement  de  fonction 
inconnue  en  posant 

(21)  xr,1  =  A,('ti^), 

h,  étant  une  fonction  primitive  de  h\.  La  nouvelle  équation  aux 
dérivées  fonctionnelles  est  évidemment  complètement  inlégrable  en 
même  temps  que  l'ancienne.  En  j  remplaçant  U^  par  <I>  et  en  conser- 
vant les  mêmes  notations,  la  forme  de  la  fonction /(a,  [3,  y)  devient 

En   portant    cette    valeur   de  la  fonction  y  dans  l'équation  (i3), 
celle-ci  se  réduit  à 

c'est-à-dire  k  c  =  o.  La  formule  (20)  se  réduit  donc  à 

./'/^  P,  T)  =  /i«>-    ■ 
L'équation    aux  dérivées  fonctionnelles  étudiée  est  alors  de  la  forme 

—  =   /  on  as  =  ob 

(S  étant  Taire  intérieure  au  contour  C,  si  l'on  suppose  oti  compté 
positivement  vers  l'extérieur)  qui  est  un  cas  particulier  de  la 
forme  (i  i).  On  devait  s'attendre  à  trouver  cette  équation,  les  points  A 
et  B  n'intervenant  pas,  ou  n'intervenant  que  comme  paramètres 
dans  les  solutions  de  l'équation  considérée. 

H.   Revenons  au  cas  où  la  fonction  o(a,   j3,  y)  n'est  pas  identi- 
quement nulle.  Elle  est  alors  de  la  forme   (16),  et  l'équation  (i5) 
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(loniio,  Cil  l(Mi;ml  (;(»iii|ilc  de  la  s\  iin-iric  de  f(^y.^  |j,  y), 

la  fonction  g  ("'lant  une  fonction  piiinitive  de  la  fonction  g  . 
Si  alors  nous  faisons  le  changeuicnt  d'inconnue 

analoi^ue  à  celui  défini  par  la  formule  (^21),  la  fonction  /"(a,  p,  y) 
relative  à  l'équation  auv  dérivées  fonctionnelles  v(''rifi<''c  par  ^Fj^  est 
do  la  forme 

(23)  /"la,  p,  Y)  =  Py +  /".«'  1^;  +  /'^=^.  Y)- 

En  tenant  compte  de  cette  formule,  et  posant  toujours 

on  a,  par  dérivation  de  l'équation  (ij)  [)ar  rapport  à  0, 

(2^.)  [y  ^.i;(a,  [i  )][[B.  +  J;(!3,    5,,]  +  [.3  +-Ka,  Y  ;1[Yi  +  'Hy>    ^^)] 

=  [Yi  +  4'l^,  ?.)![?  +'^(?.,  ô)J-f-[Pi  +  <l>(a,  Yi)J[Y  +'KYi.^i]- 
Dérivant  à  nouveau  pai-  rapport  à  [j  et  y,  et  faisant  y  =  |j,  on  a 

Donc  <|>  (a,  {3)  se  réduit  à  une  fonction  'l^i^^-i)  de  son  second  argu- 
ment, et  l'équation  (aS)  devient 

<].(o)[P  +  <1;(13)  +  y  +  'Hy)-Pi-4'(Pi)-Yi-'WYi'] 

Le  second  membre  ne  dépendant  pas  de  0,  il  en  est  de  même  du 
premier,  ce  qui  exige,  soit  que  '}(o)  soit  une  constante,  soit  que  son 
coefficient  soit  nul,  c'est-à-dire  que  ,3-f-'i;(j3)  soit  une  constante.  En 
tout  cas,  on  a 

et  par  suite,  en  tenant  compte  des  formules  (aS)  et  (24), 

/(a,  !3,  y)  =  3y  -+-  /i(a)  +  £(  S^H-  y')  +  ci(lâ  -h  y,)-   . 
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Porlanl  celle  valeur  dans  l'équalion  (i3),  on  voil  que  le  terme  [i'^] 
a  pour  coefficienl  — .  Il  faut  donc  que  c  =  o.  Un  nouveau  change- 
ment de  fonction  inconnue,  remplaçant  a,  [^,  y  par  a  —  C|,  ^  —  C|, 
V  —  C| ,  fait  alors  disparaître  le  terme  en  C|,  et  il  vient 

/(a,  3,  y)  =  py+y-(a). 
Portant  cette  nouvelle  valeur  dans  l'équation  (i3),  elle  se  réduit  à 


d'x 


■(PiTt-?Y)  =  T./.(?.)-^-"./i(7i)-ï/i(lî)-.'^/i^r)- 


Le  second  membre  ne  dépendant  pas  de  a,  il  doit  en  être  de  même 
du  premier,  de  sorte  que  la  fonctiony,  (a)  est  de  la  forme  c  a-\-c" . 
Substituant  cette  forme,  on  voit  enfin  que  c'  et  c"  sont  nuls,  de  sorte 
(|  u  e 

/(a,  P,  t)  =  Py-     . 

L'équation  aux  dérivées  fonctionnelles  étudiée  se  trouve  ainsi 
réduite,  par  le  changement  de  fonction  inconnue,  à  la  forme 


(•iG)  ■  ocp,^=y*^,'i»^^« 


12.   Les  résultats  des  n"'   10  et  11   conduisent  à  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  une  équation  aux  délavées  fonctionnelles  de  la  forme 

est  complètement  intégrable  dans  le  champ  des  fondions  symé- 
triques des  points  A  et  B,  ou  bien  la  fonction  f  est  une  fonction 
de  son  premier  argument  seulement^  de  sorte  que  les  points  A 
et  B  ne  figurent  que  comme  paramètres  dans  V équation  donnée^ 
ou  bien  cette  fonction  est  réductible,  par  un  changement  de  la 
fonctionnelle  inconnue^  à  la  forme 

r>^  =    C  «I.A  ,i,M  5,j  ^^ 
Cette  équation,  ainsi  que  M.  Hadamard  l'a  découvert  et  que  nous 
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l'('X|)osii()iis  |)liis  loin,  |oii('  un  ^i;in<l  rôle  diins  l;i   iIk'oiic  de  la  loue- 
lion  (le  (irccn.  Nous  rii|)|irll('rons  Irt/ tffif io/i  de  M.  Hndd nnivd. 


NOTK  SI  W   LV  (OMUTION    I)  I  M  K(;i;  U;IIJ  IK. 

En  raison  (lu  lolc  roiidaincnlal  de  la  coudilion  d'inl('i;iabililé,  il 
ii'esl  peut-èlre  pas  iniililc  de  lapprlcr  coinincnl  se  ()r('senle  celle 
eoiidilion  dans  la  lliéoiie  des  écjualions  aux  dilïéreiiliellcs  totales. 
Nous  exposerons  celle  queslion  sous  une  forme  un  peu  dillérente  de 
la  forme  habituelle,  plus  simple,  à  notre  avis,  en  tout  cas  se  prèlanl 
mieux  aux  généralisations  que  nous  a\ons  en  vue. 

a.  Considérons  l'équation  à  deux  variables  ind(''peiidantes 

(1  )  </;;  =  \  (  X,  y,  z  )  dx  •+-  Y  (  j-,  j',  z  )  dy. 

Si  une  fonction  r-  vérilic;  cette  équation,  ses  dérivées  premières 
sont  \  et  Y.  et  Ton  en  déduit  deux  expressions  de  - — ^  (lui  doivent 
être  égales,  c(î  qui  donne 

(0 


ù\     ^,  d\ 

>)\            <)\ 

H  Y 

dy            âz 

dx        ^    ()z 

Telle  est  la  condition  d'inlégrabililé,  évidemment  nrcessaii  e. 

Soit  maintenant  à  résoudre  le  problème  de  Caueliy  relatif  à  Téqua- 
llon  (  I  ),  c'esl-à-dire  à  déterminer  une  solution  de  cette  équation 
égale  à  Zq  pour  x  =  t'  =  o.  Pour  la  calculer  en  un  point  ç,  i\,  nous 
pouvons  faire  varier  dabord  x  de  o  à  ç,  puis  y  de  o  à  r ,  et  intégrer 
l'équation  (i)  le  long  du   contour  ainsi  défini.  En  d'autres  termes,  la 

variation  de  ;  sera  définie  sur  l'axe  des  x  par  la  condition  —^  =X. 

et  sur  une  parallèle  quelconque  à  l'axe  des  j'  par  la  condition  -^  =  \  . 
Ea  fonction  :;  ainsi  délinie  vérifie  donc  une  équation  de  la  toinie 
(■^ )  dz  r=(\-^  II)  dx  4-  Y  dy, 

H  ('tant  une  fonction  de  x  c{y,  dont  nous  savons  seulement  qu'elle 
s'annule  pour  )'  =  o. 

D'ailleurs,  le  problème  de  Cauchy  posé  ne  pouvant  admettre 
diiulrc  solution  que  la  fonction\3  ainsi  obtenue,  il  est  nécessaire  et 
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suffisant,  pour  qu'il  ail  une  solution,  que  cette  fonction  vérifie 
l'équation  (i),  c'est-à-dire  que  u  =  o. 

11  est  évidemment  nécessaire  pour  cela  que  la  lonction  ;  ainsi 
formée  vérifie  la  condition  (2).  Je  dis  que,  réciproquement,  cela  est 
suffisant. 

Supposons  donc  cette  condition  vérifiée.  D'autre  part,  z,  vérifiant 
l'équation  (3),  vérifie  la  condition  d'intégrabilité  correspondante 

(4)  3 ^  +\         =  —  -^(\^u    —■ 

dy  âz         ôx  oz 

La  comparaison  des  formules  (2)  et  ( /\)  donne 

£m  _     <)Y 
ôy  dz 

d'où 

u(x,  r^)  =  u(x,  o)  e^"     '^  '      =0.  C.Q.F.D. 

Si  la  condition  (2)  est  une  identité  en  a?,  j',  ;,  on  a  ainsi  une 
solution,  quel  que  soit  z-o-  La  solution  de  l'équation  (i)  dépend  dun 
paramètre. 

Si  c'est  une  relation  entre  x,  r,  z,  (contenant  efiectivement  :?.  il 
peut  y  avoir  des  solutions  de  (i),  si  la  fonction  z  définie  par  la  con- 
dition d'intégrabilité  est  bien  solution  de  (i);  en  général,  il  n'y  en 
a  pas. 

Si  c'est  une  relation  entre  x  ely^  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  solu- 
tions. 

b.  Supposons  maintenant  que  z  soit  fonction  de  x,  y,  et  d'un 
paramètre  a,  variant  par  exemple  de  o  à  i  et  que  ses  dérivées  X  et  \  , 
par  rapport  à  x  et  j',  soient  données  par  des  formules  de  la  forme 

1 

K(x,  j>-,  2o)=  F]  [z(x,y,  :i)\x,y,  Xo]  ], 

Y{x,  j,  ao)  =  G  1  [z(x,  y,  a)  ]  x,  y,  ad  |, 
0 

les  fonctionnelles  F  et  G  dépendant  des  valeurs  de  z  pour  les  valeurs 
particulières  de  x  et  y  que  l'on  considère,  mais  pour  toutes  les 
valeurs  de  a  entre  o  et  i . 

Chacune  de  ces  équations  est  du  type  (9)  considéré  dans  le  Cha- 
pitre qui  précède,  avec  cette  différence  qu'elle  contient  une  variable 
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(:r  ou  y )  fif^iinml  cimmic  païaiiirlre.  L'eiiseinblc  de  ces  ôquatiijiis 
(lé(ii)il  la  \aiialinn  de  r  (|iiaiHl  x  et  y  varient,  par  exemple  de  la 
luauièic  iiuli(pié<'  au  |)aragraplie  a;  on  a  ainsi  une  lonclion  z  bien 
détei  iniuic,  solution  des  équations 

dz        ,,  ,  àz         .. 


'/.' 


'b^ 


la  fonclion  //  [.r,  y,  a)  sannulant  pour  x  ^=  o. 

[x's  deux  \aleurs  de  -; — 7-  déduites  de  ce  système  sont  é;iales.  Pour 

(h-  ()y  -^  ^ 

faciliter  l'écriture,  supposons  que  les  variations  des  fonctionnelles  F 
et  G  lorsque  la  fonclion  z  varie  s'ex|)riuient  par  les  intégrales  de 
M.  Vollerra  : 


/      I'%,a(,  0  J  rfa,  /      G'., 


ch. 


11  vient 

=  ^  -+-  /     G;,3j,[X(j",  jk,  a)  4-  «(  X,  y,  7.  1]  (h.. 

La  condition  dintégrahilité  du  sjstéme  (5j  s'obtient  en  faisant 
u  =  o.  Elle  est  nécessaire  pour  que  11=^  o  et  que,  par  suite,  la  fonc- 
tion :;  formée  soit  solution  de  l'équation  (5  V  Elle  est  aussi  suflîsante, 
car  elle  entraîne,  en  tenant  compte  de  (6  ), 

Cette  équation  intégro-diflerentielle  définit  parfaitement  u(x,  >',  a,,  ) 
si  Ton  connaît  sa  valeur  initiale  pourj^=  o,  et  si  cette  valeur  initiale 
est  nulle,  u  est  partout  nul.  c.  q.  f.  d. 

Si  la  variation  des  fonctionnelles  F  et  G  n'est  pas  de  la  forme 
considérée,  si  notamment  elle  contient  des  termes  dépendant  spécia- 
lement de  l'allure  de  la  fonction  z(x,  y,  a)  dans  le  voisinage  du 
point  a=  o,  l'équation  (7)  sera  remplacée  par  une  intégro-différen 

»•    11        P          .                                    1             -     -      1       1                .  àuix.  y,  !Xo)  1 

tielle  d  un  type  un  peu  plus  gênerai,   donnant  p sous  la 

forme  d'une  fonctionnelle  linéaire  dépendant  des  valeurs  prises  par 
u{a:,y,  a)  quand  a  varie  de  o  à  i,  fonction  en  outre  de  x,  y,  a,). 
Mais  la  conclusion  que  cette  équation  entraîne  m  =  o,  si  la  valeur 
initiale  u[x,  o,  a^)  est  nulle,  subsiste. 
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c.  Soit  maintenant  une  fonction  z  de  trois  variables  a?i,  .2:2,  ^i, 
assujettie  à  vérifier  l'équation  aux  différentielles  totales 

dz  =  Xi  ( Ti,  X2.  -es,  :■)  dx^  -l-  X-i( x^,  x-i^  X),^  z)  dxi-\-  X3(a;,,  x=i,  x^,  z  )  dx^. 

Cette  équation  permet  de  calculer  la  variation  de  :;  quand  on  fait 
varier  j?,,  5^25  -^s  suivant  une  loi  déterminée,  et  il  est  évidemment 
nécessaire,  pour  que  le  résultat  soit  indépendant  du  chemin  suivi, 
que 

Uxj  ■'   àz  ()x,  ()z  ■'  -     !      / 

Je  dis  que  cette  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  l'on  considèr.' 
des  systèmes  de  valeurs  j"i,  x-x^x-^  dépendant  d'une  manière  quel- 
conque de  deux  paramètres  X  et  ijl,  représentant  des  points  x,,  x^-,  x-i, 
décrivant  une  surface  S,  on  vérifie  sans  peine  que 

ù"-  z  <)-  z 

c'est-à-dire  que  le  résultat  est  indépendant  du  chemin  suivi  pour 
faire  varier  a?i,  x^t  ^3,  à  condition  que  ce  chemin  soit  sur  la  sur- 
face S.  Mais  deux  chemins  quelconques  allant  de  l'origine  à  un  même 
pointa?),  x-2,  X:i  peuvent  toujours  être  considérés  comme  étant  sur 
une  même  surface  S.  Le  résultat  est  donc  indépendant  du  chemin 
suivi. 

Jl  n'y  a  pas  de  difficulté  à  considérer,  au  lieu  de  la  fonction 
ii{Xi,  X21  x-i)^  une  fonction  d'un  plus  grand  nombre  de  variables,  on 
bien  une  fonctionnelle,  ce  qui  conduit  au  problème  traité  dans  le 
Chapitre  précédent.  Nous  rencontrerons  au  Chapitre  IV  une  généra- 
lisation un  peu  différente.  Il  n'y  a  jamais  de  difhculté  à  étendre  le 
raisonnement  du  paragraphe  a  de  cette  Note,  et  nous  pouvons  tou- 
jours affirmer  que  la  condition  d'intégrabilité,  toujours  aisée  à  former 
et  évidemment  nécessaire,  est  aussi  suffisante. 

d.  Bien  entendu,  dans  le  cas  où  cette  condition  n'est  pas  idenli- 
quement  vérifiée,  il  faut  choisir  une  détermiuation  initiale  de  la 
fonction  ou  fonctionnelle  étudiée  qui  la  vérifie,  puis  écrire  qu'elle 
reste  vérifiée  pour  les  nouvelles  valeurs  de  cette  fonction  ou  fonc- 
tionnelle déduites  de  proche  en  proche  des  équations  données.  On 
obtient  ainsi,  en  général,  de  nouvelles  conditions  de  plus  en  plus 
restrictives,  comme  nous  l'avons  montré  au  n"  6. 


CIIÂPITIIK  U. 


L'ÉQUATIOX  AUX  1)KIU\  KKS  lONCTIONNELLES 
DE  LA  l'ONCTION  DE  GllEKX. 


S;i\i.MAiRK  :  Le  problcine  de  Dirlchlet  et  la  fonction  de  Green  dans  le  cas 
du  plan  :  L'é(|ualion  île  Liiplace.  —  Les  poicntiels  de  simple  et  de  double 
couche.  —  F^e  prol>lème  de  Diiiclilct.  —  L;i  fonction  de  Green.  —  Cas  du 
cercle.  —  Sinj;ularité  de  la  fonction  de  Grecn.  —  Application  de  la  repic- 
senlation  confoiinc.  —  Le  prolilèmc  de  Diiiclilet  dan*;  l'espace.  —  La  varia- 
tion lie  la  fonction  de  Green  :  I^a  fornnile  de  iM.  Hadamard.  —  La  varia- 
tion des  dcrivces  de  la  fonction  û^'  Green.  —  Inlégrahilité  de  l'équation 
[■''>)  :  Formation  de  la  condition  dintégrabililé.  —  Ktude  du  cas  régulier 
—  Etude  du  cas  singulier. 

LE  PROBLÈME  DE  DIRICHLET  ET  LA  FONCTION  DE  GREEN 
DANS  LE  CAS  DU  PLAN. 

Il  peut  être  utile,  pour  faciliter  la  lecture  de  la  suite  à  un  aussi  grand 
nombre  de  lecteurs  que  possible,  de  rappeler  d'abord  les  propriétés  clas- 
siques des  fonctions  liarmoniques  et  de  la  fonction  de  Green.  Le  lecteur  au 
courant  dv  ces  questions  peut  passer  les  n"'  13  à  20. 

13.  L'équation  de  Laplace.  —  Une  fonction  u  de  deux  variables  x 
el  )',  coordonnées  d'un  point  dti  plan,  est  dite  harmonique  lors- 
qu'elle vérifie  V équation  de  Laplace  : 

.nu      ,n,i 
i\)  Ait  =  -— -  -^  — —  =  o. 

()x-         df'^ 

Cette  équation  ne  change  pas  par  un  changement  de  coordonnées 
rectangulaires.  Si  en  particulier  on  prend  comme  axes  de  coor- 
données la  tangente  et  la  normale  à  une  courbe,  on  a,  en  conservant 
b'S  notations  du  n"  76  de  la  première  Partie, 

_  rf2  i<        d^  u        d' u        d^  u  du 

dn-  dt-         dn^  ds-  dn 
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La  formule  de  Green,  appliquée  à  deux  fonctions  liarmoniqucs  a 
et  (',  s  écrit 

les  fonctions  u  et  v  étant  harmoniques  et  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières  à  l'intérieur  du  contour  fermé  C,  et  ds  étant 
l'élément  d'arc  de  C  décrit  par  le  point  M  dont  dépendent  a  et  r.  Si 
en  particulier  i^  =  i ,  on  a 

r  du  , 

La  fonction  \os  -,  p  étant  la  distance  de  deux  points  A  et  M,  est 

°  p    '  '■ 

une  fonction  harmonique  de  chacun  de  ces  points.  Si  Ton  veut  appli- 
quer la  formule  de  Green  à  a  et  log-,  considérées  comme  fonctions 

de  M,  et  si  A  est  intérieur  au  contour  C,  il  faut  isoler  ce  point  par 
un  petit  cercle.  On  trouve  ainsi 

[      d  ,       i        ,        \   du 


I       r         d  ,       i        ,        \   dn\    . 

''  -i-J^^X     dn     ^^  "0  du ) 

la  direction  positive  de  la  normale  étant  dirigée  vers  l'intérieur  de  ('. 


14.  Les  potentiels  de  simple  et  de  double  couche.  —  On  appelle 
ainsi  respectivement  les  intégrales 

Va=  /  }Ji.(jr)log^rf5, 

C  d  I 

Wa  =  /    H.(5)— -log-<^5, 
J  (In         p 

a(5)  étant  la  densité  du  potentiel  considéré  (  '  ). 

Si  A  n'est  pas  sur  le  contour  C,  la  règle  habituelle  de  dérivation 
des  intégrales  définies  s'applique  et  il  en  résulte  que  les  potentiels 
sont  des  fonctions  harmoniques  du  point  A. 

Les  formules  qui    définissent  les    potentiels    conservent   un    sens 

(*)  Il  résulte  iniincclialcnient  de  ces  définitions  que,  pour  ix(s)  =  i,  W»  représente 
l'angle  sous  lequel  la  ligne  C  est  vue  du  point  A,  en  comptant  positivement  les 
angles  pour  les  parties  de  C  pour  lesquelles  A  est  du  côté  positif  choisi  sur  la  nor- 
male. Si  C  est  un  contour  fermé  et  A  intérieur  à  C,  on  a  donc  Wa=:  21:. 
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\i)\>(^[\('  A,  supposé   iiil(hieiir  au   coiilour,  Icnd   vers  un  jKtint  ^a  du 
conloiir;  mais  W^  lu-  Icnd  pas  v(!rs  \\  „.  (  )a  a 


lim   Va  =  V«, 
/     lim    \\'\  =  W„-h  7t;/„, 


Y-a  élanl  la  valciii-  de  [J-{s)  au  [)oliil  a. 

Si  l'on  désigne  par  -: —  une  dérivée  prise  en  supposant  un  dépla- 
cenienl  de  A  parallèle  à  la  normale  intérieure  en  a,  ou  a 


=    /    \x(s)—, —  \o"-ds. 

dUa         Jj.  '    ^        dna       "  f 


Cette  intégrale  conserve  un  sens  lorsque  A  vient  en  a,  mais,  de 
même  que  W^,  elle  n'est  pas  eontinue.  On  a 

(,7)  l,m  =   /   ,^,5)  log  — ^5  — -;/„, 

A— ^rt   a'ia        ^(j  "fia  pa 

pa  désignant  la  distance  «M. 

La  dérivée  normale  de  VV^  est  eontinue,  en  ce  sens  qu'elle  a  la 
même  valeur  limite  suivant  que  A  tend  vers  a  d'un  côté  ou  de  l'autre 
de  C.  Mais  l'intégrale  qui  représente  cette  dérivée  cesse  d'avoir  un 

d'^  I  .    ,    . 

sens  quand  A  est  en  a,  la  fonction  - — -, —  log;  —  devenant  infime  pour 
1  dn  dfia      "  p„  ^ 

Ort=o.   Elle    est  la  somme  de -r  et  d'une  quantité  finie.   On   peut 

p-  1  1 

obtenir  une  expression  commode  de  la  limite  considérée  en  écrivant 

^Wa  r,  ,      r/2       /,        I  \    , 

(8)  hm     — =  V.  p.    /    [<xi  s  )  —  [Xa] -r—: log  —      rf5, 

x-y.,  dUa  Je  'dndna\        Pa/ 

le  symbole  v.  p.  désignant  la  valeur  principale  au  sens  de  Cauchy 
[iioir  n'^  52  de  la  première  Partie). 

Les  formules  (6)  et  (7)  supposent  simplement  [^(s)  continue  ena; 
pour  la  formule  (8),  il  n'est  même  pas  suffisant  de  supposer  l'exis- 
tence et  la  continuité  de  la  dérivée  l>-'{s);  on  peut  l'établir  en  suppo- 
sant en  outre  l'existence  de  la  dérivée  seconde  [J-  (•^)5  hypothèse  qui 
peut  d'ailleurs  être  remplacée  par  d'autres  moins  restrictives.  Mais, 
de  plus,  la  formule  (8)  suppose  essentiellement  que  G  soit  un  con- 
tour/erme.  Dans  le  cas  contraire,  il  y  aurait  lieu  d'ajouter  au  second 
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membre  le  terme 

il  II  a 

'^a  étant  l'angle  sous  lequel  on  voit  de  a  une  ligne  C  joignant  les 
extrémités  de  C,  et  telle  que  le  sens  positif  choisi  sur  la  normale  à  C 
en  a  soit  dirigé  vers  l'intérieur  du  contour  fermé  formé  par  C  et  C. 

Si  lo-n  considère  les  dérivées  -;—  relatives  à  une  direction  parallèle 

dta  ^ 

à  la  tangente  en  «,  on  a 

——=  - —  =  V.  p.    /    ;j.(s)-7— log  —  ds, 
a     dta  dSa  Je  dSa  Ç>a 

a    dta  dSa  "    ''  «       Je  '^    "  '  d/i  ds, 


,.  d\x  dWa  r      /  ^     I  ' 

Iim     _—  =  - —  =  V.  p.    /    ;j.(s)-7— log  — 

A  ^  «     dta  dSa  Je  "*«  P<» 

^^^        ^      ,.  dWx  d(Wa-^-lX,,)  ,  r  di        .  I       , 

Il  m    — — ■ — —  =  T  a',  -f-    /    'US)  — ; —  \o"  —  as 


Indiquons  enfin  que,  pour  tout  arc  analytique  C,  de  C  sur  lequel 
'J-[s)  est  liolomorphe,  les  fonctions 

,  d  i  d    .        i  f/«       ,        I  I         .,         -„ 

(lO)  -_Iog— , iog— , log -,       \a,       ^^  a 

dn      ''  p„         dfia      ^  Pu        dndn,      °  p,^         of, 

sont  lîolomorphes.  Si,  de  plus,  [x(.sj  est  sur  toute  la  courbe  C  une 
fonction  liolomorphe  de  certains  paramètres,  les  valeurs  de  V^,^  et  A\  ^  à 
l'intérieur  de  C  et  leurs  valeurs  limites  sur  l'arc  considéré  Ci  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  ces  paramètres  et  du  point  A.  Cette 
proposition  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  /le  liruns. 

lo.  La  problème  de  Dirichlet.  —  Ce  problème  consiste  à  déter- 
miner une  fonction  harmonique  /r^,  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
premièies,  dans  la  région  intérieure  à  un  contour  C,  connaissant  sa 
valeur  ;/  en  tout  point  .M  de  C.  Nous  supposerons  la  valeur  donnée 
sur  C  fonction  continue  de  M  (  '  ). 

Le  problème  ainsi  posé  admet  une  solution  et  une  seule. 

La  démonstration  de  Tunicité  résulte  aisément  de  la  formule  (4)- 

Pour  démontrer  qu'il  en  existe  une,  il  suffit,  par  la  méthode  de 
M.  Fredholm,  de  montrer  que,  pour  une  détermination  convenable 
de  u(5  ),  le  potentiel  ^^  ^  résout  le  problème.  Comme  ce  potentiel  est 
harmonique,  il  suffit  qu'il  prenne  la  valeur  u  sur  le  contour,  ce  qui, 

(')   On  pouirail  iidiiicUre  cciUiiiK^s  disconliiiuilOs. 
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«Tapirs    la    roiimilc    (()),    cojuluil   à    (Icliiiir    |/(  s  )    par    rrcjualiou    (l<! 
l'redliolin 

d 

'/(s)- 

'c 


(il)  -;ji«+  /    ;ji(^s)-p-lug  —  ds—Ua- 

J..  fin  0,1 


\a'  nojaii  «l(;  celle  éqiialion  <•>!  lidloiiKtrplie.  Son  (Ictenniuaiil  ne 
peut  rire  mil,  car  s'il  élait  mil,  un  poiinail  Irouver  une  fonclion  ji  (.y; 
non  nulle  (pii  anmilerail  le  premier  membre  et  \v.  polenliel  corres- 
pondant W^  serait  une  solution  non  nulle  du  pr<)l)lcme  i\c  Diriclilet 
correspondant  à  des  données  nulles  sur  le  contour,  ce  ([ui  est  con- 
traire à  l'unicité  de  la  solution. 

Il  existe  donc  une  fonction  a(.v),  donnée  pai-  une  foriiuih.'  de  la 
forme 

(^■Jï)  T.[Xa=  ll'a-+-     /     Il  '0{S,   Sa)  ds, 

•-  C 

le  fonction  '3  étant  holomorphe.  Le  potentiel  W^  est  alors  une  solu- 
tion du  problème  de  Dirichlet,  et,  de  plus,  nous  voyons  que,  si  le 
contour  C  est  analytique  et  si  les  valeurs  données  u  sont  des  lonc- 
tions  holomorphes  de  s  et  de  certains  paramètres,  \i-{s)  et,  par  suite, 
Wv=  '/a  ^t)nt  des  fonctions  holomorphes  du  point  A  et  de  ces  para- 
nu'tres.  Celte  proposition  est  due  à  MM.  Schwarz  el  Hadamard  (  '  ). 

16.  La  fonction  de  Green.  —  Pour  pouvoir  résoudre  le  problème 
de  Dirichlet,  quelle  que  soit  la  fonction  donnée  u  sur  le  contour,  il 
suffit  de  savoir  le  résoudre  lorsque  cette  fonction  est  égale  à  la  valeur 

prise  sur  le  contour  par  la  fonction  log  -  ,  /•  désignant  la  distance  de  A 

à  un  point  B  quelconque  intérieur  à  C.  Ce  problème  n'est  pas  résolu 

par  la  fonction   log-  elle-même,   celle   fonction   étant   harmonique, 

mais  infinie  au  point  B.  Soit  ]i\,  la  fonction  qui  le  résout.  On  appelle 
Jonction  de  Grecn  la  fonction 

(|3)  ^B  =  't.g^—  //fj. 


C)  J.  Hadamard,  Me  moire  sur  le  problème  cVanalyse  relatif  à  l'équilibre  des 
plaques  élastiques  encastrées  {Mémoires  présentés  à  l'Académie  des  Sciences, 
I.  XWIII,  1908,  p.  23-27).  Voir  aussi  mon  Mémoire  sur  l'allure  des  fondions  de 
Green  et  de  Neumann  dans  le  voisinage  du  contour  {Acta  mathematica.  t.   42). 
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Elle  est  ainsi  définie  par  les  condilions  dètre  l((  somme  de  log-  et 

d' une  fonction  harmonique  et  régulière  du  poij}t\.  et  de  s'an- 
nuler quand  A  est  sur  le  contour. 

En  appliquant  la  formule  de  Green  aux  fonctions  g^l  et  g^^  (il  faut, 
pour  cela;  isoler  les  points  A  et  B  par  des  petits  cercles),  on  obtient 
la  formule 

„A  _      B 

»  H   —  6  A- 

La  fonction  de  Green  est  donc  une  fonction  symétrique  des 
points  A  et  B.  Cest  donc  une  fonction  harmonique  de  B  aussi  bien 
que  de  A.  et  elle  s'annule  lorsqu'un  cpielconque  des  points  A  et  B 
vient  sur  le  contour. 

En  appliquant  la  lormule  de  Green  à  ^'^'  et  à  la  tuiiction  harmo- 
nique Uf^.  on  obtient  la  formule 

^i4i  uk=—    fu'I^ds 

■2- Je        dn 

qui  résout  le  pnil^lème  de  Dirichlet. 

La  ré^olutiiin  de  ce  problème  est  ainsi  ramenée  à  la  connaissance 

de  la  fonction  de  (ireen,  et  il  sufiil  même  de  connaître  -^  .  qui  est 

an  ■    '■ 

une  fonction  d'un  j>oint  du  contour  et  dun  point  intérieur  au  con- 
tour, c'est-à-dire  une  fonction  de  trois  variables  seulement.  On  peut 
même  observer  qu'il  suffit  de  connaître  la  valeur  de  la  fonction 

d-  S'y 


dn  dna 


Il  et  M  étant  deux  point?  du  contour.   En  effet,   cette  fonction  étant 
connue,  la  fonction 


qui  est  une  fonction  du  point  A.  liarmonique  et  régulière  à  l'inté- 
rieur de  C.  et  connue  sur  le  contour  ainsi  que  sa  dérivée  normale, 
est  définie  en  tout  point  A  intérieur  à  C  par  la  formule  <  5V  La  fonc- 

tion -J^  est  ainsi  connue,  et  la  formule  ('i4')  résout  le  problème  de 

Dirichlet. 

La  fonction  (j"^',   bien  définie  lorsque   a  et   b  sont  des  points  du 
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conloiir,  cl  (loiil  la  connaissance  équivaut  à  celle  d*'  la  fnnclion  (le 
(irocu  eile-iuènie,  est  la  preinièi-e  dérivée  de  celle  rouclion  qui  ne 
soil  pas  uulle.  Toutes  les  autres  dérivées,  pour  les  points  du  contour, 
s'en  déduisent  immédialemenl  ;  ainsi  la  formule  (2)  donne 

k'a  et  l<b  désignant  les  valeurs  de  la  courbure  de  C  en  a  et  b. 

17.  Cas  du  cercle.  —  Lorstjue  C  est  un  cercle  de  rayon  R,  on  a 

(17)  ^j^  =  log-^-, 

d  désignant  la  distance  de  B  au  centre  du  cercle,  et  r' la  distance 
de  A  au  point  B'  conjugué  de  B  dans  le  cercle;  on  vérilie  immédia- 
tement que  cette  expression  possède  bien  les  propriétés  qui  servent 
de  définition  à  la  fonction  de  Green.  On  en  déduit 


^=2  —  lo-i  —  -  =  ^  —  i 
dn  du      '=  0        R         g2         h 


(•8)  {  ,  2 

{}/,-  ô      ^' 

f  2R2sin2-        «"" 


2 


p  désignant  toujours  la  distance  AM,  p  désignant  la  distance  de  A  à 
la  tangente  au  cercle  en  M,  0  l'angle  des  rayons  du  cercle  aboutissant 
aux  points  a  et  b,  ab  la  distance  de  ces  deux  points.  Il  est  à  remar- 

([uer  que  (j"/'  ne  dépend  que  de  la  distance  ab,  et  non  du  rayon  du 
cercle  passant  par  ces  deux  points.    - 

18.  Singularité  de  la  fonction  de  Green.  —  D'après  la  définition 
de  cette  fonction,  et  d'après  le  théorème  de  MM.  Schwarz  et  Hada- 
mard,  la  fonction  Ag  est  liolomorplie,  de  sorte  que  g^  a  même  singu- 
larité que  log-,  lorsque  A  et  B  sont  intérieurs  au  contour  C  et  que 
de  plus  le  point  B  ne  s'approche  pas  du  contour.  Mais  il  n'en  est  plus 
de  même  lorsque  B  est  sur  le  contour;  c'est  alors  la  fonction  g^  qui 
est  holomorphe  (étant  nulle),  et  h^  a  la  même  singularité  que  log-- 
On  est  alors  conduit  à  se  demander  ce  qui  a  lieu  lorsque  A  et  B 
tendent  vers  un  même  point  du  contour. 
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Pour  résoudre  celle  question,  parlons  de  la  remarque  que 

(lu         "-     r,  p2 

se  réduit,  quand  A  vient  en  un  point  a  du  contour,  à  une  foncllon 
holoniorphe  des  points  a  et  M.  La  fonction  'f  (A,  IM),  définie  comme 
étant  une  fonction  harmonique  de  A,  sans  singularité  à  l'intérieur 
de  C  ni  sur  C,  égale  à  la  précédente  sur  le  contour,  est  donc,  d'après 
le  tliéoi'ème  de  MM.  Scliwarz  et  Hadamard,  une  fonction  liolomorphe 
des  points  A  et  ]M. 
L'intégrale 

est  donc  une  fonction  harmonique  de  A,  égale  à  a  sur  le  contour 
(en  raison  de  la  discontinuité  du  potentiel  de  double  couche).  Elle 
est  donc  égale  à  iip^,  et  la  comparaison  de  celte  formule,  qui  donne 
une  nouvelle  solution  du  problème  de  Dirichlel,  avec  la  formule  (i4>, 
donne 

(.9)  f^  =..^_;l|ogi  _c.(A,  M). 

^    -^  '  dn  du      ^  p         .       '       ^ 

dff^ 
La  fonction  es  étant  holomori^he,   la   singularité   de  —7—  est  ainsi 

'  ^  du 

parfaitement  connue. 

Or  celte  fonction,  permettant  de  résoudie  le  problème  de  Dirich- 
let,  permet  en  particidier  de  déterminer  /q^,  et  par  suite  gy,.  On  a 
ainsi 

'c    ^''«         p 


(.0)  .A^,ogi--L-  r 


p'  désignant  la  distance  MB.  Tenant  compte  de  Texpression  (19  ),  on 
voit  que  g^  est  la  somme  d'une  fonction  holoniorphe  des  deux 
|»oints  A  et  B  et  de 

L'application  de  la  formule  de  Green  aux  fonctions  log-  et  log  - 
montre  que  l'expression  précédente  est  identiquement  égale  à 
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l'^illiii   ou    iIimIiiiI  lie    hi    loiimilc  (i())  (liic  ({'!  e>l  l;i  somme  (Je;  --7-  cl 

\    .'/    1        .'  >  ^iiji 

A\\\\i\  fonclion  holomorplic  des  jioinls  a  cl  h  du  couloiir. 

\x  pi'ohlcmc  pose  csL  aiusi  ic'-solu  simpicmoul  pour  \;\  louciion  (le 
(îiccu  cl  celles  de  ses  dtu'ivées  (pu  |onci'oul  le  |iliis  j^rinid  l'c'de  daus 
la  siiile. 

Les  résullals  |>réccdenls,  reposaul  sur  le  llH'Orcnie  de  MM.  S(  liwarz 
el  Iladainard,  supposent  nalurellemeiit  le  contour  analjti([uc.  Si,  au 
lieu  de  vouloir  connaîlrc  la  fonction  de  Green  avec  une  erreur  qui 
soit  une  louciion  lioloniorplie,  on  se  propose  seulement  d'ohlenir 
une  erreur  (jui  resic  Unie  aiusi  (pie  ses  dérivées  jus(prà  un  ordre 
délermint}  y>,  il  suKîl  de  suj)poser  (pic  les  coordonnées  du  |)Oinl  M 
du  conlour  soient  des  lonclions  de  5  continues  ainsi  (|ue  Icih's  déi'ivécs 
juscpi'à  l'ordre  p  -{-  \  . 

lu.  Application  de  la  représentation  conforme.  —  Considérons 
une  représentation  conforme  de  la  région  intérieure  à  C  sur  la  région 
intérieure  à  C,  et  appelons  A'  et  B'  les  points  qui  correspondent  à  A 
et  B.  Une  fonction  harmonique  du  point  A  devient  une  fonction  liai- 
oniquc  du  point  A'.  D'autre  part,  la  différence 

I       '        I       ' 
log-  — logp, 

!'•'  désignant  la  distance  A'B',  est  holomorphe.  On  en  déduit  que 

O.V  _  o'\' 

*B  —  s    b'i 

j  désignant  la  fonction  de  Green  relative  au  contour  G',  car  la  diffé- 
ence  de  ces  deux  cjuantités  est  une  fonction  harmonique  de  A'  (ou 
ie  A),  sans  singularité,  et  nulle  sur  le  contour. 
I    Pour  déterminer  ^'i^,  il  suffit  donc  de  connaître  une  représentation 

onforme  de  la  région  intérieure  sur  une  région  pour  lacjuelle  on 

onnaisse  la  fonction  de  Green,   par  exemple    un  cercle.   On  peut 
.isément  en  déduire  une  autre  méthode  pour  l'étude  de  la  singularité 

e  la  fonction  de  Green. 
Appelons /(A)  le  rapport  entre  un  chemin  infiniment  petit  décrit 

ar  le   point  A'  et   le  chemin  correspondant  décrit  par  le  point  A. 

>n  a  évidemment,  A  et  B  venant  en  a  et  b  sur  le  contour, 
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Prenons  pour  C  une  circonférence  de  rayon  i   el  représentons  la 
correspondance  entre  les  points  de  C  et  ceux  de  C  par  la  relation 

5'=  Fi  .ç  ). 

La  fonction/*,  en  un  point  de  C,  est  évidemment  la  dérivée  de  S, 
de  sorte  tpi'il  vient,  en  tenant  compte  des  formules  (i8), 


Nous  avions  déjà  ramené  le  problème  de  Dirichlet  à  la  détermi- 
nation de  la  fonction  d"/'.  La  formule  (23)  nous  montre  qu'il  se 
ramène  à  la  détermination  de  la  formule  d'une  seule  variable  Ff^). 
Cette  fonction  étant  connue,  il  se  résout  par  deux  quadratures. 

20.  Le  problème  de  Dirichlet  dans  l'espace.  —  La  plupart  des 
résultats  précédents  s'étendent  au  cas  de  l'espace,  en  remplaçant  le 

potentiel  logarithmique  log  -  par  le  potentiel  newtonien  -  \—;^,  dans 

l'espace  à  n   dimensions),   et  le  facteur  2-  qui  intervient  dans  un 

grand  nombre  de  formules  par  le  facteur  4"  1  d'une  manière  géné- 
rale, le  facteur  à  considérer  est  égal  à  la  surface  de  la  sphère  de 
rayon  i). 

Il  y  a  toutefois  deux  circonstances  qui  rendent  impossible  la  géné- 
ralisation de  certains  des  résultats  précédents. 

1°  L'expression 


d         i       p 


est  remplacée  par  l'expression 

d    i  _  p 

dn  p       p^ 

qui  ne  se  réduit  pas  à  une  fonction  holomorphe  des  points  a  et  M 
quand  A  vient  en  a  sur  la  surface,  mais  devient  infinie  pour  0  =  0. 
L'équation  de  Fredholm  (11)  est  alors  remplacée  par  une  équation 
à  noyau  singulier.  M.  Fredholm  a  d'ailleurs  montré,  par  une  méthode 
fort  élégante,  que  les  propriétés  essentielles  de  son  équation  ne  sont 
pas  modifiées  par  une  singularité  de  la  nature  de  celle  considérée  ici, 
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el  que  sa  nirtliodo  de  icsoliilion  du  prohlèine  de  Dirichlcl  s'appliqua- 
au  cas  de  1  espace. 

Mais  il  résulte  de  la  sii)i;ularil('  considérée  (ju'il  iiesL  pas  possible 
de  généraliser  les  résultais  du  u"  il).  11  ne  semble  pas  possible,  dans 
le  cas  de  l'espace,  de  représenter  par  des  quadratures  en  nombre  fini 
une  fonction  ayant  même  singularité  que  la  fonction  de  Green,  c'est- 
à-dire  différant  d'elle  par  une  fonction  liolomorplie.  En  tout  cas,  ce 
résultat  n'est  pas  obtenu  par  les  expressions  qui  correspondent  aux 
expressions  (:îi)  et  (22  ). 

Dans  un  grand  nombre  de  questions,  il  suffit  d  ailleurs  de  con- 
naître une  fonction  différant  de  la  fonction  de  Green  par  une  fonc- 
tion restant  finie,  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé. 
Ce  résultat  peut  toujours  être  obtenu  par  des  formules  élémentaires, 
mais  qui  deviennent  rapidement  compliquées  dès  que  l'ordre  consi- 
déré est  élevé  (  '). 

•2°  La  notion  de  représentation  conforme  ne  s'étend  pas  au  cas  de 

'l'espace.  Il  en  résulte  qu'on  ne  peut  pas  trouver  de  fonction  d'un 
seul  point  de  la  surface,  analogue  à  la  fonction  V {■s)  du  n°  19,  dont 
la  connaissance  suffise  pour  résoudre  le  problème  de  Dirichlet.  Ce 
problème  ne  peut  être  considéré  comme  résolu  que  quand  on  connaît 
au  moins  la  fonction  CJ'J^  de  deux  points  de  la  surface.  Cette  circons- 

I  tance  augmente  l'intérêt  qu'il  peut  y  ayoir  à  considérer  cette  fonc- 

!  lion. 

Dans  la  suite,  nous  étudierons  surtout  le  cas  du  plan  et  nous  évite- 

,rons  d'utiliser  la  notion  de  représentation  conforme  lorsque  ce  ne 
sera  pas  nécessaire,  de  manière  à  présenter  les  raisonnements  sous 
une  forme  permettant  l'extension  au  cas  de  l'espace. 


LA  VARIATION  DE  LA  FONCTION  DE  GREEN. 

21.  La  formule  de  M.  Hadamard.  —  Supposons  que  le  contour  C 
56  déforme,  sa  déformation  étant  définie  à  la  manière  habituelle  par 
la  donnée  de  un  en  chaque  point.  Cherchons  la  variation  ogi^  de  la 
'onclion  de  Green,  correspondant  à  cette  déformation,  les  points  A 
it  B  restant  fixes.  Nous  désignerons  parle  symbole  O).  lorsque  les 


(')  Voir  mon  Mémoire  déjà  cité  des  Acta  mathematica. 
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points  A  et  B  (ou  un  de  ces  points)  sont  sur  le  contour,  la  variation 
obtenue  en  supposant  qu'ils  restent  sur  le  contour  (ou  que  le  point 
considéré  y  reste)  en  se  déplaçant  normalement  à  lui. 

Lorsque  B  est  fixe  et  intérieur  à  C,  il  résulte  de  la  formule  (i3)  que 
oo^  est  harmonique  et  sans  singularité  à  l'intérieur  de  C.  Cette  fonc- 
tion est  donc  définie  si  l'on  connaît  sa  valeur,  lorsque  A  vient  en  un 
point  a  du  contour.  Or.  dans  ce  cas,  on  a  évidemment 

(.4)  o.,.ii  =  o,,^i;-5^o,„  =  --^,„„. 

On  en  déduit,  en  appliquant  la  formule  (i4)î" 

o.i'u  —  —  —    / on  ds. 

^  ■■  Je    on      an 


{■>)) 


Cette  formule,  (Jiie  à  M.  lïadamai'd  ('),  donne  la  variation  delà 
fonction  de  Green  lorsque  A  et  B  sont  fixes  et  intérieurs  au  con- 
tour. 

Si  A  vient  en  a  sur  le  contour,  l'intégrale  obtenue  a  la  même  dh- 


dg^, 


continuité   que  le  potentiel  obtenu   en  remplaçant   -y-  par  sa  partie 


du 

infinie   2         ^ ,  et  Ion  trouve  pour  S^^iJ,  non  zéro,  mais  1  expression 

déjà  écrite  (24).  Si  en  même  temps  B  vient  en  b  sur  le  contour,  on  a 
de  même,  évidemment, 

'  dlla  d/i,, 

122.   La  variation  dss  dérivées  ds  la  fonction  de   Green.  —  Si  A 

et  B  sont  intérieurs  au  contour,  la  formide  (ao)  peut  être  dérivée 

sans  difliculté  et  donne  la  variation  des  dérivées  de  ^>"iV 

d<^^ 
Si   A  vient  en   un  point    a   du  C(uitour.   -^  étant   la  somme  de 


dn 

2  — -: — -   et  d'une  fonction  holomorphe,  les  inléerales  obtenues  se 
an  i        '  C' 


dlos- 


(')  Voir   Comptes  rendus,  9  fÙM-icr  igi).!,  el  Leçons  sur  le   Calcul  des  variations, 
p.  3o3  cl  suiv 
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iSJ 


C(im|torhiil    conimc    lo   dt-nv  ('es  d  u  ii   juilciil  ici  de   (liuiMc   coiiclic  (Je 

<l('lislll' 

et  loii  a,  eu  tcnaiil  cuinplc  ilfs  r(»iiiiulf>  (8)  cl  (()), 


d    Idgl^ 


(■2(5)     / 


dsa  \dn,i 

dK^TH     . 

-; -; —  '■-'' 

a/ a  dria 


dgK  . 


dfr'i 


dSa  dlla 


d^ir'a     ■.  dg'v.  ,    , 

dta  dlla  d'ia 

-1—    — V.  p.     /         ('^,  __ii  rj„ 


di 


du  dlla 


df^ 
du,. 


I     \     ".-,1! 
lOg—    1    -; 0/î,, 


</5. 


On  a  d'ailleurs 


jX^7^M-'T:)M'''-ik.}k^.k-^Ty'^\''' 


lim   — — 
x-^„diic 


r\     d   (        i\         dg\. 


I  i  m   — —  r  1  -  —  2  -  ) 

X-^adll,, 


[d'après  la  noie  du   n"  li  et  la  formule  (  i4  )  |,  de  sorle  que  l'on  peul 
encore  écrire 

Considérons  inaiulenanl  la  variai  h  »n  0,.  ohlenui."  en  tenant  compte 
de  ce  que  a  reste  sur  le  contour  en  se  déplaçant  normalement  à  lui, 
et  qu'en  même  temps  la  direction  de  la  tangente  au  contour  en  a 
tourne  d'un  angle  on[,.  La  relation  entre  les  variations  0  et  o,  a  déjà 
été  écrite  avec  d'autres  notations  [formules  (3i),  n°  76,  première 
Partie].  Il  vient,  avec  les  notations  actuelles  et  en  tenant  compte  dos 
propriétés  élémentaires  de  la  fonction  de  Green, 


dg'^i  _  ,  dg^ 

dSii  dSa 

«^B  _  >  agK 

dlla  dlla 


dta  dlla 

dgl  . 


dgH  ^     , 
dlla 


dn  a 
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et,  par  suite,  en  tenant  compte  des  formules  (26), 


Ol 


dSa 


(27) 


Ol    -, =  Aa  -z On^i 

dlla  alla 


d.^"} 


I  r  [pa  dg{l  . 


d'- 


dri  dn. 


1    ^\'>gi-     1   ,. 


La  première  de  ces  formules  était  évidente  a  priori. 

Une  méthode  analogue  s'applique  pour  les  dérivées  d'ordres  supé- 
rieurs, et  lorsque  le  point  B  vient  en  un  point  h  du  contour.  On  a 
ainsi,  pour  la  variation  de  la  dérivée  d"^', 


(28) 


d^  loi 


()M  O'/'  ^^"  —  ■^-  Çt  ^^«« 


dn  dn,, 


d'-  log  — 

--"''^'''""^jTd;^ 


ds 


(29) 


la  valeur  principale  étant  relative  aux  deux  points  singuliers  a  et  b 
de  l'intégrale,  et  ka  et  kb  désignant  les  valeurs  de  la  courbure  en  a 
et  en  b. 


INTÉGRABILITÉ  DE  L  ÉQUATION  (-25). 

23.  Formation  de  la  condition  d'intégrabilité.  —  En  remplaçant 
la  fonction  de  Green  dans  l'équation  (25)  par  une  fonction  inconnue 
$1%  nous  obtenons  l'équation  aux  dérivées  fonctionnelles 


(3o) 


j<ï'jj  = 1    -  îi  on  ds 

2  ~  J ^    dn     dn 


Cette  équation  admet  comme  solution,  non  seulement  la  fonction 
de  Green  que  nous  venons  de  définir,  mais  aussi,  comme  il  est  facile 
de  le  vérifier,  la  fonction  analogue  relative  à  la  région  intérieure  à  C 
et  extérieure  à   un  ou  plusieurs   contours  fixes  intérieurs  à  C.   La 
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oondilioM  (riiilc^r.iliililc  est  ('n  nlciiiiiifiil  nciiIh'c  |i()ur  huiles  ces 
rdiiclioiis.  Mais  lotîtes  CCS  fdiiclions  sont  des  l'oiiclions  svmélriqnes 
(les  |)(»iiil.>  A  el  B,  liarmonlques,  s'annulanl  lorsqu'un  des  points 
vient  sur  le  contour,  et  avant  mrine  singulaiilc,  c'ebl-à-dire  telle  que- 
la  dill'érence  de  deux  quelconques  d'entre  elles  esl  liohjinorphe 
lorsque  les  points  A  et  B  sont  voisins  du  contour.  En  rais(jn  de  tous 
ces  caractères  commuas,  nous  pouvons  nous  attendre  à  ce  que  la 
condition  d'intégrabililé  ne  soit  j)as  identiquement  vénliée. 

l\)ur  former  cette  condition,  supposons  d'aboi'd  que  la  fonction  ^j^ 
soit  (inie  et  continue  ainsi  que  ses  d(''ri\(''es  premières  et  secondes. 
On  a  dans  ce  cas 

(In  dii^  ds  ■^~J,     diiy    diiidn 

et,  par  suite, 

\  dn    . du 

^  fd^l,  d^-^l    ,    rf^*;^,  d^l\  ,.     _  (d^^y  d^^  ^  f/*,\  f/*y, 


\  d/i      dn"-  dn-      dn  J  \  dn      dn  dn      dn 

2  -  J^,  \  dn     dn  dn  1     dn  1  dn  1     dn  1  dn     dn    / 

Nous  devons  écrire  que  cette  expression  est  identique  à  son 
adjointe. 

Le  coeflicient  de  ouxclsy  dans  l'intégrale  est  une  fonction  symé- 
trique des  points  M  et  M,.  La  première  condition  d'intégrabilité 
(  n°  4)  est  donc  identiquement  vérifiée.  La  seconde  condition  d'inté- 
grabilité exige  que  le  coefficient  de  on  soit  nul.  puisque  la  dérivée 
la  plus  élevée  de  on  qui  figure  dans  l'expression  (•^)2)  doit  être 
d'ordre  pair.  La  valeur  du  coefficient  de  on  est  indinierenle.  La  seule 
condition  d'intégrabilité  est  donc 

d^^,  d'h^l       d'P^y  d^^ 

(33)  —j J i- -7 -T—  =  o. 

ds      dn  an      as 


24.   Le  calcul   précédent   ne   s'applique  pas  si  la  fonction  <Ii^  a  la 
même  singularité  que  la  fonction  de  Green.  Considérons  maintenant 
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le  cas  dune  fonction  de  la  forme 


ht 


la  foncht)n  hl^  étant  supposée  finie  et  continue,  ainsi  qu<î  sls 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  3,  lorsque  les  poinls  A  et  B  sont  tous  les 
deux  voisins  du  contour. 

Tenant  compte  de  la  deuxième  formule  {'26).,  on  voit  que 


(34) 


dn 


i 

■}.T. 


dn 


iT.  .1,    du ,  dn 


rd^ 
/     cl /Il  a/1 


d/i, 


0/(1- 


d^M 


dsi. 


Les  formules  (3i)  et  (Sa)  sont  alors  remplacées  par  des  formules 
dans  lesquelles  les  coefficients  de  on'  ne  sont  pas  modifiés,  de  sorte 
que  la  condition  (33)  reste  nécessaire.  La  modification  du  coefficient 
de  hn  est  sans  importance.  Enfin,  l'intégrale  définie  est  modifiée, 
celle  qui  figure  dans  la  foriîiule  f3a)  étant  remplacée  par  l'expres- 
sion 


(35) 


v.p, 


x 


d'< 


d'\> 


d<^^' 


d/t  d/ii     d/i    \  d/ii 
d/>  1  d/)     d/i    \  d/i  1 


"  *  it 
d/i 


^*M. 


d/l 


ds. 


Si  nous  montrons  que  cette  expression  est  identique  à  son  adjointe, 
il  en  résultera  que  la  condition  d'intégrabilité,  comme  dans  le  cas 
régulier,  est  exprimée  par  la  formule  (33). 

Nous  supposerons  que  o/i  admette,  non  seulement  une  dérivée 
première  continue,   mais  une   dérivée  seconde  partout  finie.  Alors, 

tandis  que  -; — r-^  et  -; — —  ont  pour  partie  intime  celle  de 


dn  dni         dn^  d/i 


dn  dni 


c'est-à-dire 


(^,-.s) 


-,  leurs  coeHicients  sont  de  la  forme 


s  )  -+-  [).{Si —  S')-. 


>v  et  u.  restant  finis.  Il  en  résulte  que  le  passage  à  la  limite  représenté 
])ar  le  symbole  v.  |).  scilectue  d'une  manière  uniforme,  ce  qui  permet 
d'effectuei-  une  quadrature  par  la  règle  de  calcul  liabituelle. 

Pour  démontrer  (jiie  lexpression  (35)  est  identifpie  à  son  adjointe, 
nous  de\ons  la  multi[)licr  par  o,  ii  ds,  intégrer  le  long  du  contour  C, 
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cl  M-iilii  T  ([lie  le  résiiluu  ohicmi  ne  cliim;;e  j);i.s  si  l'on  ('■(■|iiiiii;c  les 
Miiil)itl(>  o  cL  0|.  \()iis  |)(iii\iin^,  (hiii'-  I  fxpi'CNsioii  ohlemie,  inler- 
vorlir  le  ^\nll)(ll(•  \.  |».  ci  Ir  Mi;iir  d  iiitt'^r;ihoii,  et  consiflérer  la 
valeur  |)niiri|)alc  df  riiil('i;rale  ddiihlc  ohlcnue,  c'est-à-dire  la  liiiiilc. 
pour  î  ^=  (),  de  I  iiitéj^rale  ohtcniic  en  sup|)riinanl  les  pari  ies  du  clianip 
(rint<''i;i"al  ion  |)oiir  lcs(juelle.s 


(  )r  le  i  liaiii|)  d  inlé|^raliMU  ainsi  drilni  ne  elianj^e  pas  si  1  ou  inle.- 
veilil  les  points  IM  et  M,,  et  la  fonction  intégrée  diffère  de  la  fonc- 
tion obtenue  en  éelian<;('anl  o/i  et  o,//  par  une  fonction  iinpairr. 
e'esl-à-dire  eliangeani  de  sij^ne  si  l'on  éeliangc  M  el  M,,  et  dont,  par 
suite,  l'intégrale  est  nulle.  L'intégrale  double  considérée,  et  par  suite 
>ii  limite  pour  z  =  o,  ne  eliange  donc  pas  si  l'on  intervertit  les  fonc- 
tions o//  el  0,/;.  de  sorte  (|ue  l'expression  (3."))  est  identicpie  à  son 
ad|ointe. 

L'a  lornuile  {■)•'*)  représente  donc  bien  la  condition  d'intégrabilil»'. 
non  sans  doute  dans  le  cas  des  fonctions  ayant  une  singularité  quel- 
conque, mais  dans  le  cas  des  fonctions  régulières  et  dans  le  cas  de 
celles  ayant  la  même  singularité  que  la  fonction  de  Green. 

Nous  devons  maintenant  écrire  que  celte  condition  reste  vériliéc 
(piand  le  contour  se  déforme.  Cela  nous  conduira  à  de  nouvelles  con- 
ditions; cette  fois,  les  réMiltats  obtenus  dans  le  cas  régulier  el  dans 
le  cas  singulier  seront  essentiellement  dlfiérents. 

!2o.  Étude  du  cas  rég-ulier.  —  Nous  &u[)poserons  <ï>^,  non  seule- 
ment, comme  pour  former  la  condition  d'infégrabilité  (33),  fini  et 
continu  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes,  mais  holo- 
niorphe,  lorsque  A  et  B  sont  voisins  du  contour. 

On  a,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3o). 

(j())  oi  —jr~  =     ■    ,    on y-  0/i /    _- — —  0/^1  dSi. 

as  atdii  an  'x-J^.ani    a/iias 

Cette  formule,  la  formule  (oii,  et  les  formules  analogues  relatives 
à  la  fonction  <I>^'  permettent  de  former  la  variation  du  premier 
membre  de  la  condition  d'intégrabilité.  Cette  variation  comprend 
une  intégrale  déiinie,  un  terme  en  on,  un  terme  en  o//',  qui  doivent 
(•tre  nuls  séparément.  Ecrivant   d'abord  ([ue  le  coefficient  de  on'  est 
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nul,  il  vient 

(3  )  d^d^_d^d^^^ 

du      (In  ds       ds 

Pour  continuer  la  discussion,  il  j  a  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  —  L'un  des  facteurs  — ^  et  — î-  est  nul;  supposons 

du  dii  '        ^  *■ 

pour  fixer  les  idées  que  ce  soit  le  premier,  et  qu'il  reste  nul  lorsque 
le  contour  se  déforme.  L'équation  (3o)  montre  alors  que  $,*  ne 
dépend  pas  du  contour.  11  en  résulte  de  plus  que  <I>i^  ne  dépend  pas 
de  B,  car,  quels  que  soient  le  point  B  considéré  et  le  déplacement  de  ce 
point  à  partir  de  sa  position  initiale,  il  suffit  de  considérer  un  con- 
tour passant  en  ce  point  et  normal  à  ce  déplacement.  La  dérivée 
normale  de  <I>jÎJ  étant  nulle,  $|^  ne  varie  pas  dans  le  déplacement  con- 
sidéré. 

La  fonction  ^^  est  alors  une  fonction  cV  un  seul  des  points  A  et  B, 
indépendante  de  l'autre  et  du  contour.  Une  telle  fonction  vérifie 
bien,  évidemment,  l'équation  (3o)  et  la  condition  d'intégrahi- 
lité(33). 

d^^        d^^^ 
Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  que  —r^  et  -j^  ne  soient 

pas  nuls,  ou  du  moins  ne  le  soient  qu'accidentellement,  pour  un 
contour  particulier,  sans  le  rester  quand  le  contour  se  déforme.  Les 
équations  (33)  et  (3^)  sont  alors  des  équations  linéaires  et  homo- 

gènes  en  —z —  et  — t— ,  admettant  un  système  de  solutions  non  nulles. 
Leur  déterminant  est  nul,  ce  qui  donne 

ces  deux  termes  n  étant  pas  nuls  séparément,  puisque  —j^  n  est  pas 
nul . 

Ce  cas  ne  comporte  pas  de  solution  réelle.  Pour  les  solutions  ima- 
ginaires, il  vient,  en  tenant  compte  de  la  formule  (33), 

dn  ds   '  dn  ds 

(ou  bien  les  formules  obtenues  en  remplaçant  dans  celle-ci  f  par  —  ;'). 


r.nw.   rr.  —  i)i;iiiM;Es  ro.NcrioNNiaLES  de  i.a  io.nction  hk  (jriKKN.       ihig 
Gctic  Iniiiiulc  à  XIII    hiiii-  (Idii   rcsler  vcrilit.M;  quand  le  contour  se 
déforme.   Tenant  compte  des  formules    (3i)  et  (3G)  et  égalani    le- 
coeflicienls  de  on  dans  les  variations  des  deux  inend>res.  il  \ient 

c(/i'-  dtdii  rf/i*  dtd/i 

Recommençant  à  ('-j^aler  les  coefficients  de  on  dans  les  variations 
des  deux  membres,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  successivement  les 
coiuhtions 

-dJj'XCd^-'-dT)  ^djn'K-Tnr-^'^ir)  =°      (/^  =  ^-3, ...,-.;, 

qui  ni(iiilreiil.  j)uis(nie  la  fonction  <I>i^j  est  liolomorphe,  que  les  condi- 
tions (38)  restent  vérifiées  lorsque  le  point  M  s'éloii;ne  du  contour. 

La  fonction  <I>|^  est  alors  une  fonction  analytique  de  :r,  +  iy^  et  de 
x-, —  iy.2  (ou  de  .r,  —  ()^,  et  de  x.2-\-iy.2)i  ^i  et  y,  étant  les  coor- 
données de  A,  j'2  et  )'2  celles  de  B. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes  pour  qu'il  existe  une 
solution  de  l'équation  (3o)  égale  pour  un  contour  particulier  à  la 
fonction  <[>«.  En  effet,  la  forme  de  l'équation  (3o)  montre  qu'elles 
restent  vérifiées  lorsque  le  contour  se  déforme,  et  la  condition  d'in- 
tégrabilité,  qui  résulte  de  cas  conditions,  reste  également  vérifiée. 

26.  Étude  du  cas  singulier.  —  Supposons  maintenant  que  ^g  soit 
la  somme  de  la  fonction  Green  et  d'une  fonction  h^  holomorphc 
lorsque  les  points  A  et  B  sont  voisins  du  contour. 

La  formide  (36)  n'est  plus  exacte,  l'intégrale  qui  y  figure  représen- 

d^^ 
tant  la  variation  o —^  lorsque  M  est  intérieur  au  contour,  et  étant 

discontinue  à  la  limite  comme  l'est,  d'après  la  formule  (9),  la  dérivée 
d'un  potentiel  de  doul)le  couche  de  densité 

2  -    dn 
Il  y  a  donc  lieu  d'ajouter  le  terme 

d  /rf^il  .    \  d'^^  .         ,  rf*!,  .         d^^  ^  , 

;-  I  — ; —  0/1    1    = —  on  -+-  fC  — ;—  OH ; Ort  , 

ds  \  dn         I  dt  dn  ds  dn 
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t i  il  vient 


",)> 


oi  —j-  =  k  — T-  0// /    — 0,,,,  dsi 

as  as  i~  J,     ""i    'f/iicis 


Cette  formule  et  les  résultats  du  n"  !2i  permettent  de  former  la 
\ariatiiin  du  premier  meiidne  de  la  condition  dintéiirabilité.  Annu- 
lant le  cneflieient  de  o/^',  il  vient 

ds      ds 

Ces  deux  facteurs,  dont  le  produit  est  nul,  doisent  d'ailleurs  être 
nuls  tous  deux.  Si  par  exemple  le  premier  était  nul  et  non  le  second, 

daprès  la  formule  (>').))  la  dérivée  -~  sérail  nulle,  et  d'après  l'équa- 
tion (.)o),  <î>|*  serait  indépendant  du  contour,  ce  qui  n'est  pas  pos- 
sible, puisque  sa  partie  infinie  en  dépeiKJ    efl'eclivement.  On  a  donc 

^'^^  -d7=-di  =  ''- 

En  écrivant  que  ces  conditions  restent  à  leur  tour  vérifiées  lorsque 
le  contour  se  déforme,  on  n'obtient  cette  fois  aucune  nouvelle  condi- 
tion imposée  à  la  fonction  <I»,V  En  efTet,  si  elles  sont  vérifiées  initia- 
lement, il  résulte  de  la  formule  (Sg)  et  de  la  formule  analogue  relative 
à  <I>^'  qu'elles  restent  vérifiées.  Comme  la  condition  d'intégrabililé  (33) 
est  une  conséquence  de  ces  formules,  celte  condition  reste  vérifiée. 
Par  suite,  à  toute  détenniiiation  initiale  de  ^l^^ayant  même  singn- 
laritc  que  la  fonction  de  (îreen  et  vérifiant  les  conditions  (ii>) 
correspond  une  solution  de  récjuation  {  3o). 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  dune 
solution  sont  ainsi  beaucoup  moins  restrictives  dans  le  cas  singulier 
que  dans  le  cas  régulier. 

Cela  était  d'ailleurs  à  prévoir.  Si  nous  remplaçons  la  région  inté- 
rieure à  C  par  la  région  comprise  entre  C  et  un  autre  contour  C  , 
nous  obtenons  une  autre  fonction  de  Green,  ayant  dans  le  voisinage 
de  C  la  même  singularité  que  g^,  et  vérifiant  évidemment  l'équa- 
lion  (3o)  lorsque  C  se  déforme,  C  restant  fixe.  Toutes  ces  fonctions, 
dont  la  forme  dépend  ainsi  d'une  ligne  C,  sont  donc  des  solutions  du 
proldème  que  nous  venons  de  traiter,  et  l'on  devait  s'attendre  à 
trouver  des  solutions  a^ant  un  assez  grand  degré  de  généralité. 


CHAI'.  II.    —   iii;uim:ks  idm  rioNNKi.i.r.s  di:  i.\   fonction  ui;  (iur.iN.        191 

T<)iil(!l<>i>,  (m  Ml'  |n»ii\;iil  |);l-^  |ii('\(ni'  (|iir  le  |niilil(iiir  Ir.iih'  iH' 
roiidiiirail  à  aucune  aiili'c  ciiiKlilioii  (^uv  les  coiidilioiis  (^  |(>).  Si  l'on 
rt'inplaio  la  tonclion  doiliccii  pai'  la  lunclion  de  iSeuniann,  on  est 
conduit  à  une  é([ualiuii  analoi^uc  à  1  é({ualii»n  l  3o  )  ;  la  reciierclie  des 
solutions  de  cette  cMiiiation  avant  niè'nie  sin«;ularité  que  la  fonction 
de  Ncumunu  conduit  à  des  conditions  analoi;ues  aux  conditions  (4o), 
mais  en  ojilre,  à  la  condition  l»eaucou|)  plus  restncti\e  que  ces  solu- 
tions >oi<nt  des  tonclidus  liarmoiiKjues  des  points  A  et  B  (').  Dans  le 
piohlcnie  relatilà  l'équation  (  oo),  on  aurait  pu  s'attendre  à  la  même 
restriction,  puisque  les  solutions  dont  nous  venons  de  montrer 
ri  priori  rexislence  la  M-nlii'u':  mais  nous  avons  \\\  (pifllc  ne  se 
pn'Ni'niail     pas. 

(  '  ;    \'oir  ma  Tliè^c,  Cliapili.'  [11. 
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TRANSFORMATIONS  ET  APPLICATIONS  DE  L'ÉQUATION 
AUX  DÉRIVÉES  FONCTIONNELLES  DE  L4  FONCTION  DE  GREEN, 


Sommaire  ;  1/ équation  de  M.  Hadamard  :  L'éfjiiation  de  M.  Iladamard  et  la 
fonction  de  Gieen.  —  Léqualion  de  M.  Hadamard  et  la  fonction  de  Green 
d'ordre  2.  —  L'équation  de  M.  Iladamard  et  la  fonction  ()'/'  sur  le  contour. 
—  Applications  :  Les  inégalités  de  M.  Hadamard.  —  La  recherche  des 
solutions  honiogrnes.  —  Etude  du  cas  du  cercle.  —  Extension  au  cas  de 
l'espace. 

LÉQUATION  DE  M.  HADAMARD. 

27.  L'équation  de  M.  Hadamard  et  la  fonction  de  Green.  — 
L'équation  aux  dérivées  fonctionnelles  de  M.  Iladamard  est  Féqua- 
lion 

déjà  considérée  n**  12.  Elle  est  complètemenL  inlégrable,  non  seule- 
ment, comme  nous  l'avons  vu,  dans  le  champ  des  fonctions  symé- 
triques, mais  dans  le  cbamp  des  fonctions  quelconques,  étant  exclues 
seulement  les  singularités  pour  lesquelles  la  formule  (  i)  cesse  d'avoir 
un  sens  j)Our  les  points  du  contour. 

Etant  donné  le  rôle  joué  dans  la  théorie  de  la  fonction  de  Green 
par  les  dérivées  normales,  fonctions  d'un  point  et  d'une  direction, 
nous  considérerons  non  seulement  des  fonctions  de  deux  points, 
mais  des  fonctions  ^(A,  h\;  B,  9b)  de  deux  points  A  et  B  et  de  deux 
directions  données  en  A  et  B  et  définies  par  des  angles  0^  et  ^b-  La 
direction  de  la  normale  intérieure  au  contour  C  en  M  sera  définie  par 
l'angle  B.  L'équation 

(2)  8n'(A,  e.v;  B,  0i5)=   TtO,  Ga;  m,  0)T(M,  0;  B,  Qti)onds 


<:HAI'.    m.    —    rnANSFORMATlONS   ET  APPLICATIONS    DK   l'h^UATION.  I<)1 

est  analogue  à  l'ôcjualion  (i),  se  réduisaiiL  à  elle  lorsque  la  foucliou  M' 
ne  dépend  pas  de  Oa  cl  On. 

Nous  désignerons    par   -; —   la   d('-rivéc   d'une   louclion    suivant    la 
^  '         dii\ 

direction  dclinic  en  A  par  l'angle  0^. 

Appelons    <I>,^   uuc   solution   de   r(i(puili()n  aux   dérivées  fonction- 
nelles de  la  lonclion  de  Green 

(j)  ^*i1  = /    —, j—onds. 

an  J^.    an     an 

De  cette  équation  résulte  (juc 


c^// 


\.dnn  -HZ  J    d/)\d/i  dn  d/in 


(4) 


La  fonction 


2  7:  dnxdnii 


est  une  solution  de  l'équation  (2).  En  particulier,  si  <I>jj  est  la  fonc- 
tion de  Green  i,'g,  la  fonction 


(5) 


2-  d/i\  dn\'. 


([ui  se  réduit  sur  le  contour  à ^1,  est  une  solution  de  cette 

équation. 

Si,  au  lieu  de  considérer  une  déformation  quelconque  du  con- 
tour G,  nous  considérons  une  famille  de  contour  bien  déterminée,  se 
déformant  depuis  un  contour  intérieur  Go  jusqu'à  un  contour  exté- 
rieur G(  de  manière  qu'un  contour  G  et  un  seul  passe  par  tout 
point  A  de  la  région  comprise  entre  Go  et  G,,  nous  pouvons  sup- 
poser que  l'on  ait  choisi  pour  Oa  l'angle  définissant  la  direction  de  la 
normale  intérieure  à  ce  contour.  Get  angle  apparaît  comme  une 
fonction  du  point  A,  et  l'expression  (4)  apparaît  comme  une  fonction 
bien  déterminée  des  points  A  et  B.  Gette  fonction  vérifie  l'équa- 
tion (i)  pour  la  déformation  considérée  du  contour  G,  ou  bien,  si 
l'on  particularise  les  points  A  et  B,  pour  toute  déformation  laissant 
ces  points  intérieurs  au  contour.  Mais  si  ces  points  arrivent  à  être 
sur  le  contour,  il  est  essentiel  que  le  contour  j  soit  normal  aux 
directions  correspondant  aux  angles  choisis  Oa  et  Ob- 

LIÎVY.  13 
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28.  L  équation  de  M.  Hadamard  et  la  fonction  de  Grêen  d  ordre  2. 
—  Des  circonstances  analogues  se  présentent  avec  la  fonction  de 
Green  d'ordre  2.  Cette  fonction,  que  nous  désignerons  par  G)^,  inter- 
vient dans  le  problème  qui  consiste  à  déterminer,  à  l'intérieur  d'un 
contour  C,  une  fonction  biharinonique^  c'est-à-dire  vérifiant  l'équa- 
tion 

S.S.U  =  0, 

connaissant  ses  valeurs  et  celles  de  sa  dérivée  normale  sur  le  con- 
tour C.  La  fonction  Gj^  est  définie  comme  une  fonction  du  point  A, 
s'annulant  sur  le  contour  ainsi  cjue  sa  dérivée  normale,  et  étant  la 
somme  de  /'^log-  et  d'une  fonction  biharmonique  et  régulière  là 
l'intérieur  de   C.  C'est  aussi  une  fonction  symétrique  des  points  A 

etB. 

cl-  G'^j 
Sa  dérivée  normale  étant  nulle,  c'est  la  dérivée  seconde     ,  1    qui 

joue  le  rôle  joué  parla  dérivée  première  dans  l'étude  de  la  fonction 
de  Green  d'ordre  i.  Ainsi  la  variation  de  G^  est  donnée  par  la  for- 
mule 

et  la  fonction 

I       d'^ÇA 


^  '^-  dn  A  dn  \\ 

est,  par  suite,  une  nouvelle  solution  de  l'équation  (2). 

ÎNIais  on  peut  ici  arriver  à  un  résultat  un  peu  plus  simple.  On  a, 

en  effet, 

^^G^       ^^G^       ^G^       rf^G^ 


dn""-  ds'^  du  dii- 

Am  désignant  l'opéi-ation  A  effectuée  en  considérant  (i^j  comme  fonc- 
tion de  M.  La  formule  {('))  peut  alors  s'écrire 

oG^  =  ~    r Am  Gj\ Am  GJJ  on  os, 
o  t:  ^  /  „ 

et  la  fonction 

qui  ne  dépend  plus  du  choix  des  directions  considérées  en  A  et  B, 
est  une  solution  de  l'équation  de  M.  Hadamard. 
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^l).  L  équation  de  M.  Hadamard  et  la  fonction  (('/'  sur  le  contour. 
—  L'écjualion  (i)  est  plus  simple  ([ue  l'équation  {'i)  parce  qu'elle 
p(!rmcl  (le  définir  la  variation  de  la  fonction  inconnue  sans  faire  inter- 
venir les  dérivées  d(*  rcttt;  fonction  par  rapport  aux  Cf)ordonnées  des 
points  A  t't  H.  Mais  SI  1  on  veut  ramener  l'équation  (h  ;'i  I:i  forme  (i), 
on  ne  le  peut  pas,  et  Ton  est  conduit,  d'après  ce  ([ui  jji(''eéde,  ù  se 
<lonner  arhilrairemeut  en  A  et  B  des  directions  délinies  par  les 
angles  8a  et  Ou. 

Un  moyen  d'éviter  cette  complication  est  de  ne  considérer  les 
valeurs  des  expressions  (4)  ou  (5)  que  pour  les  points  du  contour. 
Ces  expressions  ont  alors  un  sens  bien  défini;  nous  avons  déjà  vu 
l'intérêt  qui  s'attache  à  ces  valeurs.  D'une  part,  la  conuaissanec  de  la 
fonction  (J^  à  laquelle  se  réduit,  à  un  facteur  constant  près,  l'expres- 
sion (5)  sur  le  contour  suffit  pour  résoudre  le  problème  de  Dirichlet. 

IJ  autre  part,  la  variation  première  de  -^ —  et,  par  suite,  la  variation 
seconde  de^g  introduisent  cette  fonction,  dont  la  singularité,  lorsque 
les  points  a  el  b  sont  voisins,  est  la  principale  cause  de  difficulté  dans 
l'étude  de  l'équation  (3).  On  mettra  donc  mieux  en  évidence  le 
caractère  de  cette  difficulté  en  faisant  dépendre  l'étude  de  «Jj  de  celle 

Les  points  a  el  b  devant  rester  sur  le  contour,  nous  devons  consi- 
dérer la  variation  0(  (/^  et  non  la  variation  o^/'^'.  D'après  le  n"  2l2,  on  a 


(7)  Si  Qf>  =  ()'/'(/'":;  ô/Ja-h  /x-6  on/,) 


d-  los:  — 


d/i  dlla 

-^"^'^'^'"'-dJTd^}'^'- 
La  fonction  (j'^'  est  donc  une  solution  de  l'équation 

(  8  )  0,  Wl  =  W'I  (  ka  ona  +  kl,  on, ) 

d-  loff  — 


dn  dna 
di-  \oz  — 


^'^''"'-d^Td^  ^  "^'^ 
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qui  n'est  au  fond  qu'une  forme  modifiée  de  léqualion  de  M.  Hada- 
mard,  écrite  de  uianière  à  ne  faire  intervenir  que  les  valeurs  de  W'I  sur 
le  contour  et  à  préciser  le  sens  qu'il  faut  donner  au  second  membre 
j)our  les  fonctions  ayant  même  singularité  que  Ç^. 
En  posant 

(9)  ^i=gî-^3tt, 

3C2  étant  alors  une  fonction  holomorphe,  et  en  tenant  compte  de  ce 
que,  d'après  le  n"  22,  nous  pouvons,  dans  les  formules  (7)  et  (H) y 

remplacer  les  facteurs  logarithmiques  par  -CJ'^i  et  -(j,/,  on  voit  que  la 

transformée  de  l'équation  (8)  par  la  formule  (9)  s'écrit 

10)     o,3C^=  Je2(A:«o"a-4-A-6Ô/^6) f  3t^i3tf  on  ds 

L  V. ,,.  f  [(jii  (  je^/  0/;  -  5C^  cna)  -h  g*|(5CS  5/;  -  .IC^  ont)]  ds. 

30.  Nous  avons  obtenu  l'équation  (8)  en  formant  la  variation 
de  Cj"/'.  Nous  allons  maintenant  montrer  le  lien  qui  existe  entre  les 
.autres  solutions  de  cette  équation  et  l'équation  (3). 

Soit  <ï»^  une  solution  de  léquation  (3).  Supposons  : 

1"  Qu'elle  soit  de  la  forme 

la  fonction  //^  étant  holomorphe  lorsque  les  points  A  et  B  sont  tous 
deux  voisins  du  contour, 

2"  Qu'elle  soit  une  fonction  harmonique  de  chacun  des  points  A 
et  B; 

3°  Qu'elle  s'annule  lorsque  l'un  ou  l'autre  de  ces  points  vient  sur 
le  contour. 

Je  dis  que.  dans  ces  conditions,  la  fonction 

d^^l 


(II)  ^'6  = 


dlla  dllf, 


est  une  solution  de  l'équation  (8). 

Il  résulte,  en  eft'et,  de  la  première  de  ces  hypothèses  que  ^^\,  est 
représenté  par  l'intégrale  du  second  membre  de  (8),   et   des   deux 
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De  ce  résullal,  t»ii  |»<mi|,  déduire  que  léquation  (8)  est  coniplèto- 
menl  intégral)le  dans  le  cliamp  des  fonctions  avant  même  singularité 
que  ()"/,,  c'est-à-dire  (jur  l'f'-cjuation  (lo)  est  complèl(,'ment  intégrable 
dans  le  oliam|)  des  Innclions  régulières. 

En  çllet,  nous  pouvons  choisir  arbitrairement  pour  un  contour  (^i 
la  fonction  W'I  ayant  même  singularité  que  {^l-  La  formule  (i  i)  déter- 
mine alors  sans  ambiguïté  une  fonction  Oy  vérifiant  les  trois  condi- 
tions énoncées  au  début  de  ce  paragraphe  (on  le  voit  en  déterminant 

— —  comme  loïK^tion  harmoni(iue  de  B  connue  sur  le  contour  ainsi 
an,,  1 

que  sa  dérivée  normale,  puis  de  même  <I>,j  comme  fonction  harmo- 
nique de  A,  et  vérifiant  ensuite  que  cette  fonction  vérifie  les  trois 
conditions  énoncées).  De  la  première  et  la  troisième  condition 
résulte,  d'après  le  n°  l26,  l'existence  d'une  solution  de  l'équation  (3) 
correspondant  à  la  valeur  initiale  ainsi  définie.  On  en  déduit  alors, 
par  la  formule  (i  i),  la  solution  de  l'équation  (8;  cori^espondant  à  la 
valeur  initiale  choisie  pour  W,'.  Le  résultat  énoncé  concernant  linté- 
grabilité  des  équations  (8)  et  (lo)  est  donc  établi. 

On  pourrait,  bien  entendu,  le  démontrer  directement  en  utilisant 
les  résultats  établis  n"  77  de  la  première  Partie  sur  les  fonctions 
dépendant  d'un  contour  et  dun  point  de  ce  contour. 


APPLICATIONS. 

31.  Les  inégalités  de  M.  Hadamard.  —  M.  Hadamard  a  déduit  des 
équations  (3)  et  i  O)  des  inégalités  importantes  concernant  les  fonc- 
tions de  Green. 

La  fonction  de  Green  g'^  est  toujours  positive.  Cela  résulte  de  ce 
qu'une  fonction  harmonique  régulière  ne  peut  avoir  ni  minimum  ni 
maximum.  La  fonction  de  Green,  fonction  harmonique  de  A,  nulle 
sur  le  contour  C,  et  positive  et  très  grande  sur  un  petit  cercle  F 
entourant  B,  est  toujours  comprise,  dans  la  région  annulaire  située 
entre  C  et  F,  entre  zéro  et  son  maximum  sur  F. 

L'équation  (3),  vérifiée  pour  la  fonction  de  Green,  montre  alors 
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que 

(•■^)  Ô^Tk  >  o, 

pour  toule  défornialion  telle  que  on  soil  partout  négatif  ou  nul.  En 
d'autres  termes,  la  valeur  de  la  fonction  de  Green  pour  deux  points 
fixes  A  et  B  augmente  lorsqu'on  remplace  un  contour  enveloppé  par 
un  contour  enveloppant. 

Lorsque  A  et  B  sont  confondus,  la  fonction  ^j^  n'a  pas  de  sens, 
mais  la  fonction 

qui  a  même  \ariation  quelle,  a  une  valeur  bien  déterminée  /<(A)  ('). 
L'équation  (3)  donne  alors,  en  tenant  compte  des  inégalités  de 
Scliwarz, 

32.  La  fonction  de  Green  d'ordre  2,  Gy,  est  vraisemblablement 
toujours  négative  pour  un  contour  simple.  Mais  cela  n'a  pas  été 
démontré.  On  peut  alors  seulement  déduire  de  la  formule  (6),  G^j 
ayant  un  sens  lorsque  A  et  B  sont  confondus,  que,  si  on  est  partout 
négatif  ou  nul.  on  a 

ôG^  <  o, 
(8Gê)^<5G;toGll. 

De  la  première  de  ces  inégalités,  et  du  fait  que  G^  est  négatif  pour 
un  cercle  très  petit  entourant  le  point  A,  résulte  que  celte  fonction 
est  négative  pour  un  contour  quelconque. 

33.  Malgré  la  brièveté  des  indications  que  nous  venons  de  donner, 
le  lecteur  peut  se  rendre  compte  de  la  fécondité  de  la  méthode 
employée. 

Toutes  les  fois  que  l'on  sait  résoudre  un  problème,  pour  certaines 
valeurs  particulières  des  données,  les  méthodes  du  calcul  différentiel 
permettent  de  le  résoudi-e  d'une  manière  approchée  pour  des  valeurs 


(')  D'apiès  la  défiiiitioii  de  la  fonction  de  Green,  A  (  .\  )  est  la  ^alcui-  Dioyenne  du 
logarithme  de  la  distan(c  diin  point  du  contour  au  jxiint  A,  la  moyenne  étant  cal- 
culée en  donnant  à  cliar(iic  ('lément  d'arc  un  poids  cj,'al  à  l'angle  sous  lequel  il  est 
\u  de  A 
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dos  (loniKM's  voisines  des  valeurs  pailiculières  considérées  daUord . 
Si  les  doniK'cs  compreniicnl  une  fonrlion  aihiliairc  on  une  li^ne,  l;i 
inéllunJe  consiste  à  fornicr  la  variation  de  la  fonctionnelle  éludii'C  en 
l'onclion  des  variations  des  données.  On  peut  ainsi  étudier  la  lonc - 
lion  de  Green  pour  des  contours  voisins  de  la  circonférence.  On  p(Mit 
etudi(!r  ses  sini;ularités  en  un  point  singulier  M  d'un  contour  C  en 
considérant  d'abord  des  contours  voisins  de  C  et  réguliers  dans  le 
voisinage  de  M. 

On  peut  naturclleinenl  ap|)llcpier  des  méthodes  analogues  à  des 
problèmes  beaucoup  [)lus  généraux  que  celui  de  la  détermination  de 
la  fon(;tion  de  Green  relative  à  l'équation  de  Laplace  el  au  problème 
de  Dirichlet. 

3i.  La  recherche  des  solutions  homogènes.  —  \  un  point  de  \iie 
tout  différent,  on  peut  utiliser  l'équation  aux  dérivées  fonction- 
nelles (3o)  du  Chapitre  |)récédent  à  l'étude  de  la  fonction  de  (îrecn. 
Nous  avons  vu  que  les  conditions  d'intégrabilité  de  cette  é([ualion, 
très  peu  restrictives,  ne  donnaient  aucun  renseignement  nouveau  sur 
cette  fonction;  l'équation  (  3o)  ne  peut  donc  conduire,  si  on  la  consi- 
dère seule,  à  la  détermination  de  la  fonction  de  Green.  que  si  l'on 
suppose  sa  valeur  connue  pour  un  contour  particulier. 

Il  n'en  est  pas  de  même,  si  l'on  combine  les  renseignements  que 
peut  donner  l'équation  (3o)  avec  les  propriétés  élémentaii-es  de  la 
fonction  de  Green,  notamment  celle  relative  à  sa  singularité,  celle 
d'être  harmonique  et  celle  d'être  homogène  et  de  degré  zéro. 

Lorsqu'on  remplace  la  figure  formée  par  le  contour  G  et  les  deux 
points  A  et  B  par  une  ligure  semblable  et  très  peu  dillerente,  la 
fonction  de  Green  ne  doit  pas  changer,  d'ajjrès  la  propriété  d'homo- 
oénéité.  On  a  donc 

.     ,    ,     'l^K.  '''^B.  '^é'u.  àffH^ 

l)Xx  (lyx  (^-^'B  àjH 

rAijKA  et^Bî  J'b  désignant  les  coordonnées  de  A  et  B,  et  oXa,  oy\, 
oxb,  ^yB->  leurs  variations  pour  la  déformation  considérée.  En  rem- 
plaçant, d'autre  part,  og'^  par  sa  valeur,  on  voit  que  la  fonction  de 
Green  est  solution  de  l'équation 

(  t)     —    I    —j—  —- —  r,n  ds  =  -; —  oxx  -)-  1 —  or.v  -t-  -; —  o.rB  -r-  -^ OJB- 

■}.  T.  J„    diL     du  oxx  Oyx  Ox^  uj  u 
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Comme  ou  peut  considérer  dans  le  plan  quatre  déformations  infi- 
nitésimales indépendantes  les  unes  des  autres  et  remplaçant  la  figure 
par  une  ligure  semblable  (par  exemple  une  translation  parallèle  à  Ox, 
une  translation  parallèle  à  Oy,  une  rotation  et  une  homothétie),  on 
a,  en  réalité,  quatre  équations  inté f^ro-différentielles  vérifiées  par 
la  fonction  de  Grecn. 

La  question  se  pose  naturellement  de  savoir  si  ces  équations 
suffisent  pour  déterminer  la  fonction  de  Green,  ou  si,  du  moins, 
ajoutées  à  certaines  propriétés  élémentaires  de  ces  fonctions,  elles  en 
facilitent  la  détermination. 

3o.  Remarquons  d'abord  que  la  réponse  à  la  question  posée,  non 
au  point  de  vue  des  calculs  pratiques  à  effectuer  pour  la  résolution 
des  équations  (E),  mais  au  point  de  vue  de  la  possibilité  théorique 
de  cette  résolution,  est  indépendante  du  contour  considéré. 

En  effet,  le  problème  qui  nous  a  conduit  aux  équations  (E)  con- 
siste à  trouver  des  fonctionnelles  <ï»g  vérifiant  l'équation  aux  dérivées 
fonctionnelles  de  la  fonction  de  Green  et  ayant  la  même  propriété 
d'homogénéité  que  cette  fonction.  Les  équations  (E)  définissent  les 
valeurs  initiales  de  ces  fonctionnelles  pour  un  contour  particulier. 
Quel  que  soit  le  contour  considéré,  il  est  évident  qu'on  doit  trouver 
les  mêmes  fonctionnelles,  et  par  suite,  le  même  nombre  de  solutions 
des  équations  (E). 

Du  moins  ce  résultat  est  très  vraisemblablement  exact.  Pour  le 
démontrer  rigoureusement,  il  faudrait  écarter  l'hypothèse  d'une 
fonctionnelle  vérifiant  les  conditions  indiquées,  mais  définie  dans 
un  champ  fonctionnel  ne  comprenant  qu'une  partie  des  contours 
plans  C. 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  si,  au  lieu  de  chercher  à  définir 
la  fonction  $è  par  les  équations  (E),  nous  utilisons  les  propriétés 
suivantes  : 

i''  Avoir  même  partie  singulière  que  ^^  dans  le  voisinage  du  con- 
tour, c'est-à-dire  être  la  somme  de  g'^  et  d'une  fonction  holomorphe 
lorsque  les  points  A  et  B  sont  suffisamment  voisins  du  contour; 

2°  Vérifier  sur  le  contour  les  conditions 

(.4)  ^^;  =  i^*>.=„. 
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3°  Elrc  (hiiis  le  vf)l.sinaf^e  <lii  ((liitoin-  une  loncliou  liMnnoiinjue  de 
chacun  des  j)()inLs  A  et  lî  ; 

4"  l'^lr»'  une  lonetion  sa  ni('lri(jii<'  des  poiiils    \  rt   l>. 

1^11  cllel,  CCS  coiulilioiis,  sii|)|M>sces  viTiliécs  |)oiir  un  conluiir  ini- 
liid,  le  restcnl  (|iiiin(l  le  conloiii"  se  dcfoiine.  Si  donc  nous  montrons 
<[ue  pour  un  contour  particulier,  par  exemple  un  contour  circulaire;, 
ces  conditions,  jointes  aux  équations  (E),  suffisent  à  déterminer  la 
fonction  de  Green,  il  en  sera  vraisemblablement  ainsi  pour  un  con- 
lour  quclcoïKjue  (  '  ). 

36.  Nous  avons  déjà  remartpié  le  rôle  (pie  jouent  les  \aleurs  des 
d(''rivces  de  la  fonction  de  (îreen  sur  le  contour,  et  en  [>articulier  de 
la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas,  que  nous  avons  désignée 
par  gi 

La  forme  des  équations  (K),  faisant  intervenir  les  valeurs  de  «l'J^ 
sur  ie  contour,  conduit  à  représenter  cette  fonction  par  un  d('velop- 
pement  en  série  de  Taylor  dans  le  voisinage  du  contour  et  à  étudier 

les  conditions  imposées  aux  dérivées  successives    .  ^^    ,  ^. .  11  nous  sulfir 

(l'étudier  les  conditions  imposées  à  W'I  =  -^ — 'T~'^  ^''  ^'^  efTet,  nous 

arrivons  à  montrer  que  cette  fonction  est  déterminée,  les  autres  déri- 
vées sont  déterminées  par  les  conditions  2"  et  3"  du  n"  3o;   il  n'est 


(')  La  ilit'ti(  ulli'-  d'une  d<''iiionstrati(>n  ligomcuse  ])ro\icnl  A^^  i-i^  que  la  propriété  1°, 
A  raie  pour  un  contour  initial  C,,,  Test  sculenicnt  pour  lis  rontours  assez  peu 
«liiïéi'cnts  de  Cj.  Si  Ton  post>  <ï>,j  =  ,:,''i{  + /«u,  la  formule 

g  .  A ^     Ci  ^1  ^'        ^;^  ^'^.gH  ^  <^}^  (jj^  \  ,^^  ^j^ 

"  2  -  j  ^  \  dn      dn  dn     dn  dn      du  / 

inonti'c  (|U(>  o/t|(  ("st  lioIoMiorj)lie  si  //[j  Test,  et  Ton  peut,  en  forniani  h\^  ]iar  des 
approximations  sueeessi\cs,  montrer  rigoureusement  ([ue  /t[j  icste  Indomorpiie  pour 
les  contours  li-ès  peu  différenls  de  G,,.  Mais  il  ])eut  aiTi\er  que  liy^  cesse  d"<Hre 
lioloniorphe  dans  le  ^(lisinage  du  contour  ])our  des  c<jntours  ('.  assez  différents  de  Cj,; 
il  s'agirait  de  montrer  que  cette  circonstance  ne  jx'ut  pas  se  ])roduire  pour  des  fonc- 
tions vérifiant  les  équations  (E). 

La  première  partie  de  la  démonstration  est  exposée  au  n"  31  de  ma  Tiièse.  Je  ne 
l'ai  pas  reproduite,  parce  ([ue.  ayant  remarqué  que  la  démonstration  c[ue  j'avais  donnée 
pouvait  se  simplifier,  je  n'ai  ]ni  encore  arriver  ;i  la  mettre  sous  une  forme  suffisam- 
ment simple. 
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d'ailleurs  pas  diflicile,  en  faisant  abstraction  de  ces  conditions,  do 
les  déterminer  par  les  équations  (E).  De  toute  façon,  pour  montrer 
que  le  prolilème  posé  au  nuuiéro  précédent  d('termine  bien  (à  une 
constante  près)  toutes  les  dérivées  successives  de  <ï>^.  il  suffit  de 
montrer  qu'il  détermine  bien  ^"l. 

Les  conditions  imposées  à  ^*^|  peuvent,  comme  nous  venons  de 
l'indiquer,  se  déduire  des  équations  (E).  11  est  aussi  simple  de  les 
déduire  du  fait  que  W'I  vérifie  l'écjuation  (8)  et  est  homogène  de 
degré  — 2.  Dans  une  défoimation  remplaçant  la  figure  par  une  figure 
semblable,  les  points  a  et  b  ont  des  déplacements  normaux  o/?^  et  o/?6, 
et  des  déplacements  tangentiels  oSa  et  05^.  La  variation  de  W^  due  aux 
déplacements  normaux,  et  celle  due  aux  rotations  des  tangentes  [qui 
est  d'ailleurs  nulle  en  vertu  des  conditions  (i4)1î  ^^onl  contenues 
dans  l'expression  de  o,^'2  donnée  par  la  formule  (8).  Il  vient  donc 

(F)  (>in'^,^—-!^OSa-^  —^r,Sh^1^\—  =:  O, 

<)Sa  ''S/,  l 

ol  désignant  la    variation    d'une    longueur  /   liée    à   la    figure;    en 

d'autres  termes,    1  + y  désigne  le  rapport  de  similitude  de  la  figure 

déformée  et  de  la  figure  primitive. 

Les  équations  (F)  constituent  quatre  équations  intégrales  (') 
vérifiées  par  la  fonction  W^^.  Il  faut  remarquer  que  pour  arriver  à  ce 
résultat  l'hypothèse  que  <]^g  soit  harmonique  est  essentielle.  En  effet, 
sans  cette  hypothèse,  les  coefficients  de  onx  et  S«b  dans  la  for- 
mule (8)  ne  seraient  pas  ka^",,  et  kb^V^^^  mais 


dn^.dub  diiadul 

Ce  seraient  deux  fonctions  nouvelles,  distinctes  de  W^^  qu'il  fau- 
drait éliminer.   Les  deux   équations  résultant  de    cette  élimination 


(')  Ma]f.'ii'-  la  présence  de  signes  de  dérivation,  elles  se  dislinguenl  des  équations 
intégro-differentielles  qui  comprennent  une  intégration  par  rapport  à  une  variable 
et  une  dérivation  par  rapport  à  une  autre:  tel  était  le  eas  pour  les  équations  (E), 
contenant  une  intégration  le  long  du  contour  C  et  une  dérivation  normale.  Toute- 
fois, elles  se  distinguent  nettement  des  équations  intégrales  ordinaires  par  la  pré- 
sence sous  le  signe  d'intégration  des  valeurs  M'j^  et  U'Jf  de  la  fonction  pour  deux 
systèmes  différents  de  valeurs  des  variables. 
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|)rii\(iil  s'»;(;i'irc   dinclcmnil    tu    (niiiiîiiil    li-s  ('•qiiali(»ii>  (I'  i  rchilivcs 
à  (l(>  (Idorniatioiis  (|iii  ;miiiil(iil  o//„  il  o///,,  >oit  j)iir  cxciiiplr  : 

1°  l'nc  lioni(ttli<'tic  |)iii'  iii|)j)uii  ail  pdiiit  dr  coiicniiis  des  laiigmlcs 
fil  cr  et  en  /;  ; 

'>."'  L'in'  idialinii  par  ia|>|)(nl  an   [loiiil  de  concours  des  nornialo. 

Mais  CCS  deux  cquallons  ne  siiriiiaicnl  pas  à  délcrniiiicr  M*'/,,  ^andl^ 
(juc  nous  allons  \(>ir,  par  liHudc  du  cas  du  ccrt  le,  que  les  qiialie 
équations  (F),  joiiile»  à  la  condition  (jue  M*'/,  ail  pour  pailie  inlinie 
celle  de   {]",,<'[  soil   s\m(iiiqiie  en  d  cl  A,  vullisenl  {'). 

37.  Étude  du  cas  du  cercle.  —  Dans  !<•  cas  d  un  cercle  de  lavon  i, 
l'écpiation  (F)  relative  à  une  rotation  montre  que  W'I  se  réduit  à  une 
ionclion  ']>(0)  de  Tare  0  qui  sépare  les  points  a  et  h.  Fn  raison  de  la 
propriélc-  de  symétrie  de  M''^',  ci-lle  fonction  est  paire. 

A  cause  de  la  svm<''trie  de  la  (ij^iir(>  par  rapport  au  diamètre  pei- 
pendiculair<'  à  aO,  Tecjuation  relative  à  une  translation  parallèle  à  ab 
est  idenlicjuemenl  vèrili(''e,  et  il  reste  à  écrire  les  ('-quations  relatives 
à  une  translation  perpendiculaire  à  ah  et  à  une  homothétie.  Nous 
considérerons,  ce  cjui  revient  au  même,  les  équations  relatives  à  deux 
liomothéties,  Tune  par  rapport  au  point  de  concours  des  tangentes 
en  a  et  b,  l'autre  par  rapport  au  centre  du  cercle. 

Pour  écrire  ces  équations,  nous  ne  prendrons  pas  Ô<n''^  sous  la 
lornie  (8),  mais  nous  utiliserons  les  formules 

A,  li  ^)-  </,  l>  '2  ~   A,  B  — >  1,  /'  ./(; 

(')  <)n  peut  Irouvi'C  (ju'ii  n'y  a  pas  très  ^'rand  iiiU'Tcl  à  arii\ci'  à  montrer  (|iu;  la 
fond  ion  cl<'  Gi'ccn  est  déterminée  si  l'on  utilise  les  équations  (E),  et,  de  plus,  les 
conditions  du  n°  35,  qui  seraient  presque  suffisantes  à  elles  seules.  Aussi  j'insiste 
sur  le  <iiiiiitère  essentiel  de  la  méthode,  qui  esl  de  ne  pas  tenir  compte  de  l'iiypo- 
Ihése  (|ue  la  fonction  de  Green  est  harmonique  dans  toute  la  legion  intérieure  au 
contour.  Celte  hypothèse  est  nécessaire  dans  la  définition  hahiluelle.  Au  contraire, 
nous  arrivons  îi  caractériser  la  fonction  de  Green  par  un  ensemble  de  propriétés  ne 
f;iis;inl    inliiAénir  ((ue  ses  \;ilrurs  dans  le  voisinaj,'e  du  conttiur. 

bailleurs,  pratii|uemeiil,  il  ne  peut  y  avoir  intérêt  ((u"à  appliquer  celte  méthode 
à  la  recherche  de  (j/'.  Cesl  par  la  formule  de  Green  qu'on  aura  ensuite  aussi  siniple- 

•1  1        ^^1!  \ 

ment  ijui'  possujie '-—- ^  puis  s;\^. 

dn  . 
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Cette  dernière  formule  a  rinconvénient  de  faire  intervenir  de  nou- 
veau les  valeurs  de  W^^  et  W]l  pour  des  points  qui  ne  sont  pas  sur  le 
contour  (valeurs  bien  définies  si  l'on  prcMid  la  direction  du  rayon 
comme  étant  la  direction  normale).  Mais  elle  est  préférable  pour  la 
suite. 

Désignant  par  r  la  distance  de  A  au  centre  O  du  cercle  et  a  l'angle 
des  rajons  OA  et  OM,  Wf^  est  de  la  forme  •ii{r,  a),  la  fonction  •j{/\  a) 
se  réduisant  à  '}(a)  pour  /•  =  i  ;  les  formules  précédentes  donnent 

I  f-'' 

Oi '!/(6)  = 'i>(  6)  (  ô//,j-i- o«6  I lini     /        il;( /•,  x)  <l/i /•,  6  —  oDondoc. 

Par  un  calcul  facile,  on  trouve  pour  les  équations  (F)  qu'il  s'agit 
de  former 

/                    9                         fi 
4'(9)cos-  -1-  •f'(0)sin- 
l                   II-         C'y,        SI         r               .a.     6  —  a, 
/,r\       ; Il  m     /        o(  r,  a) 'I/T/-,  e —  a  isin-sin dy.  ^=  o, 

lim     /        6(r,  a)  •!/(/•.  0  —  a)c?a  =  o. 
« 
38.   Pour  donner  une  idée  de    la   méthode  par  laquelle   on  peut 
résoudre  ces  équations,   commençons  par  faire  abstraction  du  fait 
que  '}(9)  devienne  infini  pour  ^  =  o.  Le  passage  à  la  limite  indiqué 
s'effectue  alors  sans  difficulté  et  la  deuxième  équation  s'écrit 

Ç      6(a)4/(e  — a)rfa  =  o. 

Cherchant  à  représenter 'ii(  9)  par  une  série 

(  i6)  ^{%)  =  —  -^  ax  cos6  ■+-. .  .-\-  Un.  cos/«6  -h.  .  . , 

<tn  trouve  sans  peine 


ar,  =  . .  .=  o. 


La  fonction  '}(9),  dans  les  conditions  considérées,  est  donc  iden- 
tiquement nulle. 

39.  En  réalité,  nous  avons  à  rechercher  des  solutions  non  régu- 
lières des  équations  (i5).  Mais  ces  fonctions  sont  la  limite  de  fonc- 
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lions  'j/(0)  r(''j;iiliùres  cl  (Icvcloiipahlc^  eu  ^rnr  <\c  lOuv'ier  pour  /' <<  i  : 
pour  /•  _=  I ,  ces  (l(''\  cloppcnieuls  lendcul  \ers  un  (Irveloppenicni 
(liverj;;enl,  (jue  iumis  |»()u\ons  considérer  comme  représenlanl  'i>(0), 
et  à  l'aide  du([uçl  nous  pomons  elTccUier  les  cideuls  à  peu  d(!  chose 
près  comme  s'il  élail  <'on\  (ri;('iil . 

La  seule  |)récauli(»n  à  prendre  provienl  d(!  ce  (pi'un  tel  dé\elop])C- 
menl  peut  représenter  zéro  sans  être  identiquement  nul.  Tenant 
compte  (\c  ce  (pu;  les  l'onetions  considérées,  ayant  la  ménie  sin<^iila- 
rlté  (|ue  la  fonction  de  Green  et  ses  dérivées,  n'ont  pas  d'aiilre  polnl 
singulier  (jue  le  point  /•  =  i ,  9  =  0,  et  de  ce  (pie  dans  le  \oisiiiat;r 
de  ce  point,  leur  produit  par  pJ  reste  (ini  (p  dési<;nant  la  dislanec  au 
point  siui;ulicr  et  y  un  noml)i<'  entier  posilil  eouxcnahle),  il  est 
lacile  de  (h'-teiininer  tous  les  d(''\ cloppemeuls 

ainsi  susceptibles  de  représenter  zéro. 
Posant 

et  remarcpiani  (pie   Dje'"'^  a  une  racine  d'ordrey  pour  ^1  ^  o,  on  a 

le  passage  à  la  limite  s'effectuant  sans  difficulté,  et  '}o(ï5  '^  >  «'lanl  nul. 
Donc  a,i  est  un  polynôme  en  /i,  de  degré  y  —  i  au  plus,  et  il  \ienl 

ii/o(  0)  =  —  -h  2,  ('-'o  cos/(  9  -f-  l'ci  II  sin/i6  -\-  c^n-  cos/^  Û  -i-. . .), 
1 

le  dernier  terme  étant  un  terme  en  nJ~\  Si  y  =  3  et  que  Tonne 
considère  que  des  fonctions  paires,  on  a  nécessairement 

(i-)  (]<o(  6)  =  —  +^   (  Cp-i-  c-2/>-  )  cos/t9. 

Revenons  maintenant  aux  équations   (i5).   Ces  équation^  sont  la 
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limite  (l"(''<[Uiilinns  faciles  à  ('■ciire  en  considéranl  deux  [M)iuls  A  cl  B 
intérieurs  cl  inli«)<liii>^iiiil  des  ionctions 

ilir,  ej  =  M",;        et        •bi(r,ù)  =  n-l 

les  deux  points  A  et  B  ('-tanl  tous  deux,  pdiir  simplifier,  suppo.s(''s  à 
la  même  distance  r  du  centie.  Ces  fonctions  •l{r,  H)  et  -i,  (r,  8)  étunl 
dé\elo{)pabIes  en  séries  de  Fourier,  on  peut  calculer  les  dévelop|)c- 
ments  des  premiers  membres,  puis  passer  à  la  limite.  Gela  re\ient  au 
même  que  de  remplacer -]>( 9)  dans  les  é(juations  (i5)  par  un  dé\e- 
loppement  divergent  de  la  forme  (i6)  et  faire  le  calcul  comme  sil 
était  convergent,  avec  cette  difTérence  que  les  équations  complètes, 
écrites  pour  des  points  A  et  B  intérieurs,  introduisent  peut-être  des 
termes  qui  s'annulent  à  la  limite  sans  (pie  leurs  dcveloppemenls 
s'annulent.  Mais  toutes  les  Ionctions  introduites,  fpii  sont  des  déri- 
\ées  d'ordre  6  au  plus  de  la  fonction  de  Green.  iiOiil  pas  d  autre 
point  singulier  que  le  point  6  :=  o,  et  leur  produit  par  p^  restiï  liai. 
Les  développements  de  ces  termes  sont  donc  de  la  forme  (17).  En 
définitive,  on  doit  calculer  les  développements  des  premiers  membres 
des  équations  (i5)  comme  si  le  développement  (16)  était  convergcnl, 
et  identifier  les  développements  obtenus  non  à  zi'-ro,  mais  à  des  déve- 
loppements de  la  forme  (17). 

Le  calcul   n'est  pas  difiicile.  Ou    lrou\e  |)(>ur  •i;(9)  un  dévcloj)pc- 
ment  de  la  tonne 

(  18)  c('cos6  -I-  i  cos>. 6  4-. . .+  /?  cos/^  0  ■+-. . .). 

D'autre  part,  nous  cherchons  les  fonctions  '}(9  )  avant  même  partie 
infinie  que 


sin-  — 
2 

Il  est  facile  d'obtenir  le  dé\eloppcment  de  cette  fonction  au  point 
de  \  ue  qui  nous  intéresse.  On  a,  en  efï'et,  pour  un  point  B  intérieur, 

^A'b  ^-('i  —  r  t'osft  )  ^  I 

_ —  = .  _  I  =  i  ^\ _  I 

alla        I  —  •;>./•  ces  b -f- /•*  ]  —  /■  e'i 

=  2  (  — h  /•  ces 6  -t-  r"-  COS2O  -h.  .  . 

\2 
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."R  »l«''Mi;niiiil  Mlle   |),iilic  iiillc  (  '  I,  cl 
d-  g'!, 

;—     =   —  ■.>.  (  (OS  ')  -4-  2  /■  COS  9.0  -+-...-(-  //  /•"-'  CCS  /?')-(-...), 

«lOù,  pour  le  (l(''\(Ii)|)|»cm('nl  (li\('ri;('nl  (|iii  représente  ()'2,, 
—  2(cosO  -i-  '.>.  COS '2 6  -4-. .  .-r-  /<  cosn  0  -I-. . .). 

J^e  dt'V('Io|t|)i'mrnl  (  iS  i.  dcNiiiil  r\\c  la  soiiiine  (Je  Cf^  cl  d  un  dcve- 
loppenienl  coiivcr<;ciil,  on  a  f  =  —  2,  et  ce  développement  e.st  par- 
faitement déterminé. 

Les  équations  (E)  ou  (F"),  joinle^  aux  propiiélt's  connues  de  la 
fonction  de  Green  dans  le  voisinage  du  contour,  déterminent  donc 
parfaitement  ()"^',  cl  |)ar  suile  la  fonction  de  (ireen,  dans  le  cas  du 
i'crcle,  et  par  suite,  très  pr(d)al»leinent,  dans  le  cas  cl  un  contour 
«pielconque. 

40.  Extension  au  cas  de  lespace.  —  Les  résultats  précédents, 
relatifs  aux  écjualions  aux  dérivées  fonctionnelles  en  général,  à  celle 
<le  la  fonction  de  Green  en  particulier,  s'étendent  ais<''ineiit  au  cas 
de  l'espace.  Il  en  est  de  même  de  la  réduction  de  cette  équation  à 
celle  de  M.  Hadamard,  du  rôle  joué  par  les  \aleurs  sur  le  contour 
<le  la  fonction  (|'2,  et  de  la  mise  en  équations  du  problème  de  la 
recherche  des  solutions  homogènes.  De  même,  pour  savoir  si  ce  pro- 
l)lème  est  déterminé,  il  suffit  de  le  résoudre  dans  un  cas  particulier. 

11  semble  naturel  de  considérer  le  cas  particulier  de  la  sphère. 
Mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  dans  le  cas  du  cylindre  de 
lévolution.  Ils  présentent  en  outre  l'intérêt  de  conduire  à  la  déter- 
mination de  la  fonction  de  Green  dans  un  cas  où  elle  n'est  pas  élé- 
mentaire. 

Prenant  Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  z,  et  le  point  a  dans  le  plan 
z^  o,  Ç^  devient  une  fonction  'J>(0,  z)  qui  joue  le  même  rôle  que  la 
fonction  'i'(B)  dans  le  cas  du  cercle.  Il  s'agit  de  savoir  si  elle  est 
déterminée  par  les  équations  intégrales  qui  généralisent  les  équa- 
tions (F). 


(')  On  remarque  que  ce  développement  est  de  la  forme  (17),  avec  c.,=  o,  ce  qui 
élait  à  prévoir,  puisque  la  fonction  considérée  s'annule  sur  le  contour  et  que  son 
produit  par  0  reste  fini. 
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La  oénéralisation  naUirelle  de  la  iiK-tliodc  suivie  dans  le  cas  dti 
cercle  consiste  à  représenter  la  fond  ion  6,  considérée  comme  fonc- 
tion de  Q,  par  nne  série  de  Fonrier.  et  considérée  comme  fonction 
de  ^,  ])ar  une  intégrale  de  Fonrier,  c'est-à-dire  à  poser 


•!/(0 


,  z)  =  I        costz  F(6,  t  )dt. 


F(0,  e^  =  Lf,(f)-^^f,,(t)coin(}. 
1 

les    séries    considérées    pouvant    dadlcurs,    comme    dans  le    cas  du 
cercle,  être  di\ergentf's. 

La  transformation  des  écjuatlons  intégrales  du  problème  conduit  à 
des  écpiations  de  Riccati  vérifiées  par  les  fonctions  fn{i)  cl  à  des 
conditions  initiales  définissant  parfaitement  ces  fonctions.  La  fonc- 
tion de  Green  en  résulte  (^'). 

-iL  La  transformation  faite  sur  'i^(0,  z)  équivaut  à  une  transfor- 
mation analogue  faite  sur  la  fonction  de  Green.  Si  /',  et  t'o  sont  les 
distances  des  points  A  et  B  à  Taxe  du  cylindre,  on  peut  poser 

^+" 

(19)  fft  =  S'iru  r.2.  0,  :.)  =J         cos/-  -;(  r,,  /-j.  0,  t)  dt. 

et  Ion  a  évidemment 

F(o,o=r^i 

La  fonction  y,  ainsi  introduite  par  la  Iraiisformation  des  écjuatioas 
par  l'emploi  d'une  intégrale  de  Fourier,  est  une  fonction  de  t,  et  des 
points  A'  et  B',  projections  de  A  et  B  sur  le  plan  z  =  o.  M.  Bouli- 
gand  a  remarcjué  cjue  celte  fonction  n'est  autre  que  Ifi  fonction  de 
Green  relative  au  cercle,  section  du  cylindre,  et  à  l'c-quation 

(20)  A»  —  t-u  —  o 

fie  symbole  1  désignant  -—  -+-  -— ;  dans  l'espace,  appliqué  à  i>j^,  il 

,.  .  „  d-^        <r-        ai 

desii-nera  naturellement  — -  -\ -i — -- 

rJx-  dy-  <'^- 

(  '  )  Voir  Paul  Lévy,  Sur  la  fonction  de  Green  ordinaire  et  la  fonction  de  Green 
cVordre  deux  relatives  au  cylindre  de  re\'ohition  {Rendiconti  del  Circolo  mate- 
niatico  di  Palernio,  t.  XXXIV,  1912). 
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H('in;ii(|ii(Hi..  (Il  cHcl,  (|ii<\  //(.r,  JK)  l)  Nt'i'inanl  celle  (''([iiitlioM,  eu 

|»(e.;|lll 


n>  =^   I  cos/jfA/i  —  t'-n)dt=o. 


De  même,  si  //  >"iiiiiuile  sur  le  eerele  el  a  la  sinmila  ii  !('•  xuiiliii- 
|)(iiii'  la  louelidii  <le  (  iieeii  dans  le  |iliiii.  v  sanmile  sur  le  eyliiidre  et 
a  la  .siiij;iilarilé  voulue  jtour  la  tonelidu  <le  Greeu  dans  Fespaee.  On 
voil  donc  hieu  ((ue,  eu  prenani  pour  u  la  fonction  de  Grec-n  "  rcla- 
li\('  au  cercle  el  à  r('(|ualion  (20),  on  trouve  pour  e  la  fonction  ^jj. 

Celle  remai(|iie  s'eiend  d  ailleurs  au  cas  d  uncjlintlre  (|uelcon([ue. 
La  delcrminalion  de  la  fonction  ^j,  pour  un  cylindre  se  ramène  par 
la  formule  (i()^  à  la  (h'terminalion  de  la  fonction  de  Green  relative  à 
sa  section  droile  ci  à  l^'cpialion  (20).  On  ne  doit  pas  sélonner  dès 
lors  que  celte  liansfonnation,  cpii  ramène  le  cas  du  cylindre  de  révo- 
lution au  cas  simple  dn  cercle,  nous  ait  permis  de  déterminer  la 
fonction  de  Green.  Ce  r(''suUal  aurait  pu  être  ohleiiii  sans  le  secours 
de  l'analyse  lonclionnelle. 

i^.  Nous  pouvons  maiiilenanl  apprécier  les  résultats  t>l)leniis  par 
la  reelierclie  des  solutions  homoiïènes. 

En  théorie,  nous  sommes  en  possession  d  une  mélliode  toute  nou- 
velle pour  la  détermination  de  la  fonction  de  Green. 

En  pratitpie.  celle  méthode  nous  conduit  à  des  équations  inlé- 
i;rales  que  nous  ne  savons  résoudre  que  dans  des  cas  particuliers, 
t|ui  sont  précisément  des  cas  où  la  fonction  de  Green  est  élémentaire, 
ou  d\i  moins  p(Mit  être  obtenue  sans  le  concours  de  l'analyse  fone- 
lionnelle. 

(jomme  ap[)lication  de  l'analyse  fonctionnelle,  le  résultat  est  [ilulôL 
né<;alif.  J'ai  cru  toutefois  devoir  l'indiquer,  car  il  est  possible  qu'il 
suggère  des  apj)licalions  plus  fécondes  ('). 

(')  Cr  Cliitpilrc  a  (Hl-  rc(li;;('-  a\<inl  la  puliliiat i.in  des  AoUs  dr  .M.  Julia  dans  les 
Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences  (1921,  i»""  semestre).  Ces  Notes 
indiquent  de  nouvelles  conséquences  des  équations  aux  dérivées  fonctionnelles  de 
-M.  Hadamard;  je  nie  contente  de  les  signaler,  ne  pouvant,  sans  retarder  la  puldi- 
lation  de  cet  Ouvrage,  leur  accorder  la  place  qu'elles  mériteraient. 
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i3.  Définition  des  équations  aux  dérivées  fonctionnelles  partielles. 

—  Ces  équations  sont,  j)ar  rappoii  à  celles  que  nous  vencuis  d'étu- 
dier, ce  que  sont  les  équation^  aux  déri\ées  partielles  par  rapport 
aux  équations  ordinaires. 

Pour  exposer  la  théorie  de  ces  éf[ualioiis,  nous  nous  contenterons 
de  considérer  le  cas  d'une  fonctionnelle  U  dépendant  de  deux  fonc- 
lions  .r(f  )  et  y(^),  définies  dans  lintervalle  (o,  i).  Sa  variation  est 
<le  la  forme 

(1)  oL  =   f    [V^,,  0  :r  (/')-+-  U;.;,   5jK(0]  dt. 

Si  les  dérivées  fonctiDunclles  U'^  et  \^\  étaient  donnée>  toutes  les 
deux  par  des  équations  de  la  foruie 

Ux(T)=  *i  I  [a-(t),  y{t)  I  U.  -]  |.         U;,,.  =  *,1  [xin,  y^t.\  U.  tJ  \, 

la  formule  (i")  deviendrait  une  ('quation  analogue  à  celles  cpie  nous 
venons  ()  étudier.  Elle  s"j  ramènerait  en  considérant  une  fonc- 
tion X(^)   égale   à  .^(2^)  entre  o  et  -et  -ky^it  —  i)  entre  -  et  i;  sa 

donnée  équivaudrait  à  la  donnée  des  deux  fonctions  x{t)  et  )'(/),  et 
Ton  aurait  une  déri\ée  fonctionnellf  uni(pie,  U'x,  donnée  en  fonction 
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de  X(/  ),  /  cl   l    .   |i;ir  une  In  nu  nie  de  l;i  l'oi'mo  (  '  ) 

lx,.,=  'l>\[\(f}\V,z]\. 

On  a,  an  ('oiilrairr.  un  Ivpc  iioiiNcaii  (  -  i,  >i  une  seule  des  (jérivées 
((Hicllonnollcs  esl  donnée,  ea  lonclmu  de  laulre,  eL  nal  iirellenifnt 
(ou jours  de  ûc{t)j  y{t),  /,  l  ,  ('csl-à-dire  si  l'on  a 

Lue  lelle  e(|iiiilioii  est  dile  l'qiKilion  aux  dcru'ées  J  oiictioniieLles 
partielles  vérilii'-e  par  la  fonctionnelle  U  (•'). 

Elle  apparaît  comme  la  généralisa  lion,  |»ai'  le  proc('(li'-  du  passage 
du  fini  à  l'inlini,  d'un  SA'stènic  de  la  lornic 


,     l)u  [  ()lL        i)u 

'  (f  =  I,    2,   .  .  . ,    /M, 


>(''ri(ic    ()aj-   une   fonction   u  de   xn   \ailables    iCj,    x».    ....    ./„,    v,, 

^2}  •  •  '^Yn-  '*^i«    théorie   est    tout  à   iail   analogue  à  celle  d  un  tel  ^js- 
tème  ('). 

44.  La  manière  la  ])lus  simple  de  poser  le  problème  de  Cauchy 
pour  une  telle  équation  consiste  à  se  donner  U  en  fonction  de  x{t\ 
pour  une   détermination  particulière  jKo(')  fie  y{t\   Si,  à   partir  de 


(')  Toutefois,  si  l'on  pr('cis(.'  la  l'orme  île  la  fjiHliounclle  F,  inlroiluilc  de  celte 
manière,  on  remarque  qu'il  faut  considérer  comme  naturel  qu'elle  dépende  spécia- 
lement,   non    seulement   de   x(t),    mais    aussi   île  .r  (  t  ±:  -  1.   Ainsi,    liicii    que    nous 

soyons  conduits  à  une  équation  rentrant  dans  le  type  général  déjà  étudié,  on  voit 
■que  ce  nouveau  point  de  vue  peut  conduire  à  considérer  comme  intéressants  des  cas 
<jui  auraient  peu  de  chances  de  se  présenter  dans  un  problème  ii'intruiluisant  dès 
le  début  qu'une  seule  fonction  inconnue. 

(^)  Il  peut  d'ailleurs  se  rattacher  au  tjpe  étudié  n»  6.  Voir  note  i  du  n°  G. 

(')  On  pourrait  donner  des  noms  différents  aux  arguments  des  fonctions  x  et  ^. 
La  théorie  est  aussi  générale  en  leur  donnant  le  même  nom  et  se  prête  mieux  aux 
applications  les  plus  fréquentes  dans  lesquelles  la  signification  du  problème  posé 
conduit  à  considérer  x  et  j>'  comme  fonction  d'une  même  variable;  en  général,  Uy(-) 
dépendra  spécialement  des  valeurs  de  U^,  x  *i\.  y  pour  t  =  -z. 

(')  Voir  Pan[  Lévy,  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  fonction- 
nelles partielles  (Hvndiconti  del  Cirrolo  niatematico  di  Paler/no,  t.  XXXVII, 
i<)i4)-  On  trouvera  dans  ce  Mémoire,  exposées  suceessivement,  les  tliéories  du  sys- 
lème  (o)  cl  de  l'équation  (2),  de  manière  à  mettre  cette  analogie  en  é\  idcnce. 
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cette  détermination  initiale,  )'(^)  \arie  en  fonelion  d  un  |)aramèlre  )., 
la  formule  (2)  donne  immédiatement  la  dérivée  de  L  par  rapport  à  A, 
et  permet  le  calcul  des  dérivées  successive>.  On  jieut  donc  arriver  à 
définir  L'  pour  une  valeur  quelconque  de  A. 

La  démonstration  rigoureuse  de  ce  résultat  résultera  de  ce  que  les 
équations  du  type  (2)  se  ramènent  à  des  équations  aux  dérivées 
fonctionnelles  ordinaires  pour  lesquelles  nous  savons,  dans  certains 
cas,  établir  l'existence  des  solutions.  Il  y  aurait  tout  de  même  intérêt 
à  généraliser  les  théorèmes  de  Cauchj-Kowalevsky  sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles.  En  tout  cas,  ce  travail  est  indispensable  pour 
une  étude  complète  des  équations  d'ordres  supérieurs;  il  na  pas 
encore  été  fait. 

4o.  La  condition  d'intégrabilité.  —  Après  avoir  démontré,  ou 
provisoirement  admis,  1  existence  d'une  solution  lorsque  j'(^)  varie 
suivant  une  loi  déterminée,  il  v  a  lieu  de  chercher  ^i  le  résultat, 
pour  une  fonction  donnée  Y(  i),  est  indépendant  des  déterminations 
de  y{t)  intermédiaires  entre ^o(^)  et\'(<).  La  condition,  pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  est  la  condition  d'intégrabilité.  D'après  la  Note  qui 
termine  le  Chapitre  I  (le  raisonnement  fait  à  cet  endroit  s'appliquant 
sans  difficulté  au  cas  actuel),  cette  condition  se  forme  en  écrivant 
que,  les  déterminations  de  y{t)  étant  supposées  dépendre  d'une 
manière  quelconque  de  deux  paramètres  A  et  y.,  on  a  toujours 

Nous  avons  vu,  au  n"  78  de  la  j)remière  Partie,  que  cela  revient  à 
dire  que 

(  o\:'^=^{ox)~  F(oj), 

(  3  )  \ 

\   oU^-=  ^(o:z- )  H- G(  oj'), 

E  et  G  étant  des  fonctionnelles  linéaires  identiques  à  leurs  adjointes 
respectives,  et  F  et  rf  étant  les  adjointes  lune  de  l'autre. 

Pour  yl^t^  ^yij{  t)^  \j  se  réduit  à  une  fonctionnelle  donnée 
de  a7(i),  U'j,  et  E(oa;)  sont  des  données,  et  la  condition  que  E(oj^) 
soit  identique  à  son  adjointe  est  sûrement  vérifiée.  Pour  calculer  les 
fonctionnelles  F,  ^  et  G,  il  faut  tenir  compte  de  l'équation  (2).  For- 
mons d'après  cette  équation  la  variation  de  U, .  t  restant  constant  et 
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la  viiiiulioii  <lc   I     élaiil 


/     (  Vj;  ox  -+-  {j'y  oy)  dl  ; 


on  lf(Mi\c  nue  irlalioii  de  la  loimc 

(G)  oU;.  =  H(  oLJ^  )  -H  \.{fjx)  -h  Li(o7), 

H,  L  el  L,  d<'si<;nanl  des  fonclionncllcs  liiK-aircs,  donl  nous  désigno- 
rons  les  adjointes  par  3C,  J^et  J^j .  Rcmj)laçons  oL',.  et  oU'  par  Iciiis 
valeurs  (5)  el  é<j,alons  séparément  les  ternies  en  Sa?  et  oj^  des  dciiv 
jiirnd)i<'S.  11  Nifiil 

^'(or)  =  H[E{Ôx)]H-    L(o:p), 


^"'*  {  G(oy)  =  H[F(or)]  +  L,(S^) 

La  ])reiuièr('  de  ees  équations  donne  S{ox).  On  a  ahns  j)Mur  ICv- 

pression  adjoinic 

F(5^)  =  E[aC(oj')J-i-J:(oj), 

et  en  portant  dans  la  seconde  équation  (j  ) 

Gi.  oj)  =  H I  E[je(ôj')]  ;  +  H[.»^roj.)]  +  l,<  ôy). 

Pour  que  la  condition  (4)  soit  sûrement  vérifiée,  il  reste  à  écrire 
<{iie  G(Ôk)  est  identique  à  son  adjointe.  Comme  le  premier  terme  est 
identique  à  son  adjointe,  il  reste  à  écrire  que  lexjjression 

(8)  H[4:_(oj^)]-L,(oj) 

est  identique  à  son  adjointe  L[5€(o^)]  +  -Qi  (oj-V  Telle  est  la  condi- 
tion d'intégrabilité  de  l'équation  (a). 

On  remarque  que  la  fonctionnelle  E(oir),  liée  aux  dérivées  fonc- 
tionnelles secondes,  qui  s'introduit  dans  les  calculs,  disparaît  du 
résultat  et  que  la  condition  d'intégrabilité  est  une  équation  aux  déri- 
vées fonctionnelles  du  premier  ordre.  Cette  circonstance  généralise 
une  circonstance  l)ien  connue   dans  la   tliéorie    des  systèmes  de  la 

forme 

<)u  [  au 

êx  V  '^* 

au  [  i)u 

Il  peut  arriver  que  la  condition  d'intégrabilité  soit  identiquement 
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vérifiée.  L'équation  (2)  est  complètement  intégrahle.  Le  problème 
de  Caiichj  lel  qu'il  a  élé  posé  au  n'^  44  admet  une  solution  bien 
déterminée  pour  chaque  fonction  Y(^),  indépendante  des  valeurs 
de  j'(i)  intermédiaires  enti'ej^o(0  ^^  ^(^)  4"-^^  interviennent  dans  ce 
calcul.  La  solution  générale  de  l'équation  (2)  dépend  alors  d'une 
fonctionnelle  ar])itraire  de  x{t). 

Si  la  condition  d'intégrabilité  ne  contient  pas  U  et  U^^,  et  constitue 
une  relation  entre  ^,  x{t)^  yiO^  ^^  ^^  peut  évidemment  exister 
aucune  solution  de  l'équation  (2). 

En  général,  sans  être  identiquement  vérifiée,  la  condition  d'inté- 
grabilité contient  U  et  U'^..  Elle  constitue  alors  une  équation  aux 
dérivées  fonctionnelles  que  doit  vérifier,  pour  chaque  détermination 
de  v(f),  U  considéré  comme  fonctionnelle  de  x{t)  (ou  exception- 
nellement une  équation  ordinaire  déterminant  U).  La  détermination 
initiale  de  U  pour  j^'(f)  =j'o(^)  t'oit  être  alors  choisie  parmi  les 
fonctionnelles  vérifiant  cette  condition.  Mais  cela  ne  suffit  pas.  Il  faut 
cpie,  quand  y{t)  varie,  la  variation  de  U  étant  donnée  par  l'équa- 
tion (2),  cette  condition  reste  vérifiée.  On  obtient  ainsi  des  condi- 
tions d'intégrabilité  de  rangs  2,  3,  ...,  qui  peuvent  donner  lieu 
aux  différents  cas  déjà  indiqués  au  n"  6. 

46.  Définitions  géométriques.  —  Nous  considérerons  un  ensemble 
de  déterminations  de  x(t),  y(t),  et  U  comme  constituant  un /j)Oi«; 
dun  espace  fonctionnel^  plus  étendu  que  celui  considéré  dans  la 
première  Partie,  dont  un  point  représentait  seulement  une  fonc- 
tion .a;(£).  En  employant  le  langage  des  nombres  transfinis,  on  peut 
dire  que  l'espace  fonctionnel  considéré  dans  la  première  Partie  étant 
à  oj  dimensions,  nous  considérons  ici  l'espace  à  2to-l-i  dimensions. 
Nous  appellerons  respectivement  ces  espaces  E^^  et  ^^tù+i- 

Nous  appellerons  variété  un  ensemble  continu  de  points;  pour 
définir  la  continuité,  nous  dirons  que  deux  points  sont  infiniment 
voisins  si  les  valeurs  correspondantes  de  U  sont  infiniment  peu  difle- 
rentes,  et  si  les  déterminations  correspondantes  de  3c(t)  elyÇt)  sont 
infiniment  \oisines,  la  définition  du  voisinage 'étant  une  de  celles 
définies  dans  l'espace  fonctionnel  ordinaire;  en  principe  nous  sup- 
poserons qu'il  s'agit  de  voisinage  en  moyenne. 

Nous  appellerons  courbes  et  surfaces  des  variétés  to  ou  2 w  fuis 
étendues;  nous  allons  d'ailleurs  préciser  cette  définition. 
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L  ik;  surface  i>l  Ir  lien  «les  [toiiiK  poiic  lesquels  Li  est  nue  Unw- 
lionncllc  doiinrc  (  coiilimic)  de  x{l)  v\  y{t).  Une  surface  esl  im 
plan  M  telle  roiiclioillU'Ilc  est  (le  l;(  loiiiic 

Uo+U,l[rr(/)||  +  U,|fj(M||, 

(  „  ('lanl  une  (oii^laiilc  cl  l   ,  cl  l  ^  des  loiiclKtiiiicllcs  linéaires. 

Deux  siM-laees,  ronlenaiil  un  |>(»iul  T(/),  y{t)i  Li,  sonl  tangentes 
(Ml  ce  poiiil  si  Cï\  ce  point  les  delcfinlnalions  de  ol  relalives  aux 
deux  surfaces  soûl  les  mêmes.  Si  les  \arialions  des  foaclionnelles  IJ 
eitnsid(''i'(''es  siml  de  la  forme 


;u=  f  (Ui.5:r-U;.8^)./^ 


cela  rev  icnl  à  dire  (|ue,  pour  les  (h'ierminalions  considérées  de  x(t), 
y{f),  les  \aleuis  de  l  '^.  cl  l  ^  sonl  les  mêmes  pour  les  fonclionnelle.> 
rcpresenlaiit  les  deux  surfaces. 

L'n  plan  esl  bien  d(''(ini  par  la  donnée  de  L/^,  L^  <■!  d  un  de  ses 
points,  l  n  élément  de  contact,  conslilué  par  rcnsend)lc  d'un  plan 
cl  (Tiin  de  ses  poinls,  esl  dédni  j)ar  les  délerminal  ions  àv  x{ i),  y(^t), 
r,  U^,  t''.  L  ensemble  (fiin  poinl  d'une  surface  <•!  dv\  [)lan  langent 
en  ("e  point  esl  un  élémenl  de  eontael  appartenant  à  cette  surface. 
Deux  surfaces  ayant  nn  élémenl  de  contact  commun  sont  tangentes 
<n  ce  point. 

Vno.  surface,  représenlanl  une  fonctionnelle  L  solution  de  l'i'-qua- 
tion  (■>.),  est  dile  surface  intégrale  de  cette  équation.  Tous  ses 
('•lémcnls  de  contacL,  ^érifianl  cette  équation,  sont  dits  éléments 
d'intégrales. 

\'ne  courbe  cs{  un  lien  de  points  dépendant  d'une  fonction  arbi- 
traire, que  nous  supposerons  être  y{t).  V  désignant  nne  fonction- 
nelle dey(^),  cl  i'(/)  nne  fonetion'de  /  dont  la  forme  dépende  d'un«' 
manière  quelconque  dejK(/),  nous  appcllcrtuis  coin  bc  C  celle  définie 
par  les  formnles 

(9)  Xit)  =  v{t),  \}  =  \\\y{t)\\.     ■ 

ÎNons  désignerons  la  variation  de  «'(<),  qnand  y{t)  \arie,  par 
K(  0)-),  et  supposerons  qne  celle  de  V  est  de  la  forme 


/ 


1 

r    > 


\'',  0/  dt. 
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On  en  dt-duit  sans  j)eine  la  définition  des  langenlcs  à  la  eouibc 
En  un  point  de  la  courbe,  le  plan  défini  par  L^,  et  L^.  est  tangenl  à 
la  courbe  si  1  on  a 


•^0 


(lo)  oU  =   /     (U'j.ox  -\-  VyOj  )  dt 

pour  un  déplacement  infinitésimal  quelconque  sur  la  courbe,  c  esl- 
à-dire  si  l'on  a,  quel  que  soit  ùy, 


dt 


(X  désignant  l'expression  adjointe  de  K  ),  cesl-à-dire  enfin  si 

(II)  .^  'v=  ^(U^j  -I-  Lî',-. 

Dune  manière  généi'ale,  nous  dirons  qu'un  [)lan  contenant  un 
point  donné  d'une  variété  et  défini  par  L/^  et  L '^  est  tangent  en  ce 
pointa  une  variété,  si  Téquation  (lo)  est  Nérifiée  au  |)oint  considéré 
pour  tout  déplacement  infinitésimal  situé  sur  cette  variété. 

Nous  dirons  que  des  éléments  de  contact  ont  une  enveloppe  si 
leurs  points  décrivant  une  variété,  le  plan  correspondant  à  chaque 
j)oint  touche  cette  variété  en  ce  point.  Nous  appellerons  multiplicité 
l'ensenible  de  ces  éléments.  Nous  considérerons  spéciab-mcnt  deux 
sortes  de  multiplicités  : 

i''  Celles  constituées  par  des  points  dune  courI>e  et  des  plans 
tangents  à  cette  courbe; 

2"  Celles  constituées  par  une  surface  et  les  ])lans  tangents  à  celle 
surface. 

-iT.  Le  problème  de  Cauchy.  —  Le  problème  de  Cauchy  j-elatif  à 
l'équation  (2),  que  nous  siqjposerons  complètement  inlégrable, 
consiste  à  trouver  une  surface  intégrale  S  conlenanl  une  courbe 
donnée.  Nous  ne  l'avons  considéré  au  n°  44  que  dans  un  <as  particu- 
lier. Considérons  le  cas  général  de  la  courbe  i\  donnée  sous  la 
forme  (9),  et  nous  allons  chercher  à  déterminer  D  en  calculant  ses 
dérivées  fonctionnelles  successives  en  chaque  jioint  de  la  courbe  C. 

Les  dérivées  fonctionnelles  premières  seront  donm-es  ])ar  les  équa- 
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lions  C.i)  cl  (io),  (■«■Ile  (IciMK'ic  cxinimiinl  ([iir  li'  |il;m    l;iiii;ciil  (l('liiii 
|)iir  t  ',.  el  V'\.  loue  lit'  hi  conihc  (  ].  On  en  (Ici  In  il 

Celle  (''(|n;tlii>n  (h'Icrniinc  l  ',.  en  cliii(|nc  poinl  de  la  eiiiiil)e  (!.  el 
I  niii'  (|iieleiiii(|iie  des  «'•(iiialions  (>.  )()n((^)  donne  ensnile  l  .  l-en- 
seinhje  des  phiiis  liinycnts  à  Sic  long  de  la  eonil)e(-  elanl  eunnii. 
niMis  connaissons  une  iitit ItipUcité  langenlc  à  S  le  long  de  (,. 

11  pent  arriver  ([lU'  la  deiivf'-c  L^  ne  soil  pas  déterniin»'-*'  par  Teipia- 
liou  (l'i).  Dans  le  cas  où  la  fonctionnelle  4>  est  lim  aiic  en  l  ,.  c  esj- 
à-dii-e  dans  le  cas  on  li^pial  ion  (''liidi(''e  (2)  est  linéaire  en  L^  et  C, . 
il  pent  même  arriver  qne  lécpiation  (12)  soil  une  nientilc.  Nous 
re\  ienilrons  pins  loin  snr  ce  cas.  Alais  dans  le  cas  géncial  des  «Mpia- 
tions  non  lun-aires,  c  est  seiilenieni  en  calculant  les  ('h'-inents  difTc- 
renliels  dn  second  ordre  (pie  nous  ponnoiis  nhleiiir  des  solutions 
dépendant  d Une  fonclion  ailniraire. 

48.  Calcul  des  éléments  du  second  ordre.  —  Soil  donc,  en  gardant 
les  notations  dn  11"  4o,  à  calculer  les  expressions  K(oj?).  5{ox). 
¥{(ty),  0{oy).  Pour  un  déplacement  le  long  de  la  conrhe  C.  o\  'j.  el 
ùV\  ont  des  valeurs  connues,  qne  nous  désignerons  par  |oL  ç]  et 
[âL',  ].  On  a  alors,  par  les  formules  (5), 

[SU^]  =  E[K(oy)]+F(oj^), 

[oU;]  =  -î[K(oj)l-^G(ôr). 

D'antre  part,  les  formules  {-)  donnent,  en  remplaçant  clwupie 
terme  par  l'expression  adjointe 

i  F(Ô7)  =  E[3e(57)l+   yjoy), 
^"^  /  G(oj)=J[JC(ojK)]  +  -C,(:57). 

Remplaçant  F  et  G  par  ces  expressions,  il  vient 


"^^  '  [o\:'y]  =  ^['^ioy)-r-dZ{Zy)]-~^,(Zy). 

Supposons  déterminée  une  fonction  rjy  telle  que 


> 
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les  expressions  E  el  ^  sont  données  par 

i  E(ox)  =  [ùV':^]-  <.(or), 


et  F  et  G  par  les  formules  (i5).  La  détermination  complète  des  élé- 
ments dvi  second  ordre  dépend  donc  de  la  résolution  de  l'équa- 
tion (i5),  qui  est  en  général  une  équation  intégrale.  On  veiTait 
sans  peine  que  le  calcul  des  éléments  de  tous  les  ordres  successifs 
dépend  de  la  même  équation. 

On  peut  d'ailleurs  présenter  le  résultat  un  peu  autrement.  Rem- 
plaçant dans  la  première  équation  (i4)  chaque  terme  par  son 
adjointe,  il  vient 

(,7)  &t[E(5a')]-i-H[E(oj:)]  =  j  olî.;  j  -  L(ot), 

J  SU^  I  désignant  la  fonctionnelle  adjointe  de  [oU^[.  La  fonction- 
nelle E(8:r)  est  ainsi  donnée  par  une  équation  intégrale  linéaire, 
adjointe  de  l'équation  (i5);  ^(ô.r),  F(oj-)  el  G{oy)  sont  ensuite 
donnés  par  les  formules  (5)  et  (i3). 

L'expression  E{ox)  étant  la  ^ariali()n  de  O,',  considéré  comme 
fonction  de  ox,  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  n'est 
autre  que  la  variation  du  second  membre  de  l'équation  (  12),  lorsque 
la  fonction  inconnue  varie.  Son  déterminant  est  le  déterminant 
fonctionnel  de  Téqualion  (12).  C'est  donc  du  déterminant  fonc- 
tionnel de  cette  équation  (12)  que  dépend  la  possibilité  de  déter- 
miner la  surface  intégrale  contenant  la  courbe  C.  S'il  n'est  pas  nul. 
le  problème  est  possible  et  déterminé.  S'il  est  nul,  il  j  a  impossibi- 
lité ou  indétermination,  et  en  cas  d'indétermination,  le  calcul  des 
éléments  différentiels  de  chaque  ordre  introduit  le  même  nombre  de 
paramètres  arbitraires. 

■49.  Équations  des  caractéristiques.  —  Lorsqu'il  y  a  indétermina- 
tion dans  le  calcul  des  éléments  du  second  ordre,  on  dit  que  la  mul- 
tiplicité, constituée  par  la  courbe  C  et  les  plans  tangents  obtenus  le 
long  de  cette  courbe,  est  caractéristique.  Si  l'indétermination  est 
telle  que  l'expression  E(oj?)  soit  en  chacjue  point  une  fonction  arbi- 
traire de  C,  nous  dirons  que  c'est  une  caractéristique  de  première 
espèce.  Nous  ne  considérerons  que  celle-là  et  sujiprimerons.  pour 
simplifier  le  langage,  les  mots  de  première  espèce. 
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La  |ir('iiilric  roiiniilc  (  1  4 )  |  ou  l'(''(|iial ion  (17)]  H''  (l<"\iiiit  |)as  con- 

Iciilr  E(ox),  011  a 

K(  r,y  )  -\-  "iZioy)  —  o. 

I,cs  Idnmili's  (  \  \)  se  n'dii  isciil  alocs  à 

Or  Iv(ôj-),  [oU^j,  [^^,1  '■•'|>>«"''''iil''i>l  'es  variations  de  x{t). 
\  \..  l  \  lnr,s([u'on  se  déplace  sur  la  comhc  C,  le  déplacemenl  étanl 
(Iclini  par  la   donnée  de  o)'.  La  vanalion  de  U  ayant  la  valcui' 


=  f  (u:,5. 


on  ohlieiil.  pai'  une  liansformation  éxidcnle  de  colle  expression. 
ICuscrnblc  des  cqualions 

/  ox  =— .^(oj-;), 

]  ou    =  f\li\-U(l]'^)]5ydt, 
(19)  \  -/o 

qui  sont  vérifiées  lorsqu'on  passe  d'un  élément  de  contact  d'une 
caractéristique  à  un  élément  infiniment  voisin.  Ce  sont  les  équations 
aux  dérivées  fonctionnelles  des  caractéristiques. 

Pour  l'élude  qui  va  suivre,  il  est  essentiel  d'avoir  présent  à  l'esprit 
le  rôle  dislincl  de  ces  quatre  équations.  La  première  exprime  que  la 
fonctionnelle  E(ox)  disj)araît  de  l'équation  d'où  dépend  la  recherche 
des  éléments  du  second  ordre;  il  y  a  donc  impossibilité  ou  indéter- 
mination pour  le  problème  de  Cauchy.  La  seconde  est  une  consé- 
fpu:nce  de  la  première  et  de  la  formule  (i8)  vraie  pour  toute  multi- 
plicité. Les  deux  dernières  exprinuMit  qu'il  y  a  indétermination  et 
non  impossibilité  ;  elles  résullenl  donc  de  la  première,  si  l'on  sait 
que  la  multiplicité  considérée  est  une  surface  intégrale,  et  que  la 
fonctionnelle  l  admet  une  variation  seconde  en  Ions  les  points  de 
cette  mulliplicilé. 

Nous  admettrons  d'abord  que  les  équations  (19)  sont  complète- 
ment intégrables.  Nous  reviendrons  ensuite  sur  ce  point. 
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oO.  Propriétés  des  caractéristiques.  —  Théorème  I.  —  La  donnée 
d'un  élément  d' intégrale  {non  ûn^nVier)  dé  le  j'inine  parfaitement 
une  caractéristique. 

Il  faut.  l)i('ii  entendu,  que  rélément  donné  soit  un  élément  d'inté- 
grale. 

En  partant  de  eet  élément,  les  variations  de  x{t)^  L',  L^.,  Ij^.  sont 
])arfaitement  définies  parles  équations  (19).  Ces  équations  sont  des 
équations  aux  dérivées  fonctionnelles,  analogues  à  eelles  étudiées  au 
Chapitre  1.  qui  s'en  distinguent  seulement  parce  qu'on  a  quatic 
quantités,  dont  trois  dépendent  d'un  paramètre,  qui  varient  simul- 
tanément en  fonction  de  x{l).  Cela  ne  change  rien  d'essentiel  à  la 
théorie,  et  au  fait  que  la  succession  de  leurs  valeurs  est  bien  déter- 
minée si  l'on  se  donne  leur  valeur  initiale.  Seulement,  si  l'on  tait 
varier  ic(<)  suivant  une  loi  déterminée,  elles  se  réduisent  à  des  équa- 
tions intégro-différenlielles  et  non  à  des  équations  différentielles. 

Ces  équations  étant  d'ailleurs  complètement  intégrables,  comme 
nous  l'avons  provisoirement  admis,  un  élément  de  la  caractéristique 
considéré  est  parfaitement  défini  par  la  donnée  de  j'(^)  et  ne  dépend 
pas  du  chemin  suivi  pour  aller  de  la  détermination  initiale  à  celle 
considérée. 

D'ailleurs,  l'élément  initial  étant  un  élément  d'intégrale,  il  en  est 
de  même  de  tous  les  autres.  Pour  le  montrer,  il  suffit  de  montrer  que 
la  relation 

(20)  ÔU;.=  II(ÔU:,)-4-L(5j;)  +  L,(oj'), 

que  Ton  obtient  en  différentiant  l'équation  (2)  et  remplaçant  oL 
par  sa  valeur  (18),  résulte  des  équations  (19).  En  effet,  remplaçant 
ox,  oL^.  ôL'^.  par  leurs  valeurs  (19),  on  obtient  la  condition 

1^0  -C.(^J')  =--  H[-C(oj^)]  -  L[5e(5r  )]  +  Ui^oy), 

qui  exprime  que  l'expression  H  [  t^(oj' )]  +  L,  (oj^)  est  identique  à 
son  adjointe;  c'est  la  condition  d'intégrabililé  de  l'équation  (2),  que 
nous  avons  supposée  vérifiée. 

Bien  entendu,  le  théorème  de  Cauchj  relatif  aux  équations  aux 
dérivées  fonctionnelles  (19)  peut  être  en  défaut  pour  certains  élé- 
ments, que  nous  appellerons  éléments  singuliers  d'intégrales. 
Pour  ces  éléments  il  peut  donc  exister  plusieurs  caractéristiques  les 
contenant. 
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Tiu'.oitioMi;  II.  --  Toute  surface  inlrgrale  est  un  lien  ih-  cninr- 
léristiques. 

Il  L'.^L  ('■vidciiiiiifiil  |)(l■^-^illl(■  (le  >e  H^'phucr  sur  mit'  siirhico  inlc- 
};rale  S,  à  pjirllr  ilc  n  iiiiixnlc  ([ucl  [muiU  (loniK-,  (l(;  iiiaiiirr»-  (juc  la 
première  équation  (19)  soit  vériliée.  En  adineltant  loujouis  que 
eetle  équalion  soil  eomplèlement  inlégrahie,  elle  déliniL  une  courbe  C 
sur  la  surface  S,  et  d'après  les  remarques  finales  du  n"  49,  toutes  les 
équations  (19)  sont  vérifiées  pour  la  nuilliplicité  constituée  par  la 
courbe  C  et  les  plans  tangents  à  S  tout  le  buig  de  celle  courbe.  Celle 
luulliplicilé  est  donc  une  caractéristique.  c.  o.  r.  d. 

CoROhLAiRE.  —  Toute  surfcice  intégrale  ayant  un  clément  1  n(jn 
singulier)  commun  aiec  une  caractéristique  la  contient  tout 
entière. 

En  efl'et,  rélément  est  situé  sui-  une  caractéristique  située  tout 
entière  sur  la  surface  intégrale  (tliéorènie  II).  D'après  le  théorème  I 
cette  caractéristique,  ayant  un  élément  non  singulier  commun  avec 
la  caractéristique  donnée,  est  confondue  avec  elle. 

51.  Solution  du  problème  de  Cauchy.  —  En  utilisant  la  connais- 
sance des  caractéristiques,  on  peut  résoudre  le  problème  de  Caucliv 
autrement  que  par  les  calculs  successifs  des  éléments  différentiels  de 
tous  les  ordres. 

La  courbe  G  étant  donnée,  on  commence  par  déterminer  en 
chaque  point  les  déterminations  de  L^  et  L''^.  comme  il  a  été  indiqué 
au  n°  47.  On  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  multiplicités,  com- 
posées délèments  d'intégrales  et  contenant  la  courbe  C.  Soit  011  une 
de  ces  multiplicités.  Il  s'agit  de  déterminer  les  surfaces  intégrales 
contenant  C. 

Soit  S  une  telle  surface.  Elle  contient  toutes  les  caractéristiques 
définies  par  les  éléments  de  011.  Ces  caractéristiques,  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire,  sont  en  général  toutes  distinctes  et  ont 
pour  lieu  la  surface  S.  Cette  propriété  définit  la  surface  S.  qui  est 
alors  la  seule  surface  intégrale  contenant  011. 

Mais  il  peut  arriver  que  les  caractéristiques  définies  parles  élément.» 
de  011  ne  soient  pas  toutes  distinctes.  Supposons  en  effet  que  sur 
une  surface  intégrale  S  on  choisisse  des  caractéristiques  C  dépen- 
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<lant  de  p  paramètres,  et  sur  chacune  de  ces  caractéristiques  des  élé- 
ments vérifiant  p  conditions.  On  n'a  qu'à  prendre  pour  multipli- 
cité dVu  les  éléments  ainsi  choisis;  une  telle  multiplicité  est  une 
caractéristique  au  sens  généralisé,  considéré  d'abord  n"  49.  L'en- 
semble des  caractéristiques  S  définies  par  les  éléments  de  .'^ll  ne  sera 
jins  plus  général  que  si  l'on  ne  se  donnait  qu'un  élément  sur  chaque 
caractéristique  3,  c'est-à-dire  si  l'on  se  donnait  des  éléments  dépen- 
dant de  p  paramètres.  Il  existe  d'autres  surfaces  intégrales  contenant 
cette  multiplicité,  et  le  calcul  de  leurs  éléments  caractéristiques  de 
chaque  ordre  introduira  une  fonction  nouvelle,  non  complètement 
arbitraire,  mais  assujettie  seulement  îx  p  conditions. 

Il  peut  arriver  que/»  =  o;  la  multiplicité  '^W  est  alors  une  caracté- 
ristique de  première  espèce,  et  le  calcul  des  éléments  de  chaque 
ordre  introduit  une  fonction  arbitraire. 

52.  Le  cas  général  est  évidemment  celui  où  la  surface  S  est  bien 
définie  comme  lieu  des  caractéristiques  correspondant  aux  éléments 
de  OW.  Il  n'y  a  donc  qu'une  surface  intégrale  contenant  OU.  11  reste 
à  montrer  qu'elle  existe. 

Ln  procédé  consiste  à  montrer  a  priori  l'existence  de  cette  sur- 
face. C'est  l'extension  du  tliéorème  de  Cauchv-Ko\valevski,  reposant 
sur  le  calcul  successif  des  éléments  des  divers  ordres. 

Nous  allons  employer  un  autre  procédé,  qui  consiste  à  montrer 
que  la  surface  S,  lieu  des  multiplicités  caractéristiques  9  définie^ 
par  les  éléments  de  DU,  est  une  surface  intégrale.  Nous  savons  que 
ces  multiplicités  ne  comprennent  que  des  éléments  d'intégrales.  Mais 
il  reste  à  montrer  qu'elles  ont  une  enveloppe,  c'est-à-dire,  chaqiu' 
élément  étant  constitué  par  un  point  M  et  un  plan  P,  que  la  sur- 
face S  lieu  des  points  M  touche  en  chacun  de  ces  points  le  plan  V 
correspondant.  Pour  le  montrer,  il  suflil  de  montrer  que  pour  tout 
déplacement  sur  la  surface  S  on  a 

(  22  j  SU  =   /     (  U^  oar  -+-  Li;  2/ )  dt, 

les  valeurs  de  U^  et  L^.  étant  celles  qui  correspondent  au  plan  P. 

11  nous  suffit  de  considérer  sur  la  surface  S  des  points  dépendant 
de  deux  paramètres  A  et  [j.,  tels  que  pour  \  constant  on  ait  des  points 
d'une  même  caractéristique,  et  pour  jj.  =:  o  des  points  de  la  courbe  C. 
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VàhuI  (loniK'c  iiik;  siiccchsion  (|iii'l(()n(jiic  de  puinls  sni  la  surface  S, 
on  1)1(11  «'11('  (;.sl  sur  mie  iiièinc  eaiaclcrislicjiie  G  el  la  loniiiile  (a^».) 
est  exacte,  ou  bien  on  jieiit  s'arranger  poiii-  roLleiiir  en  faisant 
varier  ).  et  laissant  <x  (((nslant.  On  a  donc  à  démontrer  que 

on  bien,  cette  relation  étant  évidemment  véilfiée  pour  |j.  =  o, 

()A<)lx        J^       \  <)AdlX  ■    <)Ki)\l  ()K     i)\X  ')}.      Oix  1 


D'autre  part,  les  équations  (m))  étant  vérifiées  pour  les  détermi- 

Ù.V  d\]'y 

dix     ■  *  '  '    o^x 


d.r  dVy     1      ^  ^tr 

nations  -— ,  .  ,  . ,  — -^  de  ox,  .  .  . ,  oL,,,  on  a 


La  formule  à  démontrer  s'écrit  donc 


,/      \i)l     dix      '    r)l     dix  j  J^     \àix    dl  à'X    dl   j 

,  ^  dv     d\}'^     d\}'y  ,  ,  ^-    -         1         - 

ou,   en  remplaçant  — .  — -^j  — ^  par  leurs  valeurs   tirées  des  equa- 
^       "  d'x       d\x        d\x    ^  * 

lions  (19), 


ou  encore 


Or  l'expression   sous  le  signe   d'intégration  est  nulle,  tous  les  élé- 
ments considérés  étant  des  éléments  d'intégrales,  et  par  suite  la  rela- 
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lion    (20)    élanl    vérifiée    pour    un    déplacement    quelconque.    Le 
théorème  est  donc  démontré  (  '). 

On  voit  donc  que  l'intégration  complète  de  l'équation  aux  déri\  ées 
fonctionnelles  partielles  (2),  et  en  particulier  la  résolution  du  pro- 
lilème  de  Cauchj  relatif  à  cette  équation,  se  ramènent  aux  problèmes 
analogues  relatifs  au  système  d'équations  aux  dérivées  fonctionnelles 
ordinaires  (19).  Ce  résultat  (ainsi  d'ailleurs  que  les  principales  cir- 
constances de  la  démonstration)  généralise  le  résultat  fondamental 
de  la  tliéorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

o3.  Intégrabilité  des  équations  des  caractéristiques.  —  Dénion- 
Irons  maintenant,  ce  que  nous  avons  admis  jusqu  ici,  que  les  équa- 
tions (19)  sont  complètement  intégrables.  On  peut  le  vérifier  par  le 
calcul  (-).  ]\ous  allons  en  donner  une  démonstration  qui  montre 
mieux  la  raison  de  cette  circonstance. 

Montrons  d'abord  que  les  conditions  d'inlégrabililé  de  ces  équa- 
tions sont  nécessairement  \C'ri^i(ces  pour  les  élénienl s  (V intégrales. 

Considérons  à  cet  effet  un  élément  d'intégrale  il'.  En  partant  de 
cet  élément,  et  faisant  varier  y{i)  d'une  manière  quelconque,  on 
obtient  par  les  équations  (  19  )  une  succession  d'éléments  d'intégrales 
dont  l'ensemble  constitue  ce  qu'on  peut  encore  appeler  une  caracté- 
ristique. Si  la  condition  d'intégrabilité  n'était  pas  vérifiée  pour 
ces  éléments,  on  pourrait  s'arranger  pour  revenir  à  la  détermination 
initiale  J'o(^)  de  y(t)  en  retrouvant  un  élément  différent,  et  même 
des  éléments  différents  C  dépendant  d'au  moins  un  paramètre. 

Or  les  raisonnements  des  n"*  51  et  52  s'appliquent  avec  cet  aspect 
de  la  notion  de  caractéristique.  Toute  surface  intégrale  contenant 
l'élément  vL"  contient  tous  ceux  de  la  caractéristi(|ue  considc-rée  et  en 
particulier  tous  les  éléments   C' .  D'autre  part,  on  peut  choisir  une 


(')  On  remarque  (jue  ce  procédé  d'inlégralion  montre  l'existence  d'une  inlégrali- 
quelle  que  soit  la  multiplicité  Oit.  Nous  savons  d'autre  part  que  la  méthode,  qui 
consiste  à  chercher  en  chaque  point  de  Oit  les  variations  successives  de  U,  peut 
conduire  à  une  impossibilité.  Il  n'y  a  pas  contradiction.  La  surface  intégrale  existe, 
mais  le  calcul  de  5-U  par  exemple  est  impoi^sible  en  certains  points  qui  sont  siiii^ti- 
liers  sur  la  surface  intégrale. 

On  sait  qu'une  circonstance  analogue  peut  se  présenter  dans  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  mises  en  évidence,  et  conduit  à  trouver  une  surface 
intégrale  admettant  la  courbe  donnée  C  comme  arête  de  rebroussement. 

(  =  )  Voir  Paul  Lkvy,  n°  "20  du  Mémoire  déjà  cité  {Cire.  Païenne,  1914)- 
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courbe  (]  t'L  une  mullipllclté  .Te  la  conlnuant,  fornu-c  (l'c'h'monts  d'in- 
Irgralcs  pour  lcs(juclles  j^(^)  =yQ(t),  comprenant  l'c-li-nient  >!'  et  non 
les  éléincnts  vl';  le  raisonnement  du  n°  52  nous  montre  (pi'on  peut, 
si  l'écpialion  (  2  i  est  com[)lèl('mcnt  inlégrable,  trouver  une  surface 
intégrale  coupant  la  variété  plane  y(^)  =  yo(ij  suivant  la  courbe  C 
<'t  tangente  le  long  de  cette  courbe  à  la  multiplicité  ,011,  contenant  par 
suite  l'élément  *L"  et  non  les  éb-mcnts  C' .  Cette  conclusion  étant  en 
contradiction  avec  la  pri-cédente,  le  ré-sultat  énoncé  est  d('-montré. 
I  )onc  : 

L'é(jualion  (2)  élatiL  coniplèleniciU  intcgrable^  les  conditions 
dintégrabilité  des  équations  des  caractéristiques  sont  vérifiées 
pour  tous  les  éléments  d' intégrales. 

iiï.  Considérons  maintenant  un  éb-ment  v."  (pii  ne  vérifie  pas 
l'équation  (  2).  Pour  cet  ('lémenl,  la  différence  U,. —  ^\*  a  une  valeur 
déterminée  y  K).  C'est  donc  un  élément  d'intégrale  pour  l'équation 

u;.=  '^i[^,7,  \}',\\].t]\+f{i). 

Or  l'addition  à  la  fonctionnelle  <1>  du  terme  constant /(/)(')  ne 
change  pas  sa  variation,  et  par  suite  ne  change  pas  la  condition 
d'intégrabilité  ni  les  équations  des  caractéristiques.  Cette  équation 
est  donc  complètement  intcgrable.  l'^ii  lui  appliquant  le  résultat  pré- 
cédent, on  voit  que  les  conditions  d'intégrabilité  des  équations  (  19  ) 
sont  vérifiées  pour  l'élément  é",  qui  n'est  pas  un  élément  d'intégrale. 
Ces  équations  sont  donc  complètement  in tég râbles. 

11  j  a  d'ailleurs  une  différence  essentielle  entre  ce  résultat  et  le 
pn-cédent.  Il  repose  sur  une  circonstance  de  calcul,  et  ne  se  retrouve 
pas  pour  des  équations  aux  dérivées  fonctionnelles  partielles  d'un 
Ijpe  un  peu  différent  du  précédent,  par  exemple  pour  une  équation 
non  résolue  du  type 

I'|[-r,7,  Ul-,  U;iU,  ^]|=o, 

ou  pour  celle  qui  sera  étudiée  n°  GO.  Au  contraire,  le  fait  que  les 
conditions  d'intégrabilité  des  équations  des  caractéristiques  soient 
vérifiées  pour  tous  les  éléments  d'intégrales,  résulte  d'un  raisonne- 

(')  Constant  loi-squ'on  fait  varier  x,  y,  V'j-  cl  U.  La  lellre  t  esl  plutôt  un  indice 
qu'une  variable. 
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ment  qui  s'applique  à  toutes  les  équations  aux  dérivées  fonction- 
nelles partielles,  du  premier  ordre  et  complètement  intégrables. 

oo.  La  notion  d'enveloppe.  —  Considérons  une  surface  S,  dépen- 
dant d'un  paramétre  A,  définie  par  Féquation 

L'intersection  de  cetlc  surface  et  d'une  surface  infiniment  ^oisine 
conduit  à  l'équation 

(■i5)  V',\{x,y\V,r>A\  =  o. 

Les  équations  (24)  et  ('aS)  définissent  sur  la  surface  S  une 
variété  S  dont  le  lieu,  quand  ).  varie,  est  une  surface  S,  qui  est  par 
définition  Yemeloppe  de  S.  .Te  dis  cjue  S  et  Z  sont  tangentes  en  tous 
les  points  de  8. 

Le  plan  tangent  à  S,  en  un  point  de  C,  est  défini  par  une  relation 
linéaire  entre  ùx,  oy,  oU,  obtenue  en  dilTérentiant  l'équation  t  2  f  ). 

On  peut  l'écrire 

Y'^i^x)  +  F;.(oj.)  +  Fc  oU  =  0. 

L'éc|uation  de  I  étant  obtenue  en  considérant  A.  non  comme  une 
constante,  mais  comme  une  fonctionnelle  définie  implicitement  par 
réc|uation  (26  ),  le  plan  tangent  à  I  a  donc  pour  équation 

Y'j.('^jx)  h-  F',  (o;-)  4-  Fc  oL"  -^  F)  oÀ  =  o, 

o).  étant  une  fonctionnelle  linéaire  de  ox^  oy  et  oL  dont  la  valeur 
s'obtient  en  difterentiant  l'équation  (2.5).  Mais  son  coefficient  F)  est 
précisément  nul,  d'après  cette  écjuation,  et  il  n'y  a  pas  besoin  de  la 
calculer;  le  plan  tangent  à  S  ainsi  obtenu  coïncide  avec  le  plan  tan- 
gent en  S.  c.   o.   F.  n. 

Le  raisonnement  est  identique  à  celui  f[u"on  fait  dans  l'espace 
ordinaire.  On  peut  d'ailleurs  remarquer  qu  une  section  de  la  figure 
par  une  variété  linéaire  à;?  dimensions  donne  une  surface,  dépendant 
de  ),  et  tangente  à  son  enveloppe.  La  propriété  de  contact,  vérifiée 
dans  une  section  cjuelconque,  doit  létre  dans  l'espace. 

Le  résultat  obtenu  se  généralise  dans  le  cas  de  familles  de  surfaces 
avant  un  degré  de  généralité  cj[uelconque.  Soit  par  exemple  une 
famille  de  surfaces  S 
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dépendant  d'une  fonction  arbitraire  'f*  vj.  En  cherchant  les  poinls 
coniniiins  à  une  de  ces  surfaces,  et  ù  toutes  les  surfaces  infiniment 
voisines  obtenues  en  faisant  varier  '^{s)  d'une  manière  quelcoïKjue, 
on  est  conduit  à  annuler  la  déri\ce  lonctionnelle  FL  Cette  é(juali(m 
conlenani  un  paramùlre  arbitraire  d('fii\it  sur  chafjue  surface  S  des 
|)oiuls  ne  dépendant  plus  (jue  d'une  fonction  arljilraire,  constituant 
une  cdurhe.  Le  lieu  de  cette  courbe,  quand  »(  î)  varie,  est  la  surface 
enveloppe  (  '  ). 

'  56.  La  notion  d'intégrale  complète.  —  \(jus  appellerons  inlcgiale 
complrlc  de  récpialiou  [i)  une  laniille  d  intégrales  contenant  dans 
son  ensemble  tous  les  éléments  d  intégrales.  Les  éléments  d'inté- 
grales dépendant  de  trois  fonctions  ai^bitraires  et  un  paramètre,  et 
chaque  intégrale  contenant  des  éléments  dépendant  de  deux  fonc- 
tions arbitiaires,  les  surfaces  d'une  intégrale  complète  dépendent 
d'une  fonction  's^is)  et  d  un  paramètre  A. 

Soit  1!  une  surface  intégrale  quelconque.  Tout  élément  c  de  celte 
surface  appartient  à  une  surface  S  de  lintégrale  complète,  et  S  est 
l'enveloppe  de  ces  surfaces.  Inversement,  une  surface  envelopjic  de 
surfaces  S  de  l'intégrale  complète  ne  contient  que  des  éléments  d'inté- 
grales; c'est  une  surface  intégrale.  La  connaissance  d'une  intégrale 
complète  résout  donc  complètement  le  problème  de  l'Intégration  de 
l'équation  (2). 

Les  familles  de  surfaces  S  peuvent  être  d'une  généralité  plus  ou 
moins  grande.  On  trouve  ainsi  comme  surfaces  intégrales  les  sur- 
faces S  elles-mêmes,  puis  des  enveloppes  de  surfaces  S  dépendant 
d'un  nombre  fini  quelconque  de  paramètres,  puis  des  enveloppes  de 
surfaces  S  vérifiant  un  nombre  fini  de  conditions,  enfin  l'enveloppe 
de  toutes  les  surfaces.  Cette  dernière  enveloppe  joue  un  rôle  spécial; 
elle  est  dite  intégrale  singulière.  Les  éléments  communs  à  chaque 
surface  S  et  à  cette  enveloppe  dépendent  d'une  fonction  assujettie  à 
une  relation. 

Si  l'on  considère  une  autre  intégrale,  ses  éléments  communs  avec 
chaque  surface  S  dépendent  d'au  moins  une  fonction  arbitraire.  Ils 
contiennent  tous  les  éléments  singuliers  S,  de  puisque,  si  S  dépend 


(')    I.a   Ihéorie   des   enveloppes   s'applique   bien  entendu  à   un  espace  foncliouncl 
ayant  une  généialilé  absolument  quelconque. 
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d'une  manière  absolument  quelconque  d'un  paramètre  A,  l'équa- 
tion —  =  o  qui  définit  l'enveloppe  est  vérifiée  pour  les  éléments  sin- 
guliers. Il  en  résulte  que  si  l'on  remplace  l'intégrale  complète  consi- 
dérée initialement  par  une  autre,  on  ne  change  ni  l'intégrale  singu- 
lière, ni  les  multiplicités  communes  à  cette  intégrale  et  à  chaqne 
surface  de  l'intégrale  complète. 

57.  On  peut  aisément,  en  partant  de  l'intégrale  complète,  retrouver 
les  propriétés  des  caractéristiques.  Cherchons  à  cet  effet  les  inté- 
grales contenant  un  élément  donné  C,  constitué  par  un  point  M  et 
un  plan  P. 

Cet  élément  C  correspond  à  une  surface  déterminée  Sq  de  l'inté- 
grale complète.  Une  intégrale  i]  contenant  C  doit  être  l'enveloppe 
d'une  famille  de  surfaces  S  comprenant  Sq.  Si  l'élément  C  est  singu- 
lier, une  telle  surface  2  comprend  nécessairement  Sq-  Mais  s'il  n'est 
pas  singulier,  la  conditit>n  que  cette  famille  ne  comprenne,  comme 
surfaces  S  voisines  de  Sq,  que  celles  qui  contiennent  M  (au  second 
ordre  près),  impose  une  condition  aux  variations  O'-^^s)  et  oÀ  de  la 
fonction  et  du  paramètre  dont  dépendent  ces  surfaces.  On  n'a  le 
choix  qu'entre  les  surfaces  S,  voisines  de  Sq  et  dépendant  d'une 
fonction  arbitraire,  et  qui  par  suite  contiennent  (au  second  oi'dre 
près)  tous  les  éléments  d'une  courbe  C  située  sur  Sq.  L'enveloppe 
contient  cette  courbe,  et  y  touche  la  surface  So-  La  multiplicité  cons- 
tituée par  celte  courbe  et  les  plans  tangents  à  So  le  long  de  cette 
courbe  est  alors  une  caractéristique.  Toutes  les  surfaces  intégrales 
contenant  l'élément  non  singulier  «^'  contiennent  tous  ceux  de  cette 
caractéristique. 

On  a  d'ailleurs  un  résultai  analogue  pour  un  élément  C  de  l'inté- 
grale singulière.  Un  tel  élément,  situé  sur  une  surface  Sq  de  l'inté- 
grale complète,  appartient  à  toutes  les  caractéristiques  de  cette 
surface.  Une  intégrale  quelconque  contenant  C  et  qui  n'est  pas 
l'intégrale  singulière  contient  une  de  ces  caractéristiques;  de  toute 
façon,  elle  contient  tous  les  éléments  singuliers  de  Sq.  On  a  donc  un 
résultat  analogue  à  celui  obtenu  dans  le  cas  général.  Le  fait  de  con- 
naître un  élément  d'une  intégrale  entraîne  la  connaissance  d'une 
infinité  d'autres  éléments;  seulement,  dans  le  cas  particulier  con- 
sidéré, ils  dépendent  d'un  paramètre  de  moins. 

Il   existe    une    autre    sorte    d'éléments    singuliers    qui   mettent   ce 
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rt'sullal  en  dt-faiil.  11  peut  arriver  cjiic  detix  surfaces  clisliucles  de 
rintégrale  eoniplèU!  conlienneiiL  un  même  élément,  el  qu'on  en 
déduise  deux  caraclérislic|ues  dislincle»  contenant  cet  élément.  Les 
surfaces  intéj^rales  qui  le  contiennent,  contiennent  alcjrs  l'une  ou 
l'autre  de  ces  caraclérislicjucs,  et  deux  surfaces  ne  contenant  pas  la 
uiénic  caractéristique  n'ont  |)as  d  auti-e  éh-mcnl  commun  que  celui 
<l()niit''. 

Les  éléments  de  celte  nature  sont  évidemment  sini;uliers  pour  les 
équations  (19).  Ils  s'introduisent  comme  solution  étrangère  dans  la 
recherche,  en  partant  de  l'équation  (a),  des  éléments  de  l'intégrale 
sinmiliére,  el  se  distinguent  de  ceux-ci  parce  qu'ils  n'ont  pas  d'enve- 
loppe. 

î^)8.  La  connaissance  d'une  iult'grale  comjjlète  permet  de  résf)udre 
le  problôme  de  Cauchj  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  caracté- 
ristiques. On  n'a  qu'à  chercher  les  surfaces  de  l'intégrale  complète 
tangentes  à  la  courbe  donnée  C  et  prendre  leur  enveloppe. 

Cette  solution  est  d'ailleurs  exactement  équivalente  à  l'autre.  En 
chaque  point  M  de  C,  la  recherche  de  l'élément  d'intégrale  contenant 
la  tangente  à  C,  ou  de  la  surface  de  l'intégrale  complète  tangente  à  C, 
sont  deux  problèmes  équivalents  el  comporlanl  le  même  nombre  de 
solutions.  INIais  si  l'on  connaît  l'intégrale  complète,  la  caractéristique 
correspondant  à  cet  élément  est  obtenue  sans  intégration  comme 
multiplicili'  commune  à  la  surface  choisie  dans  l'intégrale  complète 
et  son  enveloppe. 

La  connaissance  d'une  intégrale  complète,  permettant  de  résoudre 
le  problème  de  Cauchj,  nous  permet  d'affirmer  que  l'équation 
étudiée  est  complètement  intégrable.  Si  une  équation  du  type  (2) 
n'est  pas  complètement  intégrable,  il  y  a  donc  des  éléments  de 
contact,  vérifiant  celte  équation,  et  n'appartenant  à  aucune  surface 
intégrale. 

o9.  Les  équations  linéaires.  —  Considérons  le  cas  où  l'équation  (2) 
est  linéaire  en  C  ^.  et  V\,  c'est-à-dire  de  la  forme 

(•■^6)  U;,  =  H(U;)-f-<I.l[r,jlU,  01, 

H  étant  une  fonctionnelle  linéaire  de  U^.,  dépendant  en  outre  des 
fonctions  x  el  y  et  des  variables  t  et  U. 


23o       DEt'XlÈ-ME   PARTIE.   —   DÉRIVÉES   FONCTIONNELLES   DU   PREMIER   ORDRE. 

Dans  ce  cas.  rindctcrmination  dans  le  problème  de  Caucliy  peut 
apparaître  dès  le  calcul  des  dérivées  fonctionnelles  premières. 
L'écpialion  (12  )  sécrit  alors 

X(Ui)  +  n(u:,)  =  «i.-v;, 

et  la  tonclion  L',.  reste  indéterminée  si 

K ( oy  t  —  —  3C ( oj'), 

v;.  =  «!>,, 

c'est-à-dire  si  la  courbe  C  vérifie  les  équations  aux  dérivées  fonc- 
tionnelles 

'  •'0 

Lne  telle  courbe  est  une  caractéristique  de  léquation  (26).  Par 
des  raisonnements  analogues  à  ceux  faits  dans  le  cas  général,  on 
montre  que  la  surface  intégrale  la  plus  générale  peut  être  définie 
comme  lieu  de  caractéristiques  dépendant  d'une  fonction  arbitraire 
(l'ensemble  des  caractéristiques  dépendant  d  une  fonction  et  d  un 
paramètre). 

La  théorie  générale  s'applique  d'ailleurs  ici.  Lne  courbe  caracté- 
ristique et  la  succession  des  plans  tanoents  à  une  surface  intégrale 
le  long  de  cette  courbe  constituent  une  multiplicité  caractéristique 
jouissant  exactement  des  propriétés  indiquées  dans  la  théorie  géné- 
rale. Mais  il  n'y  a  pas  besoin  de  faire  intervenir  les  plans  tangents 
])Our  mettre  en  évidence  la  forme  de  la  solution  générale. 

Comme  dans  le  cas  analogue  de  la  théorie  des  équations  aux  déri- 
vées partielles,  il  est  facile  de  développer  les  circonstances  qui  se 
présentent  lorsque  le  second  membre  de  l'équation  (26)  se  réduit  à 
IL  L^),  celte  fonction  ne  dépendant  pas  de  U.  Dans  ce  cas,  comme 
dans  le  cas  plus  général  où  H(U!j.)  étant  toujours  indépendant  de  L', 
le  terme  $  est  quelconque,  il  est  possible  d'obtenir  explicitement 
l'expression  de  la  solution  générale  à  l'aide  d'une  fonctionnelle 
arbitraire. 

60.  Cas  des  fonctionnelles  dépendant  d'un  contour  plan  C  et  d'une 
fonction  u{s).  —  Nous  désignerons  par  C  un  contour  plan,  par  s  la 
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longiitnir  darc,  |>;ii-  in  s)  une  fonclion  donnée  en  chaque  point  de  C, 
par  •!>  une  l'onclionncllc  de  (1  el  de  u{s).  INous  définirons  la  défor- 
malidii  de  C  par  la  dounc'-e  du  dé|>laeenient  normal  on;  nous  dési- 
gnerons par  Zu(s)  la  Nariatioii  dr  a  lorsque  le  point  dont  dépend 
ct'Ue  fonclion  se  de|)laee  nonnalenicnt  à  Ç,  |)ar  <!>,,  et  <I>',^  les  dérivées 
lonelionnelles  de  <1».  Soil  à  cludier  l'équalion 

<%s;  .I.'„=='I-|[G,  ./,  <I.„|.I.,  ,s]  . 

D'après   le    n"    78  de   la   [)reniiére   Partie,   la  eondition  pour  que 

TT — T-  -=  -; — rr-  S  oblieul  (i\\  eeiivanl  que 
'Ja  ()[x         ilu.  <)K  1 

,      ,  (  ^K  =  E ( oji)  -i-  F ( o/i )  -^  l< 'I'«  '^" , 

(  2  ")  )  W  J' 

(  o'I>'„  =  3  f  oi< )  -H  G  (  o«  )  -t-  *,',  u  ou  . 

E  el  G  désignant  des  lonelionnelles  linéaires  identiques  ehaeune  à  son 
adjointe,  S-  l'adjointe  de  F,  k  la  courbure  de  C,  comptée  positivement 
dans  le  nu'me  sens  que  o/î,  a'  et  on'  les  dérivées  de  u  et  on  j)ar 
rapport  à  s, 

La  variation  de  <I>^,,  lorsque  le   point  du  contour  C  dont  dépend 
celte  d(''rivée  se  déplace  normalement  au  contour,  et  que 


o<ï>  =   /  (<!>;,  ou  -I-  ^'n  on)  ds, 
Je. 


s'oblienl  en  difïerentiant  l'équation  (28)  et  remplaçant  0^  par  sa 
valeur.  Elle  est  de  la  forme 

(3o)  ô'l''„  =  II(o<]j'„  j  +  L(o/f  j  4-  Li(o/0. 

La  eondition  dintégrabililé  se  trouve  alors  par  des  calculs  ana- 
logues à  ceux  du  n"  45.  En  remplaçant  o<I>',^  et  o<l>^^  par  leurs  expres- 
sions (29)  et  séparant  les  termes  en  ou  et  ceux  en  o/i,  on  trouve 

cf(^o?;i  =  II|lî(o«)]-t-L(o«.), 
G  (  ô/O  +  ^^'n  «'  ô// '  =  H  f  F I  ô/<  )  -+-  k  'I>Îj  6//  j  -r-  L j  (  ô/(  ), 

d'où  1  on  lire 

F(o//  1  =  E[jC(ort)J  4-/^(0//) 

et 

G  (0/0  —  H  j  E[5C(ô/?)]  ;  =  H  [  !^(S/0  ^-  k^¥„  on]  -\-  \.^{on)—A\,  u  on. 

La  condition  d'inlégrabilité  de  Féquation  (28)  s'obtient  en  écrivant 
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que    le    second    membre  de  cette  expression  est   une   fonctionnelle 
linéaire  de  on  identique  à  son  adjointe. 

La  théorie  du  problème  de  Cauchj  et  des  caractéristiques  est  aussi 
tout  à  fait  analogue  à  celle  développée  à  propos  de  l'éqiiation  (2). 
les  seules  différences  dans  les  calculs  provenant  des  derniers  termes 
des  formules  (  29),  qui  nont  pas  leurs  analogues  dans  les  formules  (5). 
On  trouve,  pour  les  équations  des  caract(''risliques, 

5  «(5)  =  — JC(ô/0, 


(3o) 


>M.  =  ^{'^n)^k<Kon, 


di^Ki(')  ^ 


o'P',1  =  41i  (  o/i  )  -H  A-  4>'„  3^(  on  \  -h  2  "î^',,  u'  on  -\ -~ on. 


Si  l'équation  (28)  est  complètement  intégrable,  les  conditions 
<l  intégrabihlé  de  ces  équations  sont  toujours  vérifiées  pour  les  élé- 
ments d'intégrales,  mais  ne  le  sont  pas  pour  desélémenls  quelconques 
[voir  remarque  finale  du  n"  oi). 


CIIAPlTllIi  V. 

I.  i:\TENSl()N  DKS  ÉQUATIONS  Dlî  JACOBI-IIA.MILTON. 


Sommaire  :   Notions  j;rncral("s.  —  Cas  de  riiiir'u:r;ili'  ilr  Dii  i(  hlri. 
—   Gt'néralisalioii. 

()l.  Notions  générales.  —  Soil  '^i  </,  A,  a,  3)  le  iiiiiilmiiin  «le  V\nU 
•Pille 


/     A-^,J\y)dT, 


y  étant  une  fonction  de  x  continue,  à  dérivées  première  cl  seconde 
continues,  égale  à  a  pour  ^  =  «  et  à  [i  pour  x  ^=  b.  On  sait  que  ce 
minimum,  s'il  existe,  est  obtenu  pour  une  solution  de  Ic'quation 
diderentielle  du  second  ordre  d'Euler 

(■>)  ^^  -    '^    '^^ 

dy        dx  ùy 

et  que  le  minimum  obtenu,  considéré  comme  fonction  de  h  et  |j, 
vérifie  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dite 
(''qiiatlon  de  Jacobi-Haniillon^  qui  résulte  de  l'élimination  de  }'•' 
entre  les  formules 

(3)  l     '  -^ 

On  obtient  une  équation  analogue  relative  à  la  limite  inférieure 
d'intégration,  en  remplaçant  h  et  S  par  a  et  a.  et  ■:,  j^ar  —  'o. 
Si  l'on  remplace  l'intégrale  (  i  i  par  l'intégrale  double 


'^/(■'■(----M)'''''- 


234       DEUXIÈME    PARTIE.    —   DÉRIVÉES   FOXCTIONNELLES   DU    PREMIER   ORDRE. 

Cl  qu'on  en  cherclic  le  minimum  parmi  loutes  les  fonctions  z{.x,y). 
continues  ainsi  que  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  prenant 
des  valeurs  données  u{s)  sur  le  contour  C  de  l'aire  S,  l'équation  (2) 
est  remplacée  par  une  équation  aux  dérivées  partielles.  Le  minimum 
devient  une  fonctionnelle  dépendant  de  C  et  u{s),  et  l'équation  de 
.Tacolii-Hamilton  est  remplacée  par  une  équation  aux  dérivées  fonc- 
tionnelles partielles,  du  type  étudié  n"  60. 

Nous  allons  d'abord  étudier  un  exemple  particulier.  Nous  traite- 
rons ensuite  le  cas  j;énéral  ('). 

6^.    Cas  de  l'intégrale  de  Dirichlet.  —  On  appelle  ainsi  rint(''i;rale 

Appelons  ii(s)  el  i/,(5)les  valeurs  sur  le  contour  de  z  et  de  sa 
dérivée  normale,  et  on  la  variation  de  u  lorsque,  le  contour  C  qui 
entoure  l'aire  S  se  déformant  et  z  variant,  le  point  dont  dépend  cette 
fonction  se  déplace  normalement  au  contour.  On  a  donc 

(5)  ùn-—oiz  =  oz-+-tiiù/i. 

Si  ù7i  est  compté  positivement  vers  l'intérieur,  la  variation  de  I 
a  la  valeur 

Par  intéi;ralion  par  parties,  l'intégrale  double  s'écrit 
—   /  iii  oz  ds  —  ■>  /    j  \z  oz  (Lr  dy. 

Remplaçant  alors  dans  l'intégrale  simple  oz  par  sa  valeur  tirée  de 


(')  Dans  mon  Mémoire  déjà  cité  {Rend.  Cive.  Mat.  Palcrmo,  1914),  j^'  traité  le 
cas  plus  général  où  la  fonction  /  contient  des  dérivées  d'ordres  quelconques  de  \;\ 
fonction  ;:.  L'extension  au  cas  des  intégrales  multiples  est  également  facile.  Pour 
Texlension  à  ce  cas  des  principales  formules  du  Cliapitre  précédent,  voir  Fischer. 
American  Journal  of  Mathematics,  vol.  XXXIX,  1917. 

Voir  aussi,  sur  l'extension  des  équations  de  Jacobi-Haiiiillun,  les  Mémoires  de 
MM.  Volterra  el  Frécliet. 
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l;i  roiimilc  (  .')  I.  il  \  iciil 

ol  —       x  I  iii  r,//  i/s    ~   /  [uf  —  /('■  )  0/1  ds  —  •».   /     /   Aj  0-  c//;  dy. 
•  (;  *-  (;  ./    <-  s 

Si  Ton  prend  pour  :;  la  fonction  liarinoni(|uc  el  régulière  égale  à  /t. 
Mil-  le  conlonr.  Tintc-grale  cloiible  dispaïaîl;  l'inlégrale  I  se  réduil 
alors  à  une  fouclionnelle  <I>  de  C  cl.  «(v),  égale,  comme  on  sait,  au 
iniuiniiim  de  1  lorsque  C  et  il  (s)  sont  donn(''S,  el  il  vient 

(f))  o'l>  = —  ■>.  I   ni  lu  ds  -f-   /   {i(\ —  IL-)  r,n  ds. 

Les  dérivées  toneliounelles  de  <I>  sont  donc 

(7)  'l'i,  =  —   ^''l;  '\^„r=  1,]—  n'K 

Elles  ne  sont  pas  c\|)rimées  en  fonction  seulement  des  arguments 
de  la  fonctionnelle  <I>,  ])uisc[ue  ?/,  figure  dans  ces  formules.  Y.n  élimi- 
nant // ,  .  on  a  !"(''([ualion  aux  dérivées  fonctionnelles  partielles 

du  tvpe  élu  du-  au  n"  GO. 

63.    lui   difTérentiant  cette    équation,   tenant    compte   de   ce   qu;^ 

du  ^       ,  7^7 

?/  =  — r  et  0  (is  =^  —  /.■  on  as,  on  trouve 
as 

«,,-,,,  ,d  ou  ,    ,.,  ^ 

■2  ds 

de  soite  (pie,  avec  les  notations  du  n"  60, 

H  (0.1.;,-!  =  ;5*'"5*., 

,  dou 

1,  (  Cl?/   )   =  ■>  l(.    ;—  , 

ds 

T.,(o;?)=: — iku'-oir. 

La  condition  d'intégrabilité  s'obtient  alors  en  formant  l'expression 

-  tJ>,',     i-r  {u'  on  )  -\-  A<i>^,  0/*     —  ihu-  on  —  (I>;,  u  on'  =  (<!>;,  «"-i-  2/1 'I»;,  1  on. 

et  écrivant  c|u'elle  est  identique   à  son  adjointe.  Elle  est  identique- 
ment vérifiée;  l'équation  (8)  est  complètement  intégrable. 
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Formons,  de  même,  les  équations  des  caractéristiques,  en  teuanl 
compte  de  leur  forme  générale  indiquée  n"  60.  Il  vient 


5<^^,  =  i-j-(  II'  on)  -h  k 'I>;^  on . 

Ces  trois  équations  définissent  les  variations  de  11,  <ï>,  <I>,^.  La 
dérivée  <ï>^^  est  à  chaque  instant  donnée  par  l'équation  (8). 

6Âf.  Il  est  facile  de  donner  du  fait  que  l'équation  (8)  est  complète- 
ment intégrable  une  démonstration  ne  nécessitant  aucun  calcul,  et 
montrant  mieux  la  raison  de  cette  circonstance.  Nous  pouvons  aisé- 
ment former  une  intégrale  complète  de  cette  équation;  cela  suflit, 
nous  le  savons,  pour  prouver  qu'elle  est  complètement  intégrable. 

Remplaçons  à  cet  effet,  dans  la  définition  de  l'intégrale  I,  l'aire  S 
par  la  région  limitée  entre  deux  contours  C  et  F.  Tous  les  calculs 
faits  s'appliquent,  et  la  formule  ((3)  donne  toujours  la  variation  de  4>, 
à  condition  détendre  les  intégrales  simjîles  à  Tensemlile  des  con- 
tours C  et  r.  Mais  si  le  contour  Y  reste  fixe,  et  si  les  valeurs  de  z  sur 
ce  contour  ne  varient  pas,  les  intégrales  simples  relatives  à  Y  dispa- 
raissent, la  formule  (6)  s'applique  en  ne  considérant  que  le  contour  C. 
La  fonctionnelle  4>  ainsi  formée  est  une  intégrale  de  l'équation  (8). 

Par  addition  d'une  constante  arbitraire,  on  obtient  une  autre  inté- 
grale. 

Je  dis  qu'on  obtient  ainsi  une  intégrale  complète.  Les  intégrales 
que  nous  venons  de  définir  dépendent  d'ailleurs  de  deux  fonctions 
arbitraires  et  d'un  paramètre,  c'est-à-dire  d'une  fonction  arbitraire 
de  plus  qu'il  n'est  nécessaire.  Il  n'en  est  pas  moins  nécessaire  de 
montrer  qu'elles  contiennent  tous  les  éléments  d'intégrales. 

Or  un  élément  d'intégrale  peut  être  défini  par  la  donnée  de  déter- 
minations C,  w,  «,,  <I*  de  C.  H.  u^,  <I>,  les  dérivées  $'„  et  <I>^^  étant 
données  par  les  formules  (-).  Ces  quantités  sont  bien  arbitraires, 
puisqu'on  peut  choisir  une  fonction  harmonique  z(x,  y)  telle  qu'on 
ait  sur  C,  z  =  11,  -^  =  ?/,  (du  moins  si  les  données  sont  analytiques). 
Prenant  alors  pour  Y  un  contour  situé  dans  la  région  où  cette  fonc- 
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lion  csl  n'-^iilirrc,  et  pouv  valeurs  clonnérs  siii-  V  celles  de  celte 
lonction.  ajoiitanl  à  l'intéfj;rale  <I>  df-linic  ci-clessiis  une  constaiilc 
eonvenaljle,  on  oblienl  hien  une  inléf;rale  de  l'écjuation  (8)  conlcnaiii 
l'élément  donné,  e'esl-à-dirc  |)renanl  la  \alenr<I>  poiii-  lecont(uir(! 
el  pour  II  =  n,  tandis  ([ue  ses  dérivées   i'onctionnelles  |)rennent  les 

valeurs  — 2iif  cl//,  —  '/  .  f/équation  ((S)  esl  donc  bien  complètf- 
nienl  int(''<;rable. 

60.  Passant  maintenant  aux  earaeléristiques,  nous  pouvf)ns  les 
définir  de  la  manière  suivante  : 

On  choisit  une  fonction  harmonique  z(x,  r),  un  contour  V  en 
chaque  point  duquel  elle  soil  régulière,  une  constante  <I>o.  Soit  S 
Taire  limitée  par  V  et  un  autre  contour  variable  C,  choisi  de  manière 
(|ue  la  fonction  r  soil  régulière  dans  celle  aire;  soient  u{s)  et  u,(s) 
les  valeurs  sur  C  de  c  el  de  sa  dérivée  normale.  L'élément  C,  «(ç), 

0);,  =  — 2»,,      4';,= //2_  „'2^ 

définit,  lorsque  C  varie,  une  caractéristique. 

Ce  résultat  se  vérifie  d'ailleurs  aisément  à  laide  des  formules  (  i)  1. 
On  a  en  efTet 

cil   =   u,  o/t   = <l>„  0//, 

'2 

ô<I>  =  —   /  (,  «  f  -f-  u'^  )o/tds  =  —  I    (  -  <ï>„^  -+-  u'-  \  o/i  ds, 


'C  -'C 

d/i' 


o<I>î,  =  —  ■>  5»!  =  —  2^-^  on  -+-  1 1l'  on' . 


Les  deux  premières  formules  ne  sont  autres  que  les  deux  premières 
formules  (9);  en  tenant  compte  de  ce  que  z  est  harmonique,  c'est- 
à-dire  que 


-;—-  =  —  ».  -t-  A- w.  en     (  1  ), 
(in- 


(')  Appelons  -^  et  -j-^    les   dérivées  première  el   seconde   relatives  à    un  dépla- 

1  T^  1       1  •   •    .  ••  .    •  1  d:       dz 

cernent  sur  la  tangente.  Pour  les  dérivées  premières,  on  a  évidemment  —-=-—  =  1/  . 

cil       as 

Mais  la  variation  de  u  ,  lors(itron   se  déplace  sur   la    courbe,   provient   à   la   fois  du 
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la  dernière  se  réduïL  à  la  dernière  formule  (9).  Comme  de  plus  ^[^ 
vérifie  bien  l'équation  (8),  toutes  lés  équations  des  caractéristiques 
sont  vérifiées. 

L'hypothèse  que  z{x,  y)  est  harmonique  n'est  intervenue  que  pour 
vérifier  que  o<I>,'j,  et  par  suite  o<I>,'^,  ont  les  valeurs  voulues.  Si  par 
suite  on  supprime  cette  hypothèse,  on  obtient  une  multiplicité  véri- 
fiant les  deux  premières  équations  des  caractéristiques,  mais  non  les 
autres.  On  sait  que  pour  une  telle  multiplicité  le  prolilème  de  Cauchy 
n'est  pas  indéterminé,  mais  impossible  (du  moins  en  ce  qui  concerne 
les  solutions  régulières). 

(30.  Généralisation.  —  On  traite  de  même  le  cas  plus  général  de 
l'intégrale 

(10)  •*  ""  /  /•^^•^'  •^''  ^'  ^^'  '^  '  '''^^  ^^-^'^ 

n  et  a  désignant  -7^  et  —  •  Sa  variation  a  la  valeur 

=  —   /   fonds—  i    (  '-f-  cos  a  -1-  '--  cos  3  )  oz  ds- 


fJJI 


df         d    ,)/         d    <)f\  . 

-—   f f-  )  oz  d:r  d)\ 

dx  ()p         dy  (iq  I 


cosa  et  cos  ,3  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  intérieure. 
Si  le  contour  C  et  les  valeurs  u  de  z  sont  donnés,  si  de  plus  z  vérifie 
l'équation 

■        .  ()z        dx  dp         dy  ôq 

la  variation  de  I  est  nulle.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  la  fonction  /* 
est  essentiellement  positive;  l'équation  (i  i)  est  alors  une  équation  du 
type  elliptique  et  sa  solution  est  l)ien  déterminée  si  Ton  (^onnail  sa 

déplacement  du  point  et  de  la  rolation  de  la  tangente,  de  sorte  que 

„    ,         rf'z   ,         1  dz 
u   as  =  ——-  ds  H-  A-  —r-  as, 
dt-  dn 

d-z        ,       , 
et  par  suite,  si  z  est  harnionuiue,  u  = — :;  -hku^'Jii. 
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Nalciir  u(s)  sur  le  contour.  Ccllo  soliiLion  fsl  d  ailleurs,  j)arnil  tout(;s 
les  lonetions  égales  à  it(s)  sur  C,  celle  (jni  rend  riiilégrale  l  iniainia; 
ce  inlniinum  l  est  alors  une  fonctionnelle  <I>  de  C  et  «,  dont  la  varia- 
tion est 

o'I»  =  —  /  /■  0//  t/^  —   /   {  -r-  'OS  oc-J^  '-—-  cos  'à  ]  ',z  ds, 
Jk:  '  Je  \  (^P  "'7  / 

ou,  en  tcuaul  (-omptc  de  la  toriinde  (5), 

(12)  o<I>  =  —  /      (  -f-  cosa  H — —  ces  i  )  0/1  ds 


Ou  a  doue 


fM 


-^  rosa  M — ■—  cos  S  )  ?/i  -  -  / 


0//  ds. 


\  <1'„  -t-  -r-  COS  a  -h  -f-  cos  3  =  o, 

f  'i>;,+  «,^K+/  =  o. 

D'ailleurs,  sur  C,yse  réduit  à  une  fonction  de  5,  ?/,  a'  et  /<,.  Par 
ces  équations,  le  contour  C  et  ii{s)  étant  donnés,  <I>^'^  et  <I>|j  appa- 
raissent comme  donnés  en  chaque  point  en  fonction  de  m,.  L'élimi- 
nation de  M(  donne  une  équation  aux  dérivées  fonctionnelles,  vérifiée 
par  la  fonctionnelle  <I>. 

67.  Par  une  extension  analogue  à  celle  du  n°  Ci,  remplaçons 
l'aire  S  par  l'aire  comprise  entre  C  et  un  contour  fixe  F,  ne  consi- 
dérons que  les  fonctions  [z)  solutions  de  l'équation  (1  i)  et  prenant 
des  yaleui's  données  sur  F,  et  ajoutons  à  <I>  une  constante  arbitraire  4%. 
Je  dis  qu'on  obtient  ainsi  une  intégrale  complète,  contenant  un 
élément  d'intégrale  quelconque,  défini  par  C,  ?/,  <I>  et  ?<,,  les  dérivées 
fonctionnelles  ^[^  et  <!>,',  étant  données  par  les  formules  (i3). 

On  peut  en  effet  choisir  z  solution  de  l'équation  (11),  égal  à  u 
sur  C,  sa  dérivée  normale  étant  égale  à  «,.  Il  suffit  alors  de  choisir  un 
contour  F  sur  lequel  la  fonction  z  soit  régulière,  et  de  prendre 
comme  valeurs  données  sur  F  celles  de  la  fonction  z.  L'intéei-ale 
définie  par  F  et  les  valeurs  données  sur  F  est  une  fonctionnelle  dont 
lès  dérivées  $^^  et  ^l>\^  ont  bien,  pour  le  contour  C  et  la  détermination 
choisie  de  u{s)^  les  valeurs  voulues;  comme  on  peut  lui  ajouter  une 
constante  quelconque,  on  peut  s'arranger  pour  qu'elle  ait  elle-même 
la  valeur  voulue  et  contienne  en  conséquence  l'élément  donné. 
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68.  Le  procédé  de  définition  des  caractéristiques  du  n"  65  se  géné- 
ralise aussi  aisément. 

Choisissons  une  solution  z  de  l'équation  (ii),  régulière  dans 
Taire  S  comprise  entre  le  contour  C  et  un  contour  fixe  F.  Prenant 
pour  u(s)  les  valeurs  de  z  sur  C,  l'élément  défini  par  C,  u{s). 

4'   =  <I'o-+-  f   f  f*^-  y-,  -,  P^  q)'^^f  dy, 
dp  âq         '  ' 

(léllnit,  lorsque  C  varie,  une  caractéristique. 

11  appartient  en  eft'et  à  une  surface  intégrale,  celle  de  Tintégrale 
complète  obtenue  en  prenant  le  contour!'  considéré  et  comme  valeurs 
données  sur  le  contour  celles  de  z{x,y).  Il  suffit  alors  de  vérifier  la 
première  équation  des  caractéristiques. 

Pour  former  d'abord  la  fonctionnelle  H(o<ï>^^),  différentions  la 
deuxième  équation  (i3)  en  considérant  C  et  (i(s)  comme  fixes.  Il 
vient 

D'ailleurs,  d'après  la  première   équation  (i3),  le  coefficient   de  o//| 
est  nul  (  '  ).  Il  vient  donc 

La  première  équation  des  caractéristiques 

0»   =  —  JCl  0/1  I  =    ?/)   0// 

est  alors  immédiatement  vérifiée.  La  succession  d'éléments  considérés 
délinlt  donc  une  caractéristique.  Comme  on  peut  s'arranger   pour 


('  )  On  a  eu  cllel 

p  =  «,  cosa  —  i(  cos  ,3,         rj  =  ii^  cos  |i  +  u  cosa; 


d'où 


-r-  =  -=^  cos  a  +  -f-  cos 
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qu'elle    eoiiliniiic    (iii    ili'-mciil    d  iiil(i;i;ilc    (iiielcdiKnie.     iumin    ii\()ii-s 
sûrement  ohleiiii  la  déliiilliou  <;énériil(;  des  caracléi'isliqiies. 

Si  l'on  suj)|)iimail  la  eondilion  que  z(x,  y)  soit  une  solution  de 
l'équation  (ii).  on  n'aurait  donc  pas  une  caractéristique.  La  pre- 
niièrc  équation  des  caracU'ristiques  étant  toujours  vérifiée  (puisque 
cette  condition  n'es!  pas  intervenue  dans  la  vérilication),  on  a  dans  ce 
cas  une  niultiplieilé  n'appartenani  à  aucune  surlace  intégrale 
regulièi'C. 


ic 


CHAPITRE  VI. 


TYPES  DIVERS  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  FONCTIONNELLES 
PARTIELLES  ET  DE  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS. 


SoAiM.viuE  :  Noti'jiis  gôm-ralos.  —  Equations  liiiraiies.  —  Systèmes  (Vx-quations 
linéaires.  —  Équations  non  linéaires.  —  Systèmes  d'équations  non  linéaires. 
—  Equations  contenant  un  paramètre.  —  Généralisation. 

69.  Notions  générales. —  Les  équations  aux  dérivées  fonclionnelles 
étudiées  Chapitre  1  généralisaient  les  équations  aux  différentielles 
totales.  L'objet  du  présent  Chapitre  est  d'étudier  les  équations  géné- 
ralisant les  équations  aux  dérivées  partielles,  ou  les  systèmes  de 
p  équations  vérifiées  par  une  fonction  de  n  variables.  En  faisant 
croître  n  indéfiniment,  mais  laissant  p  iini,  on  obtient  les  systèmes 
d'équations  que  nous  allons  étudier. 

Nous  commencerons  par  le  cas  linéaire  pour  étudier  ensuite  le  cas 
général.  Les  considérations  que  nous  exposerons  généralisent  la 
théorie  classique  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
telle  qu'elle  est  exposée  dans  le  Traité  de  M.  Goursat  (Chap.  II,  VI 
et  MI). 

Nous  étendrons  ensuite  les  résultats  obtenus  à  des  systèmes  de 
forme  plus  générale,  comprenant  à  la  fois  les  précédents  et  les  équa- 
tions du  Chapitre  IV. 

70.  Équations  linéaires.  —  Considérons  une  fonctionnelle  L"  de  la 
fonction  x{t).  L'équation  linéaire  que  nous  nous  proposons  d'étudier 
d'abord  est  du  type 

(I)  f   Y\[.ri-.)\t]\[J[,,,dt  =  o. 

Considérons,  dans  l'espace  fonctionnel  qui  représente  la  fonc- 
tion ir(/),  une  courbe  (lieu  des  points  dépendant  d'un  para- 
mètre a),  telle  que  pour  un  déplacement  le  long  de  cette  courbe, 
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OU  ail 

(•2)  OJ^(,,=   r\[x>-.)\l]\(r/.. 

L  lit'  |)nn'ill('  coiirhc  esl  ce  ([iic  ikmi^  a|i|)rll('i(iu>  iiur  (■(( nirlciis- 
li(/iii'  tli'  1  ('(jualK)ii  (  I  ). 

]\emar(|iions  d'ahord  que  la  délciiuiualKUi  de  la  caractéristique 
conlcuaiit  un  poiul  donné  est  un  problème  d'analyse  ordinaire,  l-a 
fonction  .£{t)  dépendant  du  paramètre  À,  on  a  à  déterminer  une 
fonction  de  deux  variables  t  et  a,  vérifiant  l'équation  (2)  qui  est  du 
tjpe  intégro-dilTérentiel,  et  se  ix'duisant  pour  \  =  o  à.  une  fonction 
connue. 

îSi  Ton  C(Misidérc  1111  dt-placcment  le  long  d'inij  cara(l!:ri>li([M(% 
ou  a 

oL'  =  ill  f    F|  [xi  -)\t]l  {J[^(t)  dt. 

L'équation  (i)  expriuie  que  cette  quantité  est  nulle.  Son  intégrale 
générale  est  conskituée  par  l'ensemble  des  fonctionnelles  constanics 
le  long  des  caractéristiques. 

Supposons  en  particulier  que  F  se  réduise  à  une  fonction  y  (f)  de  t 
seulement  (M,  que  l'on  peut  supposer  normale,  c'est-à-dire  telle  que 

f  fHj)d(. 
«^  0 

La  droite  contenant  le  point  x(t)  contient  aussi  le  [)oint 
\{t)=xij^-f{t)  f  f{z)x{z)d-, 

projection  orthogonale  du  point  x[t)  sur  le  plan  passant  par  l'ori- 
gine et  perpendiculaire  aux  caractéristiques,  évidemment  indépendant 
du  point  choisi  sur  la  droite.  On  peut  alors  exprimer  la  solution 
générale   de   l'équation   étudiée;    c'est   une   fonctionnelle  arl)itr.iiie 

deX(0. 

71.   Considérons  l'équation  plus  générale 

I  !  I  f    F|  [x(z)  i  U,  ï]  I  U:^  ,.  dt  =  G|  [xiz)  \  U]  [. 


(')   l'oir  sur  ce  cas  et  un  autre  plus  général  N'olterra,  Rendiconti  délia  R.  Acca- 
dernia  dei  Lincei,  i5  mars  ioi4- 
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Dans  l'espace  fonctionne]  E^^,^,,  plus  étendu  que  celui  considéré 
précédemment  (' ),  représentant  à  la  fois  U  et  oc[t)^  considérons  les 
car'acléristiques,  courbes  définies  par  les  équations 

S:r(/)=  F|[.r(T)|U,  ^  |  ^A, 


^^'  \   oU        =  G|[:r(T)|U]|rfX 

On  peut  évidemment,  sur  une  surface  intégrale  de  l'équation  (o), 
se  déplacer  de  manière  que  la  première  équation  (4)  soit  vérifiée.  On 
a  alors,  pour  un  tel  déplacement, 

8U  =  dK  f  F|  [xi-.)  I  U,  ^]  I  U.V(<,  dt  =  G|  [x(z)\  Uj  |  dl. 

•-  0 

c'est-à-dire  que  la  courbe  décrite  est  une  caractéristi([ue.  Toute 
surface  intégrale  est  donc  un  lieu  de  caractéristiques. 

Inversement,  un  lieu  de  caractéristiques  est  une  surface  intégrale, 
lèquation  (3)  exprimant  que  le  plan  tangent  à  chaque  point  à  la  sur- 
face qui  représente  U  contient  la  tangente  à  la  caractéristique. 

Il  peut  naturellement  exister  une  intégrale  singulière,  enveloppe 
de  l'intégTale  générale.  Par  chaque  point  de  cette  surface  passent 
deux  caractéristiques,  l'une  située  sur  cette  surface,  l'autre  sur  les 
surfaces  enveloppées.  Les  points  de  l'intégrale  singulière  sont  donc 
aussi  des  points  singuliers  pour  les  équations  (4). 

Par  un  point  non  singulier  A  ne  passe  qu'une  caractéristique,  et 
toute  surface  intégrale  contenant  A  la  contenant  tout  entière. 

72.  Systèmes  d'équations  linéaires.  —  Considérons  d'abord  un 
système  de  deux  équations  du  type  (  i),  soit 


(5) 


X,(l})^  f    P,\[x(z)\t]\V[,,,,dt  =  o, 


Désignons  par  C|  et  C2  les  caractéristiques  de  ces  deux  équations, 
considérées  séparément,  par  F,  et  Fa  celles  qui  passent  par  un  point  A. 
Une  intégrale  du  système   (5),   ayant  une  valeur  donnée   en  A,   a, 

(')  En  employant  le  langage  des  nombres  transfinis,  c'est  un  espace  à  oi+i  dimen- 
sions. 
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d'après  le  ii"  70,  la  mrinc  valeur  mit  T,,  et  par  suite  sur  la  surface  ï 
formée  par  les  eourhes  Cj  qui  <()U|)eul  T,,  et  de  même  sur  la  sur- 
face S'  formée  par  les  courbes  (],  cjui  coupenl  V-,- 

II  peut  d'ailleurs  arriver  que  ces  surfaces  soient  eonlundno.  Les 
é(juations  des  caraclérislitpies  des  deux  systèmes  étant 

('■>)  '^'  =  F,|[:r(.)|/]|, 

la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  Ton  puisse  déterminer 
une  famille  de  fonctions  x{t),  dépendant  de  deux  paramètres  X  et  jj., 
et  vérifiant  à  la  fois  ces  deux  équations,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  la 
condition  d "intégra hili té 

d    ri  X{  t  )  â     <)  T (  t  ') 

Cette  condition  s'écrit,  en  désignant  par  F'j  et  F!,  les  dérivées  fonc- 
tionnelles de  F,  et  F2, 

<S)  f    F,I[.r(-:)|/.  ^,]lF,l[.r,Tji/,]|./^ 

•-  0 

Si  cette  condition  est  vérifiée  identiquement,  les  surfaces  ^  et  i^' 
sont  confondues,  quel  que  soit  le  point  A.  Le  système  (5),  dans  ce 
cas,  est  dit  complet.  11  exprime  que  U  est  constant  le  long  de  chaque 
surface  S,  condition  qui  définit  l'intégrale  générale. 

Si  la  condition  (8)  n'est  [)as  identiquement  vérifiée,  désignons  la 
différence  des  deux  membres  par  F3  [x(t)|  t\  \.  Partons  du  point  A; 
faisons  varier  d'abord  À  d'une  quantité  d\,  puis  jj.  de  d^,  le  chemin 
décrit  dans  l'espace  fonctionnel  étant  donné  par  les  formules  (6) 
et  (7);  nous  obtenons  un  point  B  de  la  surface  -;  en  intervertissant 
l'ordre  des  variations  d'j.  et  <^!i.,  nous  obtenons  un  point  B'  de  la 
surface  S'.  Le  vecteur  BB' représente  évidemment  la  fonction  Y-id^d'j.. 
Comme  une  fonctionnelle  L  intégrale  du  système  (5)  a  la  même 
valeur  en  B  et  B',   elle  a  la   même   valeur  le  long  des  courbes  di 
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d'équalion 

._^  =  F3l[r(-:)l/]l  =  ^-^-^-^^. 

Elle  vcrilie  donc  l'équalion 

(9)  X,{1])^  f    F,\[x{z)\l]\{]:,,„dl  =  o 

«-'0 

dont  les  courbes  C-j  sont  les  caractéristiques. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  facile  à  vérifier  sans  passer  par  l'intermé- 
diaire des  caractéristiques,  car  on  a  identiquement 

X,(U)^X,[X,(U)]-,\,[X,(U)]. 

Les  éc|uations  (5)  entraînent  donc  léqiiation  analoi;ue  (8).  Celle-ci, 
rapprochée  de  cliacune  des  conditions  initiales,  donne  lieu  à  une 
condition  d'intégrabilité,  et,  continuant  de  même,  on  peut  obtenir 
une  suite  de  nouvelles  équations  de  la  même  forme,  chacune  d'elles 
exprimant  que  L  est  constant  le  long  dune  famille  de  courbes  carac- 
téristiques. 

Il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'on  obtienne  effectivement  une  infinité 
d'équations  distinctes,  ou  bien  qu'après  un  nombre  fini  d'opérations 
on  arrive  à  lui  sys/cmc  complet^  tel  (jue  les  conditions  d'intégrabilité 
obtenues  en  rapprochant  ses  équations  deux  à  deux  soient  des  con- 
séquences des  équations  déjà  écrites.  Dans  un  cas  comme  dans  l'autre, 
le  système  obtenu  exprime  que  la  fonctionnelle  U  est  constante  le 
long  de  certaines  variétés  S,  sur  chacune  desquelles  on  pourra  prendre 
comme  courbes  coordonnées  des  caractéristiques  des  diverses  équa- 
tions oluenues.  Si  ces  éfpiations  sont  en  nombre  finiyj),  les  variétés  S 
sont  à  p  dimensions.  Si  elles  sont  en  nombre  infini,  les  variétés  H  ont 
une  infinité  de  dimensions;  il  peut  même  arriver  qu'il  n'existe  qu'une 
variété  S  comprenant  tout  l'espace  fonctionnel,  et  dans  ce  cas  le 
système  (5)  n'admet  pas  d'autre  solution  que  les  solutions  évidentes 
U  =  const. 

73.  Remarques.  —  i"  La  théorie  serait  tout  à  fait  analogue  si,  au 
lieu  de  deux  équations  données  initialement,  on  en  avait  un  plus 
giMiid  nombre. 
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a"  Si  les  équations  soni  <ln  type  «  liii(':aiie  à  coefficients  conslanls  > 


(loi 


y^i^y  )  =  f  y; (  / ) i  :,-,,, dt     ( ^  =  i ,  2, . . . ,  ^ ), 


les  coiidilioiis  (rinU-^rabilitc  .sont  i(leiili(jii('iuenl  v<  rilices.  Les  carac- 
lérisiiqucs  de  cha({ue  équation  sont  des  droites  |)arallèles,  et  les 
surfaces  ï  sont  des  variétés  linéaires  a  p  dimensions,  parallèles  entre 
elles.  Le  système  (lo)  exprime  que  U  est  constant  sur  chacune  des 
variétés. 

Supposons  que  la  suite  de  fonclions 

(M»  Mt),  Mt),    ...,  /„(/),    ... 

soil  une  >uite  de  lunclions  lello  que  toute  fonction  de  carré  som- 
nKiI)l<'  -l'ij)  soit  représentable  par  une  série  I.a„J'„il)  con\ergente 
en  moyenne  (').  L  ne  fonctionnelle  L  de  x{t)  se  réduit  alors  à  une 
touclion  f<(rt,,  «o,  ...,  a„,  ...)  des  coefiicients  de  cette  séi'ie,  et 
l'équation  Xi(L)  =  o  exprime  que  cette  fonction  ne  dépend  pas  de  a/. 
Si  alors  on  considère  un  système  d'une  infinité  d'équations  du 
type  (101,  deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  les  fonctions /"t  (l  ) 
figurant  dans  ces  équations  constituent  ou  non  toutes  les  fonctions 
de  la  suile  (i  i).  Dans  le  premier  cas,  la  fonctionnelle  L  ,  solution  du 
système  étudié,  ne  peut  être  qu'une  constante;  ce  cas  rentre  dans 
celui  indiqué  à  la  fin  du  n°  72.  Dans  le  second  cas,  U  peut  encore 
dépendre  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  paramètres. 

74.  1-es  considérations  du  n°  7l2  s'étendent  aisément  au  cas  de  sys- 
tèmes composés  d'équations  du  type  plus  général  (3).  Considérons 
qjar  exrni[il»'  le  système  de  deux  équations 


(ï2) 


l  X,rl  )s  f    K,|[.r|  L,  ^JIL;,^,,  ./^-G,i[.rl  L  J  |  =  o, 

'  «    0 


(')  Nous  savons,  d'après  le  Cliapitre  VII  de  la  première  Partie,  qu'il  existe 
de  telles  suites.  Les  séries  trigonométriques  (étudiées  au  Cliapili-e  III  de  la  première 
Partie)    en  sont  un   cas  particulier. 
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X  étant  écrit  au  lieu  de  x{'z)^  pour  simplifier  l'écriture.  Nous  désigne- 
rons par  X,  (U,  V)  et  Xj  (U,  V)  les  expressions  obtenues  en  rempla- 
çant U^  par  V'j.,  mais  laissant  U  quand  cette  quantité  intervient  par 
elle-même. 

Désignons  par  C,  et  C2  les  caractéristiques  de  chacune  des  équa- 
tions (12),  dans  l'espace  E^+i.  Comme  au  n°  7:2,  deux  cas  sont  à  dis- 
tinguer suivant  qu'une  certaine  condition  d'iutégrabilité  est  remplie 
ou  non. 

Soient  r,  et  Fa  les  caractéristiques  de  chacune  des  équations  pas- 
sant par  un  point  A.  Si  la  condition  d'intégrabilité  est  remplie,  les 
courbes  C,  coupant  To  et  les  courbes  C2  coupant  F,  définissent, 
de  deux  manières  différentes,  une  même  surface  S,  et  cela  quel 
que  soit  A.  La  propriété  fondamentale  des  caractéristiques  étant 
qu'une  surface  intégrale  qui  contient  un  point  (non  singulier)  d'une 
caractéristique  la  contient  tout  entière,  une  surface  intégrale  du 
système  (12)  qui  contient  un  point  (non  singulier)  d'une  surface  S, 
la  contient  tout  entière.  Les  surfaces  intégrales  sont  des  lieux  de  sur- 
faces S. 

Si  au  contraire  la  condition  d'intégrabilité  n'est  pas  vérifiée,  on 
peut,  en  partant  d'un  point  A  et  suivant  des  caractéristiques  C|  et  C^. 
décrire  complètement  une  surface  S  à  un  nombre  p  de  dimensions, 
fini  ou  infini,  mais  supérieure  2.  Les  surfaces  intégrales  sont,  comme 
dans  le  cas  précédent,  des  lieux  de  surfaces  -. 

Le  plan  tangent  à  S  en  A  est  défini  par  les  tangentes  aux  courbes 
C|  et  Co  passant  par  A,  et  les  tangentes  à  d'autres  courbes  C:j, 
Ci,  .  .  .,  Cy,,  que  l'on  peut  définir  comme  au  n"  72,  et  qui  sont  les 
caractéristiques  d'équations  analogues  aux  équations  (12)  et  résultant 
de  ces  équations.  Les  formules  seules  sont  un  peu  différentes  de  celles 
du  n°  72. 

Les  équations  des  courbes  C3  résultent  évidemment  des  formules 


dxit) 

= 

d 
01 

dxit) 
âix 

à 

dxit) 

= 

ô 

àU 

àiJ. 

à 

où  K  et  iJL  sont  des  paramètres  correspondant  aux  courbes  C(  et  C^. 
par  des  formules  analogues   aux  formules  (4).  En  développant    ces 
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cxprossions,  ou  Irousc  pour  les  seconds  infuil)res 

-.iki^,oi='"^'":r'"'':.i[^ini-'"^'":i"''"G,i[.Mii 


-M^-J[x|U,  t,  t,]\V,\[x\\J,t,]\\dt,, 


-/  j     r.',|[x|u,^,iir-M[^|u,^,]I 

-r.'.|[riu, /.]|i-\|[.riL-,  «.]|  ;./<.. 

Ces  courbes  C3  sont  les  caraclérisli([ues  de  réqualion 

X3(U)  ^  f  F,\[x\  l,  t]  I  U,  ;„  dt-G,\[x\l]\=o. 

On  constate  d'ailleurs  aisément  que  cette  équation  sécrit  i(leuli(jin- 

ment 

X,[l\  X,(l'i]  — Xo[U,  XiiUi]  =  0, 

ce  qui  permet  de  vérifier,  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  caracté- 
ristiques, qu'elle  résulte  des  deux  équations  (12). 

7o.  Équations  non  linéaires.  —  Etudions  maintenant  l'i-qualiou 
non  linéaire 

(i3)  .l.|[.r(0,  X^O|LJl  =  o         [X(0=L^:./]. 

Désignons  la  variation  de  la  fonctionnelle  $  par 

o'Jj  =    /      (<I>^  o:r  —  <î>x  oX)  r//-f- «ÏJu'^U. 

Pour  chaque  détermination  de  x(t),  les  éléments  du  second  ordre 
d  une  fonctionnelle  L  sont  définis  par  la  donnée  de  la  fonctionnelle 
linéaire  identique  à  son  adjointe 

oX(0  =  Elu.). 

Si  la  fonctionnelle  L  est  une  intégrale,  on  a 

o<l.  =  r  [q>'^  4-  E(«I>k)  +  X<i>u]  or  df  =  o, 
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Cl  cela  quel  que  soitor,  et  par  suite 

'I»^  +  E  (  <l>'x  )  -H  X  'I>t  =  o . 
Celte  condition  exprime  que 

entraîne 

8X(r)  =— (l>:^— X(r)<l>L;. 

Ceci  nous  conduit  à  considérer  les  multiplicités  caractéristiques, 
composées  d'éléments  dépendant  dun  paramètre  A,  et  tels  que 

iS  cc(t)  =  <1>,WA, 
?A         =  dl        X{t)<l>xd(, 

I 

[    o  X  (  /  )  =  —  ['l'I-M-  X(  O'Ï'l]  <:/>'■ 

Un  élément  d'intégrale  (à  l'exception  de  certains  éléments  singu- 
liers) définit  parfaitement  une  caractéristique.  Une  surface  intégrale  S 
de  l'équation  (i3),  contenant  un  élément  singulier  d'une  caractéris- 
tique, la  contient  tout  entière.  Cela  résulte  évidemment  de  ce  qu'un 
déplacement  sur  la  surface,  vérifiant  la  première  équation  (i  4),  vé- 
rifie aussi  la  dernière,  comme  nous  venons  de  le  voir;  la  seconde  est 
vérifiée  pour  tout  déplacement  de  la  sui-face  S. 

La  théorie  des  équations  du  tjpe  (i3)  est  donc  tout  à  fait  analogue 
à  celle  des  équations  étudiées  Chapitre  IV^.  La  détermination  de  l'in- 
tégrale générale  et  la  solution  du  problème  de  Cauchj  se  ramènent 
aux  problèmes  analogues  concernant  les  équations  des  caractéris- 
tiques, qui  sont  réductibles  à  des  équations  intégro-diflerentielles.  On 
est  donc  ramené  à  un  prol)lème  d'analyse  ordinaire. 

Si,  au  lieu  de  se  placer  dans  l'espace  E^+i  dont  chaque  point  repré- 
sente un  système  de  déterminations  de  a:  [ij  el  U,  on  se  place  dans 
l'espace  Eo^^^.!  dont  chaque  point  représente  un  système  de  détermi- 
nations de  ^  {()■,  X  {t)  etU,  les  équations  (i4)  définissent  des  courbes, 
et  non  des  multiplicités.  Ces  courbes  sont  les  caractéristiques  de 
l'équation  linéaire 

(i5)  f   ['I>x(^':.+  XTi)-Tx(*:c-+-X<K-)]^^-o, 

^   0 

W  étant  une  fonctionnelle  inconnue  de  x{t),  X  (/},  U.  Ainsi,  comme 
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[)oiir  les  ((jiijilions  aux  drrivi'Ts  parliclirs  du  premier  ordre,  une 
équalidii  iu)ii  linéaire  se  ramène  à  une  érpialion  linéaire  à  un  plus 
grand  n()nd)re  de  variables  indé|)cndanl<;s. 

7().  Systèmes  d'équations  non  linéaires.  —  Nous  nous  eonlenle- 
rons  encore,  pour  inditpier  les  eireonstances  (pii  se  présentent,  de 
considérer  le  cas  des  deux  écpialions,  soit 

^^.^  \    'l.|[:r(0,  X(0|U"]I  =  o, 

^'"  i  vr|  [./•(/),  x(0|U]l  =  o. 

Désignons  par -'^11 ,  et  Ole o  les  multiplicités  caractéristiques  de  ces 
deux  équations,  qui  sont  des  multiplicités  dans  l'espace  E,„^,,  et  par 
C,  et  Co  les  courhes  de  l'espace  Eo(,,+  i  qui  leur  ((tri-espondent.  i\ous 
axons  toujours  deux  cas  à  distinguer  sui\aiil  cpTune  certaine  condi- 
tion «l'intégrabilité  est  vérifiée  ou  non. 

Dans  le  premier  cas,  en  partant  dun  point  A  de  l'espace  E;^^^,  et 
décrivant  des  courbes  C(  et  C^,  on  reste  sur  une  surface  à  deux 
dimensions.  Comme  l'équation 

oL  =   /     X{t')occ(t)dt,        [X(t)  =  i:'j.(f)] 

est  vérifiée  pour  ces  déplacements,  cela  revient  à  dire  qu'en  partant 
d'un  élément  C  de  l'espace  E(o^,  et  se  déplaçant  le  long  des  multipli- 
cités ;)nLi  ou  0]L2,  on  obtient  des  éléments  dépendant  de  deux  para- 
mètres et  constituant  une  multiplicité  D\i.  Toute  surface  intégrale 
ayant  un  élément  (non  singulier)  commun  avec  une  telle  multiplicité 
la  contient  tout  entière.  Ces  multiplicités  jouent  pour  le  système  (i6) 
le  même  rôle  que  les  multiplicités  à  une  dimension  Olti  et  ;^rL2  pour 
chacune  de  ses  équations. 

Dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  n'est  pas  vérifiée,,  on 
obtient  (comme  aux  n°^  7l2  et  74)  des  résultats  analogues,  les  sur- 
faces S  et  multiplicités  DM.  étant  seulement  remplacées  par  des  surfaces 
ou  multiplicités  analogues,  mais  à  plus  de  deux  dimensions. 

I.e  procédé  pour  obtenir  leurs  équations  est  toujours  le  même. 
Désignant  par  e  une  quelconque  des  quantités  x(t)^  -^(0'  ^'  P^^  ^^' 
et  a  des  paramètres  dont  la  variation  indique  des  déplacements  situés 
respectivement    sur   OR,    et  OllLo,   on   obtient   une   multiplicité  ana- 
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loi^ue  DIL3  définie  par  les  équations 

()e         ()    de  ()    de 


(':; 


dv         OX  <)]x        d\x  <fk 


On  oljlient  ensuite  successivement  les  équations  de  multiplicités  ana- 
logues 011  j,  Olli,  ...,  et  le  plan  tangent  à  la  surface  S  qui  repré- 
sente la  multiplicité  ;'»rt  dans  l'espace  Eoto+i  est  défini  par  les  tan- 
gentes aux  courbes  C,,  Co,  C3.  ...  qui  représentent  les  multiplicités 

m,,  ;Tc„  01I3,  .... 

En  développant  les  équations  des  multiplicités  ''Tl;j,  représentées 
symboliquement  par  la  formule  (17),  on  constate  que  ce  sont  les 
multiplicités  caractéristiques  de  l'équation 

<  1 8  )  [  *,  ir ]  ^  r   [  <I''x  (  ^F:^.  +  X  Tt-  )  -  ^Fx  (  'Vjo  +  X  <I>u  )  ]  c/f  =  G. 

Cette  équation,  par  la  manière  dont  elle  est  obtenue,  est  une  consé- 
quence des  équations  (16).  En  effet,  toute  surface  intégrale  du  sys- 
tème (16)  ayant  un  élément  non  singulier  commun  avec  une  multipli- 
cité caractéristique  OII3  de  l'équation  (18),  la  contient  tout  entière. 
C'est  donc  une  intégrale  de  cette  équation. 

77.  On  reconnaît  dans  l'expression  (i(S)  la  généralisation  des  cro- 
chets de  Jacobi.  Lorsque  les  fonctionnelles  fp  et  W  ne  dépendent  pas 
de  U,  elle  se  réduit  à  l'expression 

(19)  (.1.,  'h)^  f   {^\.'^W'_,-^V,W'^)dt 

qui  généralise  les  parenthèses  de  Poisson.  On  vérifie  sans  peine 
l'exactitude  de  la  formule 

[($,  ^F),  o]^_[(\r,  o),  <I»]  H- [(12,  <I>),  W]  =0, 

qui  généralise  le  théorème  de  Poisson.  Si  donc  W  etQ  sont  deux  inté- 
grales de  l'équation  (18),  il  en  est  de  même  de  (^I',  Q).  En  d'aulre> 
termes,  supposons  que  le  système 

(20)  W  =  Q  ^(\F,  q:  =  G 

soit  complet,  et  que  l'équation  $  =  o,  rapprochée  de  chacune  des 
deux  équations  W  =  oettî  =  (),    constitue   un  système  complet,  le 
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(  1 1  )  <i>  =  w  =  •)  ^  (  »r,  il)  =  i) 

est  éyalciiK'iil  ((implcl.  C  «'St  là  un  résuhiil  luhillit  si  mu  lieu  des  équa- 
tions consliluaiil  rcs  svsicnics  on  écrit  les  caracléristiques  correspon- 
«lanlcs.  Dési<;nons  on  eflct  par  C^,,  Co,  (^3,  C-,  les  courbes  de  l'espace 
l'^jw+i  corrospondaul  aux  caractc-ristiques  des  quatre  équations  (21). 
Les  courbes  Co  et  (^3  ne  définissent  pas  des  surfaces  à  deux  dimen- 
sions, mais  des  surfaces  (-;t)  à  trois  dimensions  contenant  aussi  les 
courbes  G;,.  Ces  surfaces  peuvent  se  déformer  de  manière  que  chacun 
de  leurs  points  décrive  une  ligne  C|,  puisqu'elles  sont  formées  de 
courbes  (],  qui  jouissent  de  cette  propriété.  On  obtient  ainsi  des  sur- 
faces (-i),  dont  on  ne  peut  sortir  en  décrivant  des  courbes  C|,  Cj, 
r..,  et  C,.  Cela  prouve  bien  que  le  système  (21)  est  complet. 

Il  n'est  pas  plus  difficile  de  vérifier,  par  un  calcul  direct,  (pi'une 
fonctionnelle  l  ,  intc'-grale  du  système  (16),  v(''rifie  l'équation  (18).  En 
posant 

rA    =  f   \i  f)ox(t)dt,         o  X( /!  =  FCo.r), 
nous  avons  vu  n"  75  que  l'équation  $  =  o,  dilTérentiée,  donne 

De  même,  léqualion  W  =  o  donne 

Multiplions  la  première  de  ces  formules  par — -^V^'  lasecouclc  par  ^IJ, . 
ajoutons  et  intégrons.  Il  vient 

et,  par  suite,  la  fonctionnelle  E  ('-tant  identique  à  son  adjointe. 

[<I'.  T]  =0. 

78.  On  peut  chercher  à  étendre  le  principe  de  la  méthode  de  Jacobi 
et  Mayer.  Plaçons-nous  par  exemple  dans  le  cas  où  les  fonctionnelles 
<ï>  et  W  ne  contiennent  pas  L  . 

L'adjonction  aux  équations  proposées  (16)  de  nouvelles  équations. 
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déduites  des  premières  par  ropéraleur  de  J.icobi  donne,  après  un 
nombre  d'opérations  fini  ou  infini,  un  système  complet.  Si  ses  multi- 
plicités caractéristiques  OÏL  sont  si  étendues  qu'il  n'en  existe  qu'une 
infinité  simple,  chacune  d'elles  représente  une  surface  intégrale.  On 
peut  dans  ce  cas  des  équations  écrites  déduire,  par  des  opérations  de 
l'analyse  ordinaire,  l'expression  de  X(/)  en  fonction  de  U  et  x{t),  et 
U  est  alors  donné  par  une  équation  aux  dérivées  foncllonnelles  ordi- 
naires, complètement  intégrable. 

Dans  le  cas  contraire,  on  ne  peut  pas  tirer  X(^  )  des  équations 
écrites.  On  peut  alors  chercher  à  adjoindre  aux  équations  écrites  une 
nouvelle  équation  Q  =  o  constituant  avec  elles  un  système  complet, 
et,  d'après  le  numéro  précédent,  il  suffit  que  la  fonctionnelle  il  vérifie 

les  équations 

(«1>,  O)  =  o,         or,  Q)  =  o. 

L'intégration  complète  de  ce  système  linéaire  est  équivalente  à  celle 
du  proposé,  conduisant  aux  mêmes  équations  des  caractéristiques. 
Mais  il  suffit  d'en  trouver  une  solution  particulière,  d'où  l'on  déduira 
une  solution  plus  générale  Ù-|-const. 

Si  les  équations  écrites  ne  suffisent  pas  pour  obtenir,  l'expression 
de  X(f)  en  fonction  de  U  et  x{i),  on  cherchei^a  à  adjoindre  au  sys- 
tème une  nouvelle  équation,  et  ainsi  de  suite,  un  nombre  fini  ou  infini 
de  fois.  On  pourra  enfin  exprimer  X(i)  en  fonction  deU  el  x  {t )  et 
en  déduire  U  par  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  fonction- 
nelles ordinaires.  On  aura  ainsi  une  intégrale  complète,  qui  permet 
d'obtenir  lintégrale  générale  ou  de  résoudre  le  problème  de  Cauchy. 

Ainsi,  le  principe  de  la  méthode  s'applique,  mais  le  résultat  est 
beaucoup  moins  intéressant  que  dans  la  théorie  des  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  Sauf  dans  le  cas  où  les  intégrales  du  sys- 
tème proposé  ne  dépendent  que  d'un  nombre  fini  de  paramètres,  il 
faut  une  infinité  d'opérations.  De  plus,  la  résolution  des  équations 
obtenues  par  rapport  à  X  (^)  peut  être  très  difficile,  bien  que  ce  soit 
un  problème  d'analyse  ordinaire.  La  méthode  qui  généralise  celle  de 
Cauchy,  qui  consiste  à  déterminer  les  surfaces  S,  est  certainement 
préférable  et  plus  dans  la  nature  des  choses  Ç^). 


('j  Cela  est  d'ailleurs  vrai  dans  l'analyse  ordinaire.  On  invoque  en  général  en 
faveur  de  la  métiiode  de  Jacobi  et  JMayer  que  chaque  opération  abaisse  de  deux 
unités  l'ordre  du  système  k  intégrer.  C'est  là,  au  fond,   une  propiiélé  des  équations 
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79.  Équations  contenant  un  paramètre.  —  Soil  U.  une  foncliou  ar- 
bitraire (le  j)  tuiictions  a:,  {t),  x^  {t)-,  .  .  . ,  Xp[l).  Désignons  .ses  âcv'i- 
vécs  fonclioiiiicllcs  par  \|(^),  X.^.f^),  .  .  .,  \f,( t).  Considérons  une 
cqualioii  aii.\  dérivées  louelionnelles 

(■^■•0  «l'ir.r.,^'.,,  ...,T,r,  X,,  \„  ....  \,,ll  .7.11  =  0, 

doiiL  la  loiiiie  (léjtciul  d'un  paramétre  a. 

l.c  fait  cpie  l'on  ail  plusieurs  fondions  arbitraires  ne  cliange  rien  à 
la  théorie  ev|)osée  n°  7o.  Pour  chaque  valeur  de  a,  on  a  une  équation 
<lonl  l'inlégralion  se  ramène  à  celle  des  équations  intéi^ro-dilIV-rc-n- 
tielles  des  caractéristiques.  Ces  équations  s'écrivent 

0  .\,M  /)  =  —  ['l>'.n-^  ^i(t)  *t  ]  dl        ii  =  \,  o.  ....p). 


{  y.  i 


'  ^^  •'0 


(Considérons  mainlenant  l'ensemble  des  équations  (22)  obtenues  en 
faisant  vainer  a  dans  un  certain  intervalle,  et  cherchons  les  intégrales 
U  communes  à  toutes  ces  équations.  Elles  vérifient  les  conditions 
d'intégrabilité 

U4)  [<!>,,  'I..,J  =  o, 

obtenues  en  rapprochant  les  équations  (22)  deux  à  deux  (  '  1  ;  <I>,  et 
<I>o  désignent  les  détemninations  de  <î>  correspondant  à  deux  valeurs 
de  a,  et  ao. 

On  définit  une  multiplicité  caractéristique  DK  comme  l'ensemble 
des  éléments  C  que  l'on  peut  obtenir  en  partant  d'un  élément  Cq  et  en 
décrivant  des  arcs  finis  ou  infiniment  petits  des  caractéristiques  (28), 
chacun  des  arcs  ainsi  décrits  correspondant  à  une  valeur  dlfïerente 
de  a.  En  d'autres  termes,  un  pareil  déplacement  sera  défini  par  les 
équations  (2.3").  dans  lesquelles  on  considère  a  et  ).  comme  des  fonctions 


des  caractéristiques,  tjui  ne  sont  pas  des  équations  quelconques,  mais  qui  sont 
telles  que  les  familles  d'éléments  qu'elles  définissent  aient  une  enveloppe;  il  en  ré- 
sulte que  la  connaissance  d'une  intégrale  première  permet  d'abaisser  de  deux  unités 
l'ordre  du  système.  C'est  là  une  circonstance  de  nature  à  faciliter  l'intégration, 
quelle  que  soit  la  méthode  employée. 

(' )  La  parenthèse    de   Poisson,    dans  le  cas  correspondant  à  celui-là.  a  été  formée 
par  M.  Volterra  au  Chapitre  IV  de  ses  Leçons  sur  les  fonctions  de  lignes. 
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(run  niènic  païamctre  (a  pouvant  être  discontinu;  A  pouvant  être 
tantôt  croissant,  tantôt  décroissant). 

80.  Comme  dans  le  cas  de  deux  écpiations,  il  j  a  lieu  de  considérer 
d'abord  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  (a4)  résulte  analytique- 
inent^  c'est-à-dire  sans  dérivation  fonctionnelle  de  l'équation  (22). 
Nous  entendons  j)ar  là  qu'elle  est  vérifiée,  quels  que  soient  ai  et  7.2, 
pour  tons  les  syslùmes  de  déterminations  de  x^  (l),  x-i(l).,  ...,  \p{t) 
et  U  vérifiant  réqualion  (22)  ('). 

Dans  ce  cas,  les  équations  des  caractéristiques  sont  aussi  complète- 
ment inlégrablcs,  ce  qui  définit  la  généralité  des  multiplicités  011.  Ln 
déplacemeni  infinitésimal  sur  une  telle  multiplicité  est  une  combi- 
naison linéaire  de  ceux  définis  par  les  équations  (23).  En  d'autres 
termes,  pour  chaque  valeur  de  a,   les  équations  (2.3)  définissent  une 

direction  dans  l'espace  Eo^w+i  représentant  j;,  fO,  ^:!(0i  ■■i  ^^(0'^- 
La  variété  linéaire  la  moins  étendue  contenant  toutes  les  directions 
ainsi  définies  est  la  variété  linéaire  tangente  à  la  variété  S  de  l'espace 
Eoyjoi+i  qui  correspond  à  la  multiplicité  OR  de  l'espace  Ey,(,3-t-j  '■>  si,  se 
déplaçant  sur  S  d'une  manière  quelcoïKjue,  on  revient  au  point  de 
départ,  on  y  revient  tangentiellement  à  la  variété  considérée. 

La  généralité  de  la  variété  S,  ou  de  la  multiplicité  correspon- 
dante M,  est  ainsi  bien  définie. 

On  peut  obtenir  un  résultat  plus  précis  si  l'équation  (22)  peut  être 
résolue  par  rapport  à  une  dérivée  fonctionnelle,  par  exemple  Xy,. 
Dans  ce  cas,  on  est  dans  un  cas  généralisant  celui  étudié  au  Chapitre IV 
dont  les  résultats,  même  siy0>-2,  s'appliquent  sans  difficulté;  les 
éléments  de  chaque  multiplicité  OU  dépendent  de  la  fonction  arbi- 
traire Xp{t).  Dans  le  cas  général,  on  peut  évidemment  dire  qu'ils  dé- 
|>endent  d'une  fonction  arbitraire  de  a,  mais  c'est  moins  précis  et  ne 
renseigne  })as  sur  le  fait  de  savoir  si  une  des  fonctions  coordonnées 
Xi{i)  peut  être  choisie  arbitrairement  et  détermine  bien  un  élément; 
cela  dépendra  évidemment  de  l'intervalle  de  variation  de  a  et  aucune 
règle  générale  n'est  possible  (comparez  aux  considérations  du  Cha- 
pitre VII  de  la  première  Partie). 

(')  .Nous  dirons  de  même  qu'un  système  d'équations  est  résoluble  analytiquement, 
que  certaines  fondions  peuvent  s'éliminer  analytiquement.  Cela  indiquera  qu'il 
s'agit  d'opt!rations  delà  théorie  des  fonctions,  et  qu'il  n'y  a  à  eiïectuer  aucune  déri- 
vation fonctionnelle. 
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Les  Miiilliplicilrs  .'111  uno  fois  oblciuics  penuctlenl  rinLcgrati(»n  de 
rrcjiialioii  <'lu(li(''('  clans  les  luèmes  conditions  ([uc  [)our  \('<  aiilrcv; 
Ivpc's  d'(''fjuali(»ns  du  |»ieniici"  ordre  étudiées  jusqu'ici. 

81.  Plaçons-nous  maintenant  ilans  le  cas  où  l'équation  (a/j  j  ne,  ré- 
sulte pas  analjtiquenient  de  l'équation  {'^-i).  En  considérant  X|, 
\._>,  ....  \^,  comme />  (onctions  nouvelles,  et  non  comme  des  dérivées 
ronctionnelles  d'une  même  fon<-lionnelIe  U,  elleinq)ose  aux  quantités 

.^•^■l  X2,    >^/,,   l'  des  l'eslrictions  qui  ne  résultaient  pas  de  l'c-qua- 

ll(»n  [■>.'3.  ). 

En  recommençant  l'opération  qui  a  conduit  à  cette  opération,  on 
[)eiit  obtenir  une  infinité  de  conditions  nouvelles. 

Elles  sont  en  «général  incompatibles.  Cette  circonstance  se  produit 
en  général  dès  que  Ion  a  écrit  l'équation  (a4),  qui  contient  deux  pa- 
ramètres arbitraires  7,  et  ao,  et  qui  suffirait  j)our  déterminer  nne 
fonction  de  deux  variables;  il  n'est  xlonc  pas  possible  en  général  de 
déterminer  U  et  les  fonctions  X,(/),  XoU),  ...,  ^p(j)  d'une  seule 
variable  de  manière  à  la  vérifier. 

Dans  le  cas  où  elles  sont  compatibles,  il  peut  arriver  qu'elles  per- 
mettent l'élimination  des  X/(^)  déterminant  ainsi  complètement  U. 

En  dehors  de  ces  cas,  on  arrive  à  un  certain  moment  à  un  système 
complet,  c'est-à-dire  un  certain  système  d'équations  compatibles,  ne 
permettant  pas  l'élimination  des  X,(^),  et  telles  que  les  conditions 
d'intégrabilité  obtenues  en  les  rapprochant  deux  à  deux  n'impose 
aucune  restriction  nouvelle.  On  peut  raisonner  sur  ce  système  comme 
sur  l'équation  (22)  elle-même  dans  le  cas  du  numéro  précédent.  Son 
intégration  se  ramène  à  la  détermination  des  multiplicités  caractéris- 
tiques 011,.  Seulement  elles  sont  plus  étendues  que  dans  le  cas  précé- 
tk^nt.  La  variété  linéaire  tangente  en  chaque  point  à  une  de  ces  mul- 
tiplicités est  la  plus  petite  variété  linéaire  comprenant,  non  seulement 
les  directions  définies  par  les  équations  (23),  mais  celles  définies  par 
les  caractéristiques  des  équations  (24)  et  des  autres  équations  obte- 
nues successivement. 

82.  Ce  qui  précède  montre  la  possibilité  de  généraliser  la  méthode 
de  Cauchy.  Il  est  facile  de  voir  comment  se  présente  celle  de  Jacobi 
cl  Mayer. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  le  système,   rendu  complet,  peut  se 
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mettre  sous  la  forme 

*il  [j-i,  T.2.  .  ..,  .r/,;  Xi,  X,.  ....  \p\  l,  y.i]\  =  o, 

(25)  ' , 

(  <J>,/]  [xi,  X2,  ...,  x,,\  Xi,  Xo,  .  .  .,  \,>\  V,  y-r,]  I  =  o. 

et  supposons-le  résoluble  analytiquement  par  rappc>rl  à  \|,X2,  — 
X^.  de  sorte  que  sa  solution  générale  dépend  dune  fonctionnelle 
arbitraire  de  x,/_|.).  ...;  Tp. 

Le  principe  de  la  méthode  de  Jacobi  et  Maver  consistera  à  adjoindre 
à  ce  système  une  écjualion  de  même  forme 

(26)  'l*v-nl  [^i>  -^i,  ••  -,  i'/.  ;  Xi,  X,,  .  ..,  Xp  I  l  ,  a^_i]  I  —  o. 

constituant  avec  les  précédentes  un  système  comj^let.  et  résoluble 
analytiquement  par  rapport  à  X,.  X2,  ....  ^y+i-  La  répétition  du 
même  procédé  conduira  à  un  système  complet  donnant  toutes  les 
dérivées  fonctionnelles  en  fonction  deX|,  j:'o,  ...,  Xp  et  U,  c'est-à-dire 
à  une  intégration  aux  dérivées  fonctionnelles  ordinaires,  dont  l'inté- 
gration se  ramène  à  celle  d'une  équation  différentielle. 

La  détermination  de  la  fonctionnelle  *I>y_|_i  dépend  du  système 
linéaire 

[•î'i-    «I>,/M|  =   |"I'2,    *7-l]  =•••=   ['i*'/^    'IVy^l]    =  O. 

L'intégration  complète  de  ce  système  est  aussi  difficile  que  celle  (bi 
proposé,  puisqu'elle  admet  les  mêmes  caractéristiques.  Mais  il  suffit 
d'en  trouver  une  solution  dépendant  d'un  paramètre;  bien  entendu 
ce  paramètre  a^,,.,  ne  doit  pas  être  une  constante  additive,  puisque 
toutes  les  équations  obtenues  en  le  faisant  varier  doivent  être  vérifiées 
simultanément,  et  il  faut  ajouter  une  fonction  arbitraire  de  a^^i  pour 
obtenir  l'intégrale  complète  du  système  proposé.  De  plus,  il  faut  que 
ce  paramètre  varie  dans  de<  limites  suffisantes  pour  permettre  la  réso- 
lution par  rapport  à  N.y-)-i- 

Ce  résultat  obtenu,  un  nomjjre  fini  p — ■  q  d'opérations  analogues, 
dépendant  de  systèmes  d'équations  aux  dérivées  fonctionnelles  ordi- 
naires contenant  chaque  fois  deux  fonctions  inconnues  de  moins, 
conduit  à  l'intégrale  complète  du  système  proposé.  La  méthode  de 
Jacobi  et  Mayer  se  généralise  donc  plus  aisément  dans  le  cas  consi- 
déré ici  que  dans  celui  considéré  n°  78. 

83.  Généralisation.  —  Il  ressort  des  considérations  qui  précèdent 
que  toutes  les  théories  relatives  aux  équations   partielles  du   premier 
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ordre  s't'Mciulcal  sans  peiiu' an  domaine  ronclioiiiicl.  (^n  [x-iil  aiM- 
mcnl  clcndrc  ces  n'-sullals  à  des  cas  plus  généraux  encore  on  ronsi- 
d(''ranl  une  fonelionnelle  U  d<''|)endanl  d(; />o  paramètres, /^i  f(jnclions 
tl  une  varial)l«',  ...,  p,n  fondions  de  m  variables;  en  emplovanl  le;  lan- 
gage des  noml)res  Iranslinis,  l    sciait  une  ronclion  de 

variables. 

On  peut  supposer  celle  fonctionnelle  assujelli<'  à  vciiliri-  un  svs- 
lème  comprenant  q^  ('quai ions  aux  (b'-rivées  fonclionnelles  partielles 
du  premier  ordre  ne  contenant  aucun  paramètre,  y,  ('([uations  conte- 
nant un  paramètre,  ...,  q,i  équations  contenant  n  paramètres,  c'est- 
à-dire  un  système  de  y,,  +  «/i  o)  -f-  ...  -^qn  w"  équations. 

Pour  l'élude  d'un  pareil  sjslème,  il  y  a  lieu  d'abord  de  former  les 
conditions  d'intégrabilité,  en  les  rapprochant  deux  à  deux  et  effec- 
tuanl  l'opération  de  Jacobi.  Si  elles  ne  sont  pas  identiquement  véri- 
fiées, et  ne  résullcnl  pas  analjliquemenl  des  «'-qualions  initiales,  on 
recommence  la  même  opération,  en  tenant  compte  des  nouvelles 
équations,  et  ainsi  de  suite.  Il  peut  j  avoir  lieu  de  recommencer  cette 
opération  une  inlinilé  de  fois  (ce  sera  le  cas  généi-al  si  /z  =  o). 

On  peut  arriver  ainsi  à  des  équations  incompatibles,  ou  bien  à  des 
équations  permettant  l'élimination,  au  point  de  vue  analytique,  des 
dt'-rivées  fonctionnelles,  ce  qui  détermine  U.  En  dehors  de  ces  cas, 
on  arrive  à  un  certain  système  complet,  formé  d'équations  compa- 
tibles, et  telles  que  la  condition  d'intégrabilité  ne  donne  aucune  res- 
triction nouvelle.  Deux  circonstances  peuvent  se  présenter  : 

Ou  bien  ce  système  est  analytiquement  résoluble  par  rapport 
à  l'ensemble  des  dérivées  fonctionnelles.  Il  équivaut  alors  à  une 
équation  aux  dérivées  fonctionnelles  ordinaires,  C[ui  se  réduit  à  une 
équation  différentielle  si  l'on  fait  varier  les  diverses  fonctions  dont 
dépend  U  suivant  une  loi  d('terminée  ; 

Ou  bien  certaines  dérivées  fonctionnelles  restent  indéterminées. 
L'intégration  du  système  se  ramène  alors  par  la  méthode  de  Cauchy 
à  l'intégration  des  équations  des  caractéristiques,  c'est-à-dire  à  un 
système  d'équations  aux  dérivées  fonctionnelles,  qui  est  réductible  à 
un  système  d'équations  différentielles  ou  intégro-diitérentielles. 

De  toute  façon  on  est  ramené  à  un  problème  d'analyse  ordinaire, 
résultat  ([ui  ne  s'étend  pas  aux  équations  d'ordres  supérieurs  au 
premier. 


TROISIÈME   PARTIE. 

LA  NOTION  DE  MOYENNE  DANS  LE  DOMAINE  FONCTIONNEL 
ET  L'ÉQUATION  DK  LAPLACE  GÉNÉRALISÉE. 


CHAPITRE  I. 

LA  SPHÈRE  DANS  L'ESPACE  A  n  DLMENSIOXS. 


Sommaire  :  Hemarques  générales.  —  I.  Le  volume  et  la  sur/ace  de  la 
sphère  :  Calcul  d'une  intégrale  définie.  —  Ordre  de  grandeur  de  I„.  —  Le 
volume  de  la  sphèie  dans  l'espace  E,,.  —  La  concentration  pri-s  de  la  sur- 
face. —  La  concentration  prés  de  l'équateur.  —  Volume  con)mun  ii  un 
nombre  fini  de  zones.  —  La  surface  de  la  sphère.  —  II.  Un  problème  de 
calcul  des  variations  :  Enoncé  du  problème.  —  Un  problème  de  géo- 
métrie plane.  —  Un  problème  de  géométrie  spliérique.  —  Généralisation. 

1.  Remarques  générales.  —  Dans  l'espace  ordinaire,  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  n'apparaît  pas 
du  tout  comme  une  simple  extension  des  méthodes  qui  ont  servi 
pour  les  équations  du  premier  ordre,  mais  nécessite  au  contraire 
l'intervention  de  méthodes  essentiellement  nouvelles,  correspondant 
à  des  problèmes  aux  limites  nouveaux.  Cela  est  en  évidence  surtout 
dans  les  équations  du  tvpe  elliptique,  dont  la  plus  simple  est  l'équa- 
tion de  Laplace. 

La  théorie  de  cette  équation  repose  sur  la  formule  de  Green, 
c'est-à-dire  sur  l'emploi  d'une  notion^  celle  d'intégrale  de  volume, 
((«i  n'intervenait  pas  dans  la  théorie  des  équations  du  premier  ordre. 
Elle  joue  au  contraire  un  rôle  fondamentallorsqu'on  s'occupe  d'é(]ua- 
llons  du  second  ordre. 
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Si  l'on  cherclie  à  étendre  celte  notion  à  l'espace  fonctionnel,  on 
constate  d'abord  que  Textension  de  la  notion  d'intégration  n'est  pa* 
possible,  la  plupart  des  volumes  étant  nuls  ou  infinis.  Mais  on  peut 
remplacer  cette  notion  par  celle  de  valeur  moyenne,  qui  s'applique 
même  dans  ces  volumes,  et  rend  les  mêmes  services.  Il  est  alors 
curieux  de  constater  que  cette  notion,  pour  une  raison  qui  sera  mise 
en  évidence  dès  le  Chapitre  suivant,  se  présente  sous  un  aspect 
nouveau,  plus  simple  que  celui  qu'elle  présente  dans  l'espace  à  un 
nombre  fini  de  dimensions.  C'est  à  l'étude  de  cette  notion  que  vont 
être  consacrés  plusieurs  Chapitres.  Nous  étudierons  ensuite  l'équa- 
tion de  Laplaee  généralisée  et  quelques  équations  qui  s  v  rattachent, 
comme  tvpes  d'équations  du  second  ordre. 

Pour  éviter  de  rendre  cet  exposé  trop  abstrait,  nous  insisterons 
particulièrement  sur  la  notion  de  valeur  moyenne  dans  le  cas  de 
la  sphère,  où  certains  énoncés  peuvent  cjdmettre  plus  de  précision 
que  dans  le  cas  général.  Certaines  remarques  sur  la  sphère  dans 
l'espace  E,,  à  n  dimensions  seront  utiles  comme  introduction  à  cette 
étude.  Rappelons  que,  comme  nous  l'avons  vu  à  propos  de  la  notion 
de  distance,  la  sphère  de  rayon  R  de  l'espace  fonctionnel  est  la  limite; 
non  de  la  sphère  de  ravon  R  dans  l'espace  E,,,  mais  de  la  s|)hère  de 
ravon  Ryv?. 

I.  -  LE  VOLUME  ET  LA  SURFACE  DE  LA  SPHÈRE. 

2.  Calcul  d'une  intégrale  définie.  —  Le  volume  de  la  s])hère  se 
déduit  aisément  de  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

(i)  1„=   f'cos"(idO. 

Par  une  intégration  pai-  parties,  on  a,  si  /«  >  i , 

T.  î 

]„=  [sinOcos''-iO)^- H-(/j  — I)  /     cos"-2esiu20  ^0 

«-0 

=  («—  l)(l«-2—  I«):  ' 

d'où 

(■2)  I„r^    l„     o. 
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(^lle     formulr    dn    récurrence,    et   le    ciilciil    flircri    de    !„    el    I,. 
(Ii)nin'iil  les  (oniiiilcs  classifuics 

_  T.   1 . 3 .  5 . . .  (  v>  /y  —  I  I 


2  •>.  .4.6.  .  .(  2/M 

_      ■)..\.U...(->.p) 
■"^'-  3.--,.7...(2/>  +  n* 

f/inlrodiKliun  tle^  fVuicllons  euh-rienncs  peiiiit'l  de  léunir  ce.>  for- 
nuiles  en  une  tormule  unifjue,  valable  même  si  /?  n'esl  pas  entier. 
iSous  n'aurons  pas  Ivesoiii  de  celle  formidi'.  lÀiiiuirquoiis  x'ulemenl 
(pic.  d'après  celles  (pio  nous  venons  d'rcriic.  (ui  ;i 


et  |)ar  suite,  ti  élant  un  entier  })osilif  (piclconquc. 

t: 
2// 

3.    Ordre  de   grandeur  de  I„.  —   De  la  lornuilf  de  délinltion  (i) 
résulle  éviden\ment  cpie  1,,  décroît  quand  n  aui;iiienh'.  (  )n  a  donc 

et  I,j.  équivalent  à   I„^.o   pour  11   indni.  d  après  la  formule   (2),  est 
aussi  équivalent  à  l/,_,.|.  D'après  la  formule  (  4  )•  on  a  donc 

\^      '2  II 

.    Il  est  évident  que  les  diflcrenles  parties  de  rinlervalle  d'intégra- 
tion de  0    à  -  ne   contribuent   pas  éualement,   si  n   est   orand,  à  la 
■j.  j  o  r  ' 

valeur  de  I„.  a  étant  un  angle  compris  entre   o  et  -•  on  a  évidem- 
ment 

/      cos"  ô  dx    '  /  —  —  a  )  cos"  z. 
Cette  intégrale,  si   n    est  grand,  est  donc  infiniment  j)etite  par  rap- 
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poi^t  à  1,11  cl6  sorle  que,   quelque   petit  que  soit  a,  l'intégrale  de  <> 
à  a  est  équivalente  à  I„. 

Pour  avoir  une  fraction  Unie  de  l„,  il  faut  intégrer  entre  zéro  et 
une  limite  supérieure  tendant  vers  zéro  avec  n.  Calculons 


r  V  «  I       /*  *  ce 


Or,    entre    o    et     a,    cos"  — r  tend    uniformément,    pour    ji    inlini 
vers  e     ^  .  L'intégrale  considérée  est  donc  équivalente  à 

e     -  dx. 


On  voit  donc  qu'elle  représente  bien  une  partie  finie  de  I«.  fraction 
aussi  voisine  de  l'unité  que  l'on  veut  si  l'on  a  pris  a  assez  grand. 

i.   Le   volume  de  la  sphère  dans  l'espace  E„.  —   Ce  \olume  est 

évidemment  de  la  forme 

K„R«, 

R  étant  le  ravon  de  la  sphère,  et  K„  le  volume  de  la  sphère  de 
ravon  i.  Pour  calculer  ce  volume,  décomposons-le  en  tranches  par 
des  plans  parallèles;  la  distance  d'un  de  ces  plans  au  centre  étant  sinO, 
la  mesure  de  la  section  de  la  sphère  par  ce  plan  est  K/,_,  cos"~'  d,  de 
sorte  que 

•K. 

K„  =  2    /     K„_i  ces"  0  6?6  =  2  I,j  K«-i 
et  par  suite 

ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  (4), 

n 

De  cette  formule  de  récurrence  et  des  valeurs  connues  de  Ko  et  R3, 
on  déduit 


(7) 


7..('2TZ)P 

1.3.5. .  .{"îp  -+- 1) 
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(  )ii  \(»il  «Ioik;  (iuo  le  miIiihk;  de  la  s|)lièi<'  «le  rayon  II  dans 
r<'^|)acc  !"]„  Icnd  vers  zéro  pour  n  ialini,fl  que  le  volniiic  do  la  S|)liùre 
<lt'   ravon  Ry//i  est  équivalenl,  d'après  la  lorniule  de  Slirling  ('),  à 


v//tr 

Il   devu'Ul   donc    nul    ou    inllni    suixanl   (jiie    11   <sl    inldicur  ou   r'j,;y[ 
à  .  ou  au  coiilraire  supérieur  à  celle  valeur. 

5.  La  concentration  près  de  la  surface.  —  (Considérons  dans 
lespacc;  E,j  deux  sphères  coneenlriques  de  rayon  Pi  eLPi(i  —  ai, 
a  élanl  compris  entre  o  el  i .  Leurs  volumes  sonl  dans  le  rapporl  des 

nombres 

I,      (l-a)". 


Donc,  quelque  pelil  que  soil  a,  le  second  est,  pour  n  infini,  infini- 
ment petit  comparé  au  premier;  autrement  dit,  la  région  comprise 
entre  les  deux  sphères  concentriques  a  un  volume  érpiivalenl  à  celui 
<le  la  plus  grande  sphère.  On  peut  exprimer  ce  fait  en  disant  que, 
[)our  71  très  grand,  le  volume  de  la  sphère  se  concentre  j)rès  de  sa 
surface. 

Si  l'on  veut  que  la  région  comprise  entre  les  deux  S|)hères  soit 
une  fraction  finie  du  volume  total,  il  faut  donc  que  la  diflérence  des 
deux  rayons   soit^  non  une  fraction  finie  de  Pi,  mais  une  quantité 

infiniment   petite.   En   prenant   comme  rayons  Pi  el    Pifi -)>les 

volumes  des  deux  sphères  sont  entre  eux  comme  les  nond)res 


I 

II 


(')   On  déduit  en  général  cette  formule  de  la  théorie  des  fonctions  eulérienncs.  Il 
nous  paraît  plus  simple  d'observer  que  la  fonction 

F(«)  =  ^ 
n  v'« 

a    une  limite,  puisque  logF(«+i) — logF(/i),  équivalent  pour  «  infini  à ^j 

esl   le  terme  général  dune  série  convergente.  Celle  limite  se  déduit  alors  immédia- 
tement des  formules  (3)   et  (5)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  formule  \Yallis. 
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t'I  à  la  limile,  comme  les  nombres 


La  sphère  intérieure  comprend  celle  fois  une  fraction  finie  du 
Nolume  total,  mais  on  peut  rendre  celte  fraction  aussi  petite  que  l'on 
veut  en  prenant  a  assez  grand.  Cela  montre  bien  suivant  quelle  loi 
le  volume  de  la  sphère  se  concentre  près  de  la  surface. 

G.  La  concentration  près  de  l'équateur.  —  Considérons  mainte- 
nant dans  l'esjtace  E„  la  portion  de  la  sphère  de  ravon  R  compris 
entre  les  plans 

;  =  R  sin6,,         G  =  R  sinOo. 

c  étant  la  distance  à  un  plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère.  Le 
volume  total  et  la  portion  considérée,  d'après  le  procédé  qui  a  été 
employé  n"  4  pour  évaluer  le  volume  de  la  sphère,  sont  entre  eux 
comme  les  intégrales 


/         cos"0<^f),  /      cos"0^/'). 


Si  f),  <;  o  ■<  Oo,  quelque  petites  que  soient  les  valeurs  absolues  de  ces 
nombres,  ces  deux  intégrales  sont  équivalentes  pour  n  infini  (n"  3), 
de  sorte  que  tout  le  volume  de  la  sphère  se  concentre  pour  n  très 
grand  dans  une  zone  aussi  mince  que  l'on  veut,  limitée  par  deux 
plans  parallèles  situés  de  part  et  d'autre  du  centre. 

Si  nous  voulons  que  la  zone  considérée  comprenne,  lorsque  n 
devient  infini,  une  fraction  restant  finie  du  volume  de  la  sphère,  il 
faut  que  0,   et  Oo  tendent  vers  zéro.  En  prenant  comme  plans  limites 

>•  > 

^  =  Rsin-^j  ^=Rsiii-^i 


ou, 

ce  qui  revient  au  même. 

(8) 

_  » 

\'" 

on  obtient  un  volume,  dont  le  rapport  au  \nlume  total  tend,  d'après 
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le  n"  15,  \ois 

if))  — ^    /       '■      -  dx. 

(,fUc  iViiLlinii  c'Sl  aussi  xolsiiic  (jiic  I On  veut  df  I  iinih'.  |)(>iirvii 
(|uc  ;i  t't  l->  solciil  rua  nri;;ilif.  raulrr  poxiiif.  cl  lou^  tlciix  siiflisani- 
nient  grancls  en  valeur  absolue. 

Si,  au  lieu  de  la  sphère  de  rayon  1\,  on  considère  la  sphère  d<' 
rayon  Ry//.  (jui  nous  (h)uriera  à  la  liinile  une  sphère  de  rayon  R 
dans  l'espace  fonclionnel,  on  obtient  évidemment  le  mèuie  résidtanl 
en  considérant  la  zone  d'f'paisseur  Unie  limitée  pai-  les  plans 

7.  Volume  commun  à  un  nombre  fini  de  zones.  -  Considérons 
d  abord  le  cas  d'un  nomltre  fini  p  ih-  zones,  dont  chacune  e^l  limitée 
par  des  plans  parallèles  situés  de  part  et  d'autre  du  centre  à  des  dis- 
tances de  ce  point  éjjales  à  des  fractions  Unies  du  rayon.  En  retran- 
chant d'abord  du  volume  de  la  sphère  la  région  extérieure  à  la  pre- 
mière zone,  on  ne  retranche  qu'une  fraction  infiniment  petite  du 
^olun1e  total;  il  en  est  de  même  quand  on  retranche  successivement 
les  régions  extérieures  aux  autres  zones.  Donc  le  volume  commun 
aux  p  zones  considérées  est,  pour  n  inlini.  équivalent  au  \(>lum<' 
total. 

11  en  e>t  de  même  si  1  on  retranche  en  outre  le  volume  intérieur  à 
une  sphère  dont  le  rayon  représente  une  fraction  finie  du  l'tiyon  de 
la  sphère  étudiée. 

On  peut  donc  dire  que  le  volume  de  la  sphère  se  concentre  tout 
entier,  pour  ?i  infini,  dans  le  voisinage  de  la  zone  comprenant  le> 
}»oints  communs  à  la  surface  et  à  p  plans  passant  par  le  centre. 

Considérons  maintenant  des  zones  d'épaisseurs  infiniment  petites 
par  rapport  aux  rayons.  Pour  fixer  les  idées,  nous  prendrons  la 
sphère  de  ravon  infini  R\//i  et  les  zones  d'épaisseur  finie 

MO)  R;/<-/<R?;        (i  =  [,>,  ..../>). 

Nous  allons  montrer  que  la  fraction  du  volume  de  la  sphère 
comprise  dans  la  région  commune  à  ces  zones,  autrement  dit  la 
pi'obabilité   pour  qu'un  jtoint   intérieur  à  la  sphère   soit  dans  cette 
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région,  a  la  valeur 

(il)  j   /      dxi  I      dx-i...   I      dxpe  - 

(■l-)l      - 

Cette  formuîe  exprime  que  les  variables  z  ont  des  lois  de  probabilités 
Indépendantes.  Pour  la  démontrer,  il  suffit  de  montrer  que  les  condi- 
tions 

(1-2)  z.i=Rl,  (i  =  I,   -2,    ..../>  —l) 

sont  sans  influence  sur  la  loi  de  probabilité  de  Zp.  En  efl'et,  ces 
équations,  écrites  dans  l'espace  à  n  dimensions,  représentent  un  plan 
à  71 — p-\-i  dimensions,  à  une  dislance  déterminée  /•z=/,R  du 
centre  de  la  sphère,  égale,  si  les  plans  Zi=  const.  sont  perpendicu- 
laires deux  à  deux,  à 

La  section  de  ce  plan  par  la  sphère  du  rayon  Ry/^  est  une  sphère  de 
l'espace  à  n — yO  +  i  dimensions  et  de  rayon  R.y  /?  —  /.-  équivalent 
à  R^/i  —  p-]-i.  Le  nomln-e  n,  et  par  suite  n — ^-|-i,  devenant 
infini,  la  loi  de  probabilité  pour  la  coordonnée  ^^=R^;^  est  bien 
celle  qui  résulte  de  la  formule  (9).  Elle  est  donc  bien  indépendante 
des  conditions  (12). 

8.  La  surface  de  la  sphère.  —  Dans  l'espace  E,^,  le  volume  de  la 
sphère  étant  K„R^",  sa  surface  est  évidemment 

dR         -"^'^^       ' 

La  surface  de  la  sphère  de  rayon  R  tend  donc  vers  zéro  pour  n  infini, 
tandis  que  celle  de  la  sphère  de  rayon  Ry/«  devient  nulle  ou  infinie 
en  même  temps  que  le  volume,  sauf  dans  le  cas  limite  où  R  =  • 

Dans  ce  cas,  d'après  le  n°  4.  le  volume  de  la  splière  est  équivalent 
à  -pr:^>  de  sorte  que  sa  surface  est  équivalente  à  l /  — • 

On  peut  évaluer  directement  la  surface  de  la  sphère  en  partant  de 
la  surface  d'une  zone.  Le  calcul  est  analogue  à  celui  du  n"  4,  mais  le 
rôle  joué  par  l'intégrale  I„  est  joué  ici  par  l'intégrale  1«_|.  Tl  résulte 
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iinmcdiatcincnl  di'  (•«•lie  circonslaiicc  que  la  lliéorie  de  la  concon- 
Iration  près  do  létjualeur,  (hi-vcloppco  pour  le  volume  de  la  splière, 
s'applique  sans  modlficallon  pour  la  surfaee  (  '). 

11  y  a  lieu  de  rcniarcpier  «railleurs  (pu.-,  élaal  «jlahlie  pour  le 
volume,  la  théorie  en  (pieslion  «'st  sùrtMnenl  vraie  pour  la  surface. 
En  elTel,  ayant  déniontn''  (pic  1«;  v«»liiine  de  la  spliè-re,  si  n  est  très 
grand,  peut  être  confondu  avec  une  erreur  très  petite  avec  celui 
d'une  couronne  sphérique  très  mince,  cela  revient  au  même  de  dire 
que  le  volume  de  la  splière  est  presque  tout  entier  dans  le  volume 
commun  à  un  nombre  fini  de  zones  très  minces,  ou  d'énoncer  le 
même  résultat  relatif  à  une  couronne  sphérique  voisine  de  la  surface, 
ou  encore  à  la  surface  ello-mémc. 


II.    -  UN  PROBLÈME  DE  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

9.  Énoncé  du  problème.  —  Au  lieu  de  la  section  par  un  plan  dia- 
métral de  la  sphère  de  rayon  R  dans  l'espace  à  n  dimensions,  consi- 
dérons maintenant  une  variété  C  quelconque  à  n  —  :>,  dimensions, 
divisant  la  sphère  en  deux  parties  ayant  même  surface,  et  considé- 
rons la  portion  A  de  la  surface  formée  de  points  silués  à  une  distance 
de  la  variété  C  au  plus  égale  à  RQ  (la  distance  de  deux  points  de  la 
sphère  étant  comptée  sur  le  grand  cercle  passant  par  ces  points). 
Nous  montrei'ons  que  la  surface  de  la  région  A^  pour  des  valeurs 
données  de  «,  R  et  0,  est  minima  lorsque  la  variété  C  se  réduit  à 
la  section  de  la  splière  par  un  plan  contenant  le  centre.  Il  en  résul- 
tera que  ce  qui  a  été  dit  sur  la  concentration  près  de  l'équateur  est 
vrai  a  fortiori  pour  la  concentration  près  de  la  variété  C.  La  région 
de  la  sphère  extérieure  à  t^  représente  une  fraction  de  la  surface 
totale  à  laquelle  on  peut  assigner  une  limite  supérieure,  fonction 
de  G  et  n  seulement,  et  tendant  vers  zéro  lorsque  n  devient  infini, 
G  restant  fixe. 

Le  problème  de  calcul  de  variations  d'où  résultent  ces  consé- 
quences est  une  généralisation  du  problème  classique  consistant  à 
déterminer  la  surface  d'aire  minima  limitant  un  volume  donné.  Nous 
allons  commencer  par  quelques  cas  simples. 

C)    V^oir  SU!'   ce   sujet   li.  Borel,  Introduction  géométrique  à  quelques  théories 
physiques. 
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10.  Un  problème  de  géométrie  plane.  —  Considérons  une  courbe 
plane  fernié(>  sans  point  douille  C.  Appelons  /  sa  lont^ueur,  S  l'aire 
intérieure  à  C,  et  2  Taire  de  la  région  lieu  des  points  intérieurs  à  G 
et  dont  la  distance  à  cette  courbe  ne  dépasse  pas  une  longueur 
donnée  a.  Cherchons  pour  quelle  courbe  S  est  mininnim  si  rt  et  S 
sont  donnés  (S  étant  supérieur  à  tzci-). 

Observons  d'abord  que  la  courbe  C  qui  réalise  le  minimum  ne 
|)eut  avoir  nulle  part  son  rayon  de  courbure  inférieur  à  a  (').  Si  en 
elï'et  le  rayon  de  courbure  est  quelque  part  inférieur  à  a,  la  région  S' 
comprenant  les  points  de  S  n'appartenant  pas  à  S  est  limitée,  non  par 
la  courbe  G'  parallèle  à  C  à  la  distance  a,  mais  par  une  portion  seu- 
lement de  celte  courbe,  dont  certains  arcs  sont  intérieurs  à  S.  A  ces 
arcs  correspondent  des  arcs  de  C  situés  à  une  distance  de  -'  supé- 
rieure à  a.  Appelons  alors  S,  l'aire  de  la  région  comprenant  S'  et  les 
j)oints  situés  à  une  distance  de  2'  au  plus  égale  ha.  Celte  région  est 
limitée  par  des  arcs  de  C  et  des  arcs  de  cercles  de  rayon  a  ayant 
pour  centre  les  points  doubles  de  C,  tels  que  l'arc  MN,  de  centre  A. 
de  la  figure  ci-dessous  (Ji^S'.  2).  En  remplaçant  S  par  S,,  on  diminue 

Fis.  2. 


les  aires  S  et  ï  sans  changer  leur  diflerence,  qui  est  l'aire  de  S'. 
Piemplaçanl  alors  la  figure  par  une  figure  semblable  et  plus  grande, 
on  peut  remplacer  S)  par  une  aire  égale  à  S,  en  remplaçant  ]S'  par  une 
aire  'plus  grande  et  par  suite  S^S  —  S'  par  une  aire* plus  petite. 

C)  Nous  supposons  lexislence  du  rayon  de  courbure.  On  sait  que  les  ditliculUs 
augmentent  beaucoup,  dès  le  cas  du  plan,  si  l'on  veut  une  démonstration  tout  à 
fait  générale,  et  l'extension  au  cas  de  la  sphère  de  l'espace  E„  de  celte  démonstra- 
tion  nécessiterait  des   développements  beaucoup  plus  étendus  que  ceux  qui  suivent. 
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Lu  c<)iirlj(i  coiisidcrcf  ne  ri'iiliM-  pas  1(.'  iniiiiiiiiiin .  C('ll(3  fjni  n'-alisc  le 
ininiiiuini  de  i]  a  dune  son  ijinoii  de  couihiiic  loiijfiiirs  au  moins 
égal  à  a. 

Pour  celle  C(jiii'be,  1  aire  1"  |»(;mI  alois  (■tic  considérée  coinuH' 
halajée  par  un  segment  de  longueur  a  normal  à  C.  Lorsfpie  Icxlic- 
niil(''  de  segmenl  décril  un  arc  cls  de  C,  ce  segineni  dcicril  une  aire 

(  I  3  )  a  ils /«  ds, 

/  élanl  la  courbure,  coniplée  [)osilivenienl  vers  linlérieur.  Observant 
<|ue  /  t/.y  est  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (1.  dont  rinii'grale 
est  2  7:,  on  trouve  en  intc'-grant 

(!.',)  i;  =  rt/  — -«2. 

}i^  est  donc  niininuini  en  m('nie  temps  que  /.  ("csl-à-dire  lorsque  (]  est 
une  circonférence. 

11.  Un  problème  de  géométrie  sphérique.  —  On  j)eul  se  poser 
un  problème  analogue  au  précédent  sur  la  surface  d'une  sphère  de 
rajon  i  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  Parmi  les  courbes  C  tracées 
sur  cette  sphère  et  entourant  une  aire  a\aut  une  valeur  donnée  S. 
<pielle  est  celle  qui  rend  minima  l'aire  S  de  la  région  A  lieu  des 
points  de  l'aire  S  dont  la  distance  à  C  (  (M:>niptéc  sur  la  sphère)  ne 
dépasse  pas  une  longueur  donnée  a. 

Le  principe  du  raisonnement  précédent  s'applique  sans  modilica- 
lion.  L'expression  de  l'aire  élémentaire  (i3)  doit  seulement  être 
remplacée  par 

(ij)  ^5  si  11  a  —  (i  —  cos  a)  A-  ds, 

/■  désignant  la  courbure  géodésique  de  la  courbe  C,  dont  linlé- 
urale  sur  la  courbe  C  a  la  v;deur 


(d'après  une  formule  que  l'on  démontre  aisément  en  remplaçant  la 
courbe  C  par  un  polygone  sphérique  de  côtés  très  petits,  en  décom- 
posant ce  polygone  en  triangle  et  eu  applif[uant  à  chaque  triangle  le 
théorème  de  V excès  sphérique). 

En  intégrant  l'expression  (i5),    il    vient  alors,   pour  l'aire   de  la 
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région  A, 

(^16)  I.  =  ls'\na  —  (i  —  cos«)(27r  —  S), 

ce  qui  moiilre  que,  S  et  a  étant  donnés,  i]  est  minimum  en  même 
temps  que  /,  c'esl-à-dire  lorsque  C  est  une  circonférence. 

Si  en  particulier  S  :=  2-,  c'est-à-dire  si  C  est  une  courbe  divisant 
la  sphère  en  deux  aires  égales,  le  minimum  de  X!  est  réalisé  si  C  est 
un  grand  cercle.  Ce  cercle  réalise  le  minimum  des  aires  comprises 
entre  C  et  les  courbes  parallèles  tracées  à  une  distance  a  d'w/i  côté 
ou  de  Vautre  de  C,  et  par  suite  le  minimum  de  la  somme  de  ces 
deux  aires,  c'est-à-dire  de  l'aire  balajée  par  des  cercles  de  rayon 
spliérique  a  dont  les  centres  décrivent  la  courbe  C. 

12.  Généralisation.  -  Les  résultats  précédents  s'étendent  à 
l'espace  k  11  —  i  dimensions  et  à  la  sphère  de  l'espace  à  n  dimensions. 
Mais  leur  démonstration,  par  une  méthode  analogue  à  la  précédente, 
présente  une  diffîcidté  provenant  de  ce  que  les  formules  (i  4  )  doivent 
être  remplacées  par  des  formules  de  degrés  plus  élevés  en  a  dont  les 
coefficients  ne  s'expriment  pas  en  fonction  de  /  et  S  seulement. 

11  \aut  mieux  raisonner  comme  suit  : 

Soit,  sur  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  R  dans  l'espace  à 
Il  dimensions,  une  variété  C  à  n — 2  dimensions,  de  mesure  J, 
limitant  une  aire  sphérique  S.  Si  S  est  donné,  on  sait  que  L  atteint 
son  minimum  /  lorsque  C  se  réduit  à  une  section  plane  C  et  dans  ce 
cas  seulement. 

Soient  Sia  le  lieu  des  points  de  l'aire  S  limitée  par  une  variété  non 
plane  G  et  situés  à  une  distance  sphérique  de  C  ne  dépassant  pas  une 
valeur  donnée  a  =  6Pi,  et  c'tl'„  l'aire  analogue  définie  en  partant  de  C. 
Appelons  l\i  et  S^,  les  aires  de  âia  et  A'„,  et  ha  et  L^,  les  mesures  des 
variétés  parallèles  à  C  et  C  limitant  ces  aires.  On  a  évidemment 

=  K, 

=  L  >  l;  -  /, 

et  par  suite,  pour  a  positif  très  petit, 

('-)  ,^u>K- 

.]e  dis  que  celte  inégalité  reste  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  a. 


du    -^«' 

dK 

da 

^o=i:;,  =0, 

L 
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jusqu'à  ce  que  ï„  s'annule.  Pour  cela,  nous  allons  voir  que  l'jivpo- 
thèse  qu'elle  cesse  d'èlre  véri(lé(!  j)our  a  =  b  conduit  à  une  conlra- 
dictlon. 

Le  premier  membre  de  (17),  d'ahord  supérieur  au  second,  lui 
devenanl  é£;al,  on  aurait 

db  =  db  ' 
c'esl-à-dire 

Or  ces  variéh'b  liniiicui  des  aires  égales  entre  elles,  de  valeur 

S  -Si- S -s;. 

Nous  savons  que  dans  ces  conditions  leur  mesure  ne  peut  atteindre 
son  minimum  que  si  elles  sonl  planes,  ce  qui  est  le  cas  [)Our  L'/,  et 
non  pour  L^.  L'inégalité  (18)  n'est  donc  pas  possible,  et  par  suite 
l'inégalité  (17)  est  vériliée  pour  toutes  les  valeurs  de  a  ou.  ce  qui 
revient  au  même,  de  0. 

On  en  déduit,  connue  au  n**  11,  que  de  toutes  les  variétés  C  qui 
divisent  la  sphère  en  deux  aires  égales,  celle  qui  rend  minima  l'aire  ï 
de  la  région  i(l  balayée  par  une  calotte  sphérique  de  demi-angle  au 
sommet  8,  dont  le  centre  décrit  C,  est  une  section  plane  passant  par 
le  centre. 

Si  l'angle  H  reste  fini,  le  nombre  de  di-mensions  n  devenanl  infini, 
le  minimum  en  question  de  S,  et  par  suite  la  valeur  de  ^  pour  une 
variété  quelconque  divisant  la  sphère  en  deux  aires  égales,  repré- 
sente (d'après  le  n°  6)  une  fraction  de  la  surface  totale  de  la  sphère 
qui  tend  vers  l'unité.  En  d'autres  termes,  la  portion  de  l'aire  sphé- 
rique n'appartenant  pas  à  la  région  <^  représente  une  fraction  infin-i- 
ment  petite  de  l'aire  totale. 
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Sommaire  :  Remarques  générales.  —  La  noiimi  de  valeur  moyeune.  —  Énoncé 
d'un  théorème  général.  —  Exemples  de  valeurs  moyennes  à  l'intérieur  d'une 
spl»ère.  —  Démonstration  du  théorème  général  dans  le  cas  d'une  fonction- 
nelle uniformément  continue  à  l'intérieur  dune  sphère.  —  Les  formules  de 
Gâteaux  pour  la  sphère.  —  Postulat  de  Texistence  de  la  moyenne.  — 
Remarques.  —  Application  aux  fonctionnelles  du  second  degré.  —  La  notion 
de  courbure  moyenne. —  Surfaces  minima.  —  Exemples  de  valeurs  moyennes 
dan<  des  volumes  autres  que  la  sphèie. 

13.  Remarques  générales.  —  i^cs  notions  diiilégrale  el  de  valeur 
moyenne  n'avant  a  priori  aucun  sens  dans  l'espace  fonctionnel,  nous 
devons,  pour  leur  en  attribuer  un,  appliqtier  le  procédé  du  passage 
du  fini  à  rinfini  dont  nous  avons  fait  déjà  un  fréquent  usage  dans  la 
première  partie  de  notre  étude. 

Une  fonction  déterminée  x[t)^  définie  entre  o  et  i,  peut  être 
approchée  en  moAcnne  autant  qu'on  veut  par  ce  que  nous  appelle- 
rons, avec  R.  Gâteaux,  nne  fonction  simple  cV ordre  n.  c'est-à-dire 
une  fonction  avant  une  valeur  constante  dans  cliacun  des  intervalles 

pourvu  que  Ion  prenne  n  assez  grand.  Nous  appellerons  x,,  j'2.  .... 
Xu  les  valeurs  respectivement  prises  par  une  fonction  simple  d'ordre  /i 
dans  CCS  n  intervalles.  Une  telle  fonction  est  représentée  par  le  point 
de  coordonnées  x,^  Xo.  ■ . .,  Xn  dans  l'espace  E,j  à  n  dimensions. 

Soit  maintenant  un  volume  V  de  l'espace  fonctionnel;  pour  fixer 
les  idées,  nous  prendrons  le  volume  intérieur  à  la  sphère 


(i)  /     x^()cll-^lV-. 


J.'"'-' 


CHAI'.    II.    —    VAI.KIIR    MOYENNE   DANS   l'ESPACE    FONCTIONNEL.  >7J 

Les  foiiclions  simples  d'oidre  n  appartenant  à  ce  domaine  consli- 
Inenl  dans  l'espace  E„  un  xolnmc;  \„  (pie  nous  appellerons  la 
II"""'  section  lin  Noliiiiic  \.  Diins  rcxcinple  clioi-i.  \„  c^L  le  vuliinn- 
<lc  la  s|)lirn' 

(?)  .r\-\- xl-\- ..  .-^  xl  =  nW. 

Si  Ton  veut,  mesurer  le  volume  V,  sa  mesure  doil  èlie  dcliui.' 
comme  la  limite  de  celle  de  \  „  pour  n  infini.  Dans  l'exemple  clioisi, 
en  vertu  des  résultais  du  n"  4,  celte  limite  esl  nulle  ou  infinie  suivant 
la  valeur  de  11. 

Celte  eireonslanee  esl  très  j;énérale.  La  mesure  cVun  i^olunie  de 
respace  fonctionnel  sera  presque  toujours  nulle  ou  infinie. 

ConsidtTons,  pour  préciser  cel  énoncé,  deux  volumes  homolin- 
tiques  par  rapport  à  l'oriyine  dans  le  rapport  /.  >■  i ,  c'est-à-dire  tels 
qu'on  passe  d'une  fonction  quelconque  x{t)  du  premier  volume  à 
une  fonction  quelconque  \.{t)  du  second  par  la  transformation 

X(0  =  kxit). 

Leurs  /i"''"*^'  sections  sont  des  volumes  homotliéiifpies  dans  l'es- 
pace E„  ;  le  rapport  (lIiomoLliétie  élanl  k.  le  rapj)orl  des  volumes 
est  A"  et  devient  infini  avec  n.  Il  en  résulte  que,  parmi  tous  les 
volumes  de  l'espace  fonctionnel  homolhétiques  d'un  volume  donncj 
par  rapport  à  rori«;ine,  il  en  existe  au  plus  un  dont  lu  mesure  ne  soit 
ni  nulle,  ni  infinie.  Encore  ce  volume  peut-il  ne  [)as  exister,  comme 
nous  1  avons  vu  j>ar  l'exemple  de  la  sphère. 

1  i.  La  notion  de  valeur  moyenne.  —  D'après  ce  (pii  précède, 
l'extension  des  notions  de  volume  ou  d'intégrale  de  volume  dans 
l'espace  fonctionnel  présente  une  difficulté  fondamentale.  JNons 
reviendrons  plus  loin  sur  ces  notions.  Il  est  souvent  avantageux  de 
leur  substituer  la  notion  de  valeur  moyenne,  qui  conserve  un  sens 
bien  défini . 

Considérons  une  fonctionnelle  définie  et  continue  dans  le  volume  \  . 
Elle  sera  évidemment  définie  et  continue  dans  \  „  et  v  admettra  un«' 
valeur  moyenne  -jl,,.  Pour /i  infini,  cette  valeur  peut  tendre  vers  une 
limite,  qui  sera  alors  par  définition  la  valeur  moyenne  de  la  fonc- 
tionnelle considérée  dans  V. 

Considérons,   par  exemple,    une  fonctionnelle  de  la   forme  '^(/N 
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r  désignant  la  distance  à  l'origine  définie  par  la  formule 


et  'J(  /•)  une  fonction  continue,   et   clierchons  sa   valeur  moyenne  à 
l'intérieur  de  la  sphère  (i). 
Dans  \„,  on  a  évidemment 

^R 

/      <f{r)t"^-^  dr 


if/' 


la  couronne  sphérique  dans  laquelle  la  distance  au  centre  varie  de  /• 
à  /•  +  cl/'  ayant  un  volume  proportionnel  à  ;"~'  dr.  Pour  n  infini,  la 
couronne  extérieure  l'emporte  sur  les  autres,  qui  deviennent  négli- 
geables vis-à-vis  d'elle,  et  l'on  a  comme  limite  de  ;x«  la  valeur  '-p(R). 
Ainsi  la  moyenne  de  la  fonclioiinelle  cp(/)  n'apparaît  pas  comme 
une  véritable  moyenne  entre  difiV-renles  valeurs  avant  chacune  un 
poids  appréciable.  Une  seule  valeur  l'emporte  sur  toutes  les  autres, 
et,  quelque  petit  que  soit  s,  le  volume  dans  lequel  'f  (/')  diffère  de 
cette  valeur  de  plus  de  t  a  une  mesure  nulle  par  rapport  à  celle  du 
reste  du  volume  ^  .  11  n'y  a  pas  lieu,  dans  le  calcul  de  la  moyenne, 
de  tenir  compte  des  valeurs  de  'f  (/)  dans  ce  volume,  de  même  que 
dans  le  calcul  d'une  intégrale  (simple  ou  double),  au  sens  de  M.  Le- 
besgue,  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  des  valeurs  de  la  fonction 
intégrée  pour  les  points  d'un  ensemljle  de  mesure  (linéaire  ou  super- 
ficielle) nulle. 

15.  Énoncé  d'un  théorème  général.  —  Lne  généralisation  évidente 
de  ce  qui  précède  nous  montre  que,  ])our  calculer  la  valeur  moyenne 
d'une  fonctionnelle  continue  à  l'intérieur  de  la  sphère  (i),  il  suffit 
de  connaître  sa  valeur  à  la  surface  de  cette  sphère.  Mais  on  peut 
obtenir  un  résultat  bien  plus  général. 

Soit  à  chercher  la  moyenne  d'une  fonctionnelle  continue  L  dans 
un  volume  \  .  Dans  la  n'™^  section  de  ce  volume,  U  est  continue  ; 
les  points  de  ce  volume  Y^  pour  lesquels  V  est  compris  entre  a 
et  a  +  da  forment  un  volume  dont  une  seule  dimension  est  infi- 
niment   petite,    de    sorte  qu'il  est   naturel  de    désigner   sa  mesure 
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P'^y  Jî'i  \a)da.  Il  airl\era,  en  };(''ii(''riil,  (|ue,  })<)iir  /t  iiiliiii,!*'  rap- 
port  /,"{  (  rtn  •'■tanl   une  valeur  nailirtilir-re  de   a)    lende   vers  uw 

lonclion  drlenniiiée  s^'{if)-  Si  celle  l'oiiclit)!!  adiiicl  un  maMmnni 
alleinl  pniir  une  seule  valeur  ù  de  «,  le  volume  dans  lequel  l  est 
<()ni])ris  entre  b  —  s  ct6-|-£  l'emporte  infiniment  sur  le  reste  du 
volume  ^  ,  quelque  petit  que  soit  t.  La  fonctionnelle  L  est  donc 
presque  égale  à  6,  sauf  dans  une  fraction  négligeable  du  volume, 
dont  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  pour  le  calcul  de  la  moyenne. 

On  voit  donc  que,  moyennant  certaines  conditions  sans  doute  très 
peu  restrictives,  une  fonctionnelle  continue  dans  un  volume  ^ya 
presque  partout  presque  la  même  râleur^  les  raleuis  clifférenlcs 
de  celle  ainsi  considérée  pouvant  cire  n<''^ligées  pour  le  calcul 
de  la  moyenne. 

Nous  démontrerons  ce  théorème  d'une  manière  précise  dans  des 
cas  étendus.  Il  nous  arrivera,  au  lieu  de  «  presque  partout  presque 
la  même  valeur  »,  de  dire  «  presque  partout  la  même  valeur  ».  11  est 
l>ien  entendu  que  l'égalité  rigoureuse  n'est  réalisée  que  sur  une  sur- 
face qu'on  ne  peut  considérer  comme  constituant  presque  tout  le 
volume;  c'est  le  voisinage  immédiat  de  cette  surface  (jui  constitue 
j)resque  tout  le  volume. 

10.  Exemples  de  valeurs  moyennes  à  l'intérieur  d'une  sphère.  — 
Soit  à  chercher  la  moyenne,  à  l'intérieur  de  la  sphère  (i),  d'une 
fonctionnelle  de  la  forme  C3(L'),  U  désignant  une  fonctionnelle 
linéaire. 

Supposons  d'abord  cette  fonctionnelle  continue.  Elle  sera,  d'après 
la  formule  de  M.  Fréchet  (première  Partie,  n"  13  ).  de  la  forme 


1=  f  fit)x(t) 


dt. 


Si  xit')  est  une  fonction  simple  d'ordre  /i,  U  se  réduit  à  la  forme 


avec 


[  At)dt        (i  =  i,  2,  ...,  «): 
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L  csl  donc  la  distance  p  à  un  plan  passant  par  rorlgine  du  point 
représentatif  de  x{t)  dans  lespace  E„,  multipliée  par  le  facteur 

y/af -+- ctô -4-.  .  .-H  a2  =  — =, 
/.„  tendiinl  vers  li'  nombre  /.'  défini  par 

/-=  f  r-yt)>it. 

«-0 

La  moyenne  'j.„  est  donc  la  moyenne  de  'j  {  -^  )  à  l'intérieur  de  la 

sphère  (2)  de  rayon  Pi \/«,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l.a  moyenne 
de  '^(pkn)  à  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  R.  Le  facteur  /,,j  étant 
(ini.  eA  p  étant  inférieur  en  Aaleur  absolue  à  n'importe  quel  nombre 
donné  î,  sauf  dans  une  fraction  de  cette  sphère  négligeable  si  n  est 
assez  grand,  on  peut  dire  que  L  =  p/i„  est  nul  presque  partout,  et  la 
valeur  moyenne  de  'f(L)  est  «(o).  Le  théorème  du  numéro  pré- 
cédent s'applique. 

Supposons,  au  contraire,  que  U  ne  soit  pas  une  fonctionnelle 
continue.  Prenons,  par  exemple,  une  fonctionnelle  de  la  forme  ^7(7), 
tétant  une  valeur  particulière  de  t  entre  o  et  i .  Si  û!(t)  est  une 
fonction  simple  d'ordre  n,  U  est  alors  la  dislance  à  un  plan  de 
l'espace  JL„,  de  sorte  que  le  facteur  infiniment  petit  -^  qui  mlerye- 

nait  précédemment  est  remplacé  par  i .  D'après  le  n'*  6,  la  probabilité 
pour  que  L  soit  compris  entre  Rç(  et  R^o?  le  point  représentatif 
de  x[t)  étant  intérieur  à  la  sphère  de  rayon  Pi\//i,  tend  pour  /?  infini 
vers 

de  sorte  que  la  valeur  moyenne  u.,;  de  'o(L  )  dans  celte  sphère  tend, 
pour  n  infini,  vers 

\/-2  T.  .y_  a,         ■ 

La  moyenne  de  c2(  L  )  est  ici  une  véritable  moyenne,  dans  le  calcul 
de  laquelle  il  y  a  lieu  de  tenir  compte  de  toutes  les  valeurs  de  la 
fonction  ci,  affectées  chacune  d'un  poids  convenable.  Le  théorème 
du  n"  lo  ne  s'applique  plus.  On  peut  dès  lors  prévoir  que,  pour  la 
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<l(''inni)sLi;iliim  (!(,'  ce  I  li(''(H('"nit'.  I  li  \  pol  lioc  r[iic  la  Iimk  iiomicllc  coii- 
sidcrée  .soÏL  coiilinuc  doit  idiicr  un  iùl<;  csscnlicl. 

17.  Démonstration  du  théorème  général  dans  le  cas  d'une  fonc- 
tionnelle uniformément  continue  à  l'intérieur  d'une  sphère.  —  Soit  L 
une  foiKiioiiiiclle  uairorniéiiunil  coullniie  à  l'inU-rieur  ilc  la  spiiùic  (i  ). 
(^)ii('l(ju('  |)L'lil  que  soit  e  positif,  on  peut  alors  trouver  un  iioiuhre  y, 
Ici  que,  deux  points  de  Tespace  ("oMetioiuKl  intérieurs  à  cetle  ,sj)lièrc 
a\anl  une  distance  inléricure  à  y,,  les  valeur»  eorrespcuidanles  de  l 
dillèrent  certainement  de  moins  de  r. 

Dans  l'espace  E,,,  U  se  réduit  à  une  (onclion  ii„  c(iulinue  sur  la 
sphère  (2).  Considérons  les  poiiit>  de  la  surface  de  cette  s[)hère  véri- 
fiant rincgallté 

U<ï. 

Ils  conslilucnt  une  [>orlion  de  la  surface  dont  la  mesure,  nulli- 
()our  a  suffisamment  petit,  croît  et  atteint  ou  dépasse  la  moitié  de  la 
surface  totale  quand  a  atteint  ou  dépasse  une  valeur  bien  déter- 
minée a„.  La  variété  l  =  a„  (ou  si  U=a„  sur  une  fiaction  finie  de 
la  surface  totale,  une  variété  convenable  formée  de  j)oints  pour  les- 
([uels  L  =  a„)  divise  la  surface  de  la  sphère  en  dcu\  parties  égales. 

Considérons  les  points  de  la  surface  de  la  sphère  [^2.)  distants  de 

moins  de  y,  i/—  des  points  de  cette  variété.  Ils  forment  une  région  S„ 
([ui,  d'après  le  n"  112,  représente  une  fraction  de  la  surface  totale  qui 
Icnd  vers  l'unité  pour  n  infini.  Considérons  ensuite  les  points  inté- 
rieurs à  la  sphère,  situés  sur  des  rayons  aboutissant  sur  S„,  et  à  une 

distance  de  la  surface  inférieure  à  '''il/ —  •  Us  forment  un  volume  \„ 
(pii  représente  une  fraction  du  volume  total  de  la  sphère  qui  tend 
\  ers  l'unité  pour  n  infini. 

Or  un  point  M  de  ce  volume  est  évidemment  distant  de  moins 
de  r^yn  d'un  point  A  de  la  variété  U  =  a„.  Les  points  correspon- 
dants de  l'espace  fonctionnel  sont  alors  distants  de  moins  de  y,,  et  les 
valeurs  correspondantes  de  L  diffèrent  de  moins  de  î.  U  est  donc 
compris  entre  y.„ — t  et  a«-f- ;,  sauf  dans  un  \olume  qui,  pour// 
.suffisamment  grand,  ne  représente  qu'une  fraction  infiniment  petite 
du  \olume  de  la  sphère.  Comme  d'ailleurs  L  est  fini  dans  ce  volume, 
la  moyenne  >^a  de  U  dans  la  sphère  (2)  diffère  de  a„  dune  quantitc 
<jui  tend  vers  zéro  pour  n  infini. 
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Admettant  que[JL„  tende  \ers  une  limite  pi,  cest-à-dire  que  la 
valeur  moyenne  de  U  dans  la  sphère  (i)  existe,  a,j  tend  nécessaire- 
ment vers  la  même  limite,  et  nous  voyons  que  a  doit  être  considéré 
comme  la  moyenne  de  L  parce  que  U  diffère  très  peu  de  u.,  sauf  dans 
une  région  dont  le  volume  est  négligeable  à  la  limite.  Nous  sommes 
dans  un  cas  d'application  du  théorème  général  du  n"*  lo. 

Donc,  dans  le  cas  d'une  fonctionnelle  uniformément  continue  à 
l'intérieur  d^  une  sphère  de  V espace  fonctionnel,  ou  bien  la  valeur 
moyenne  n'existe  pas  (circonstance  dont  le  raisonnement  très  simple 
qui  précède  ne  suffit  pas  à  exclure  la  possibilité),  ou  bien  la  fonc- 
tionnelle est  presque  partout  égale  à  sa  valeur  moyenne. 

L'énoncé  reste  évidemment  \rai,  et  même  la  démonstration  se 
simplifie  un  peu  si,  au  lieu  du  volume  d'une  sphère,  on  considère  sa 
surface.  Cela  revient  d'ailleurs  au  même,  puisque  tout  le  volume  est 
concentré  sur  sa  surface. 

18.  Les  formules  de  Gâteaux  pour  la  sphère.  —  Il  reste,  pour 
compléter  le  résultat  précédent,  à  démontrer  l'existence  de  la  valeur 
moyenne,  à  l'intérieur  de  la  sphère  (i),  d'une  fonctionnelle  continue, 
et  à  en  former  l'expression.  Nous  allons,  avec  R.  Gâteaux  ('  ),  former 
cette  expression  dans  le  cas  d'une  fonctionnelle  de  la  forme 

(4)        U=/     dti  I     c/t2...   I     dt,,'^[cr(ti),x{t2),...,x(tp),fi,t.2,..:,t,,]. 

«-  0  «^  0  •-    0 

Cherchons  d'abord  la  moyenne  de  la  fonctionnelle 

<5)  o[xi  ti),  x(  tôt,  . . .,  x{tj,)], 

f  I ,  fo,  . . .,  tp  étant  des  valeui-s  particulières  de  t  entre  o  et  i .  Sip  =  i , 
cette  valeur  moyenne  sera,  d'après  la  formule  (3), 


v/ 


=   /         c(  Rï)e     "^  d?. 

l  71  c/_  „        ' 


Si  />  >  I ,  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  à  cette  formule  s'ap- 
plique sans  difficulté,  si  ;,,  f^,  ...,  tp  sont  distincts.  Les  quan- 
tités x(ti).  x(  12),  ...,  ^(jp)  ayant  dans  ce  cas  des  lois  de  probabi- 

(')  Bulletin  de  la  Société  niatliëinatique  de  France,  1919. 
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lil<''.s  In<,l(''j)cn(lanlc>,  mi  IniiiNc  pour  iiiovciuic  ilc  \.\  loïKiioiiiicllc  (5) 

tr    —  »    *-  —  « 

(i-)- 

X    /         ç(K;„  lU,,  ■■■■  R^/,ie-^'    ";"    '''  d\,dU...d\,,. 

Supposons  maintenant  cpie  f,,  fo?  ••••  '/»  varient.  En  intégrant 
l'expression  (5),  et  supposant  que  la  forme  de  la  fonction  o  varie 
avec  f,,  ^25  •••)  t^p-i  on  obtient  la  fonctionnelle  (O-  Dans  le  champ 
d'intégration,  les  points  pour  lesquels  deux  au  moins  des  l  sont 
égaux  peuvent  être  négligés.  Pour  les  autres,  la  fonction  '^  avant 
pour  moyenne  la  valeur  (  ()),  on  en  déduit  sans  difficulté  la  moyenne 
de  l'expression  (4),  qui  est 


(7)  —4:  Ç   'f'^--  f  di„  f"    dU 

T  «^0  «-  (I  »    —  » 


h)^ 


Telles  sont  les  formules  de  Gâteaux. 

Une  formule  analogue  à  la  précédente  s'applique  évidemment  si,  au 
lieu  d'intégrer  la  fonction  o  dans  toute  la  région  de  l'espace  E^  décrite 
par  le  point  /,,  /o,  ...,  /y,,  ce  qui  donne  la  fonctionnelle  (4),  on 
intégre  sur  certaines  variétés  de  ce  volume.  Si  aucune  portion  finie 
de  ces  variétés  n'est  constituée  de  points  pour  lesquels  deux  au  moins 
des  t  sont  égaux,  une  formule  analogue  à  la  formule  (^)  s'écrit  san^ 
difficulté.  Si  au  contraire  on  a  par  exemple  dans  le  champ  d'intégra- 
tion tp-=  tp^i^  les  autres  t  étant  distincts  entre  eux  et  distincts  de  tp^ 
on  posera 

cp[.rùi  ),  ^<^2),  ■  •    •  ■'r*  (,,-!  I.  ^(f/))]  =  -llxiti),  x{t.i\,   ....  x{tp-i)], 

et  la  formule  (71  s'applicpn"  sans  difficulté  à  la  fonction -J;. 

On  passe  de  là  sans  difficulté  aux  fonctionnelles  représentables  par 
des  séries  uniformément  convergentes  de  fonctionnelles  des  types  con- 
sidérés, et  l'on  obtient  ainsi  la  moyenne,  sinon  de  toutes  les  fonc- 
tionnelles continues  à  l'intérieur  de  la  sphère  (i),  du  moins  d'une 
catégorie  très  générale  et  com|>rcnant  sans  doute  toutes  les  fonc- 
tionnelles intéressantes  au  point  de  \\\e  pratique. 
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19.  Existence  de  la  moyenne.  —  Si  la  propriété  de  la  moyenne 
établie  n"  17  est  relativement  aisée  à  démontrer,  si  cette  moyenne 
existe,  l'existence  même  de  cette  moyenne  soulève  des  difficultés  plus 
sérieuses.  Il  n'est  pas  évident,  si  une  fonctionnelle  est  continue  dan> 
un  volume,  que  sa  moyenne  dans  la  /i'*""*"  section  de  ce  volume  ait 
une  limite  pour  n  infini.  On  peut  donc  se  proposer  d'établir  une  jus- 
tification de  la  notion  de  moyenne,  en  faisant  simplement  des  hypo- 
thèses relatives  à  la  continuité  de  la  fonctionnelle  étudiée. 

Deux  voies  sont  possibles.  D' une  part  on  peut  établir  une  justification 
directe,  basée  sur  des  raisonnements  analogues  à  ceux  par  lesquels  on 
démontre  l'existence  des  intégrales  définies.  D'autre  part  on  })eut,  en 
partant  des  mêmes  hypothèses,  obtenir  une  représentation  de  la  fonc- 
tionnelle étudiée  par  des  séries  uniformément  convergentes  de  termes 
dont  les  movennes  se  calculent  par  les  formule^  du  numéro  précé- 
dent. 

Nous  reviendrons  sur  ces  questions  dans  le  dernier  Cha|>itre.  Pour 
le  moment,  contentons-nous  d'admettre  les  propositions  suivantes, 
dans  le  cas  de  la  sp Itère  : 

1°  Convergence  de  m«,  movenne  d'une  fonctionnelle  U  dans  la 
^jième  section  dc  la  sphère,  vers  une  limite  wi,  moyennant  une  condi- 
tion de  continuité  convenable  imposée  à  U  ; 

2"  Lniformité  de  la  convergence  de  nin  ver-»  /??,  pour  une  famille 
d^  fonctionnelles  vérifiant  également  celte  condition  de  continuité. 

Les  mêmes  que^^tions  se  posent  évidemment  pour  une  surface  quel- 
conque. Mais,  pour  la  principale  application  que  nous  avons  en  vue 
(problème  de  Dirlchlet  relatif  à  une  surface  quelconque  ),  il  suffit 
d'admettre  les  propositions  précédentes  dans  le  cas  de  la  sphère. 

20.  Remarques.  —  Les  formules  du  n°  18  nous  monti'ent  que  la 
valeur  moyenne  des  fonctionnelles  considérées  est  la  même  que  si. 
dans  l'espace  E,j,  au  lieu  de  prendre  la  valeur  moyenne  dans  la 
sphère  (2),  nous  avions  pris  la  valeur  movenne  dans  tout  l'esj)ace,  en 
affectant  chaque  élément  de  volume  infiniment  jietit  d\   du  poids 


e        i         d\, 

iCi  =  R;,,  ....  j^,j=R;,^  étant  les  coordonnées  d  un  point  intérieur 
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à  cet  élémcnl,  aulicnicnl  dil  on  admeltant  que  la   {)robabllit(''   pour 
que  X,  soii  coin  pris  cuire  ./•  cl  x  -\-  dx  est 

(8  lus  »  — =e    -"  — -, 

les  lois  de  |)i()lial)iiiié  de  .r,,  .2%,  . . .,  Xa  étant  indépendantes. 

Il  est  facile,  en  partant  de  cette  dclinition.  de  retrouver  le  rôle  joué 
|>ar  la  s|)lière  (2)  et,  à  la  limite,  par  la  sphère  (i).  En  effet,  d'après 
cette  loi  de  probabilité,  chacune  des  quantités  X\^  x^.  . . ..  Xp  a  pour 
valeur  cpiadialique  ino\cune  Pi;  il  en  est  donc  (h?  même  de 


T'r.  -\-  .  .  .-{-  xr, 


et  de  plus,  d'après  la  loi  des  grands  nombres,  la  probabilité  pour 
que  cette  quantité  ne  soit  pas  com[)rise  entre  R  —  î  et  R  -{-  s,  t  étant 
un  nombre  [)Ositit' quelconque,  tend  vers  zéro  loisque /^  devienl  infini. 
En  dautres  termes,  les  portions  de  l'espace  dont  il  y  a  lieu  de  tenir 
compte  pour  le  calcul  de  la  moyenne  se  concentrent  prè>  de  la 
surface  d'une  sphère  de  rayon  Ry//?.  fpii  devient  à  la  limite  la 
sphère  (1)  de  l'espace  fonctionnel.  La  moyenne,  au  sens  que  nous 
yenons  d'indiquer,  d'une  fonctionnelle  uniformément  continue  dans 
le  voisinage  de  cette  sphère  et  finie  dans  tout  l'espace,  ne  dépend 
donc  que  de  ses  valeurs  sur  la  surface  de  la  sphère. 

D'autre  jiart,  le  poids  à  attribuer  à  chaque  élément  de  volume 
pour  le  calcul  de  la  moyenne  étant,  d'après  la  formule  (8),  fonction 
de  sa  distance  au  centre,  les  poids  attribués  aux  régions  de  l'espace 
intérieures  à  deux  cônes  ayant  le  centre  pour  sommet  sont  dans  le 
même  rapport  que  les  surfaces  des  régions  de  la  sphère  (  i)  comprises 
dans  ces  deux  cônes. 

La  moyenne,  calculée  en  tenant  compte  des  poids  définis  par  la 
formule  (8),  n'est  donc  autre  pour  n  infini  que  la  moyenne  dé  la 
fonctionnelle  sur  la  surface  de  la  sphère  (i),  ce  qui  donne  une 
nouvelle  démonstration  des  formules  de  Gâteaux  (pour  la  surface  de 
la  s[)hère,  et  par  suite  aussi  pour  le  volume  ). 

■21.  Le  raisonnement  précédent  met  en  évidence  un  phénomène  de 
concentration  sur  la  surface  de  la  sphère  (2)  analogue  à  celui  que 
nous  avons  déjà  observé  en  étudiant  le  volume  de  la  sphère.  Il  n'est 
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pas  sans  intérêt  de  comparer  les  lois  qui  régissent  ces  deux  plié- 
nomènes. 

D'après  la  formule  (8),  la  probabilité  pour  que  la  distance  au 
centre  d'un  point  de  l'espace  £„  soit  comprise  entre  Rp  et  R(  p  +  c/c  ) 
est 

—Y^^       ' 

nYs.,1  étant  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  i . 
Si  nous  posons 

et  jirenons  0  comme  variable  au  lieu  de  p,  la  probabilité  précédente 

devient 

nK„      ^^  /            a  \«->    -5(v«  +  a)'-  , 
n         (  I  H ~  I         e    -  aa. 


(2-)' 

En  tenant  compte  de  la  valeur  asjmptotique  de  K„  (n°  -4).  on 
trouve  que  cette  probabilité  est  équivalente,  pour  n  infini,  à 

-— e-*'  dy.. 

La  probabilité,  avec  la  loi  de  probabilité  considérée,  pour  que  la 
distance  Rp  à    l'origine    d'un   point   de   l'espace   E„    soit   comprise 

entre  R y/zj  (  i  H ^  )  et  Vw^  n  l  i  -j — -~\  >  tend  donc  vers 

quantité  aussi  voisine  de  i  qu'on  le  veut  si  a,   est  assez  grand  néga- 
tivement et  cL-2  assez  grand  positivement. 

Si  nous  considérions  toutes  les  parties  de  l'espace  E„  comme  ayant 
des  poids  proportionnels  à  leur  volume,  mais  ne  considérions  que  les 
points  intérieurs  à  la  sphère  de  rayon  T^\/n^  il  faudrait,  pour  avoir 
une  probabilité  finie,  chercher  la  probabilité  pour  que  la  distance  au 

centre  soit  comprise  entre  R  y//i  (  i ~)^^  R  \  /?  (  i ^  )  ?  a,  et  y.-. 
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cLaul  |)osilils,  et  celle  |)in|jiiljililé  serait  (ii^o) 


■;-.S', 


/: 


g-*  (Jy_  —  g  -a,  _  r-^u 


!2^.  Application  aux  fonctionnelles  entières  du  second  degré.  — 
l.a  Miovenue  dans  iin<'  ^[)lièrc  d'une  rouelionnellc  lini^'aire  éLanL 
évidemnienl,  par  raison  de  svniélrie,  éj^ale  à  sa  n  aleur  an  renlrc,  nous 
n'avons  qu'à  nt)us  occuper  des  ron(;tionnelles  homo<^ènes. 

Considérons  d'abord  la  fonctionnelle  n<irniale 


(9) 


=  /     f{t)x-^(t)dt-^  f     f   'f((,  li).r(()x(ti)dt(/(i 


Les  formules  de  (lateaux  nous  donnent,  comme  valeur  moyenne  de 
l'intégrale  double  dans  la  S[)hère  (i)  '. 


2 


-    I      f   f{L  (i)d(  dti 


l*oiir  l'intégrale  siuiple,  on  a  de  mèuie 


s/ 


{t)dt. 


On   trouve  Monc.    comme    moyenne    de    la    toncliounelle    ([))■,    la 
valeur 


(10) 


R 


.  f '/( 


t)dt=  —AU. 

'  2 


Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  d'une  fonctionnelle  générale 
[voir  n"  66)  de  la  première  Partie)  contenant  des  termes  de  la  foruie 


/       ff(cL)x[ti{y.)]x[h{^)]dy., 


t,  et  /o  étant  différents,  sauf  peut-être  pour  des  valeurs  particulière; 
de  a.  Pour  un  tel  terme,  on  trouve  comme  valeur  moyenne 


_R2 

7^ 


a'  [^^'-^ 


de  sorte  que  la  formule   (10)  est  générale  pour   les  fonctionnelle; 
entières  du  second  degré,  continues  dans  la  sphère  (i). 
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Onendéduitimmédialement  que.  pour  toute  fonclioiinelle  admet- 
tant en  un  point  O  des  variations  première  et  seconde  au  sens  de 
M.  Frécliel^  la  valeur  moyenne  de   U  —  Uq  dans  une  splirre  de 

centre  O  et  de  rayon  infiniment  petit  /•,  est  équivalente  à—  AUo. 

Uo  et AUq  désignant  les  valeurs  de  U  et  AU  en  O.   Cette  propriété 
peut  servir  de  nouvelle  définition  au  symbole  AL  ('). 

Ces  résultats  seront  généralisés  plus  loin,  lorsque  nous  exposerons 
la  théorie  des  fonctionnelles  harmoniques.  Remarquons  que  la  mé- 
tliode  du  passage  du  fini  à  l'infini  les  rend  intuitifs.  Nous  savons  en 
effet  qu'une  fonctionnelle  continue  du  second  degré  est  la  limite 
d'une  fonction 


/  r=  /l      /  =  « 


«(^l,  .i'2,    .  .  .;   X,i)  —   y  ^       Xi   ^'J^i^Ji 


(=1     ;=1 

dont  la  valeur  moyenne  à  l'intérieur  de  la  sphère 

x\  ^  x\  -\- . .  .-r-  x%  =  n  ^'^ 

est 

R  - 

!23.   Considérons  le  cas  où  la  foncliouuelle  U  est  de  la  forme 


«^0 


t)x''-{t)dt. 


Nous  savons  que  la  valeur  moyenne  de  k",  ^ur  la  sphère  /"  ^  R  est 


('!) 


f  fin  de, 


et  qu'elle  est  presque  partout  égale  à  cette  valeur  moyenne. 

Inversement,  /{t)    étant    supposé    positif,    cherchons    la    valeur 
m o venue  de 


«-  et-  .L 


di 


(')  Ainsi  AU  peut  avoir  un  sens  sans  que  l'on  soil  assuré  ))Our  cela   de  l'existence 
de  la  dérivée  L".,. 
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sur  Yellipsoïdc  l'  ^^  d^ .  En  jMisiml 

on  est  ramciK"  à  l;i  moyenne  iriiiic  lonetiouiielh;  du  second  dej;ré  sur 
une  sphère.  JI  csl  naturel  de  penser  cpie  ce  changemenl  linéaire  ne 
change  pas  hi  valeur  moyenne  (cela  n'est  pas  d'ailleurs  évident, 
car  x{t)  et  y"{t)  ne  soni  pas  en  même  temps  des  fonctions  simples 
d'ordre  ti  |.  On  trouve  alors  comme  valeur  moyenne 

cpii  n'est  pas  inverse  de  la  précédente. 

Cela  peut  paraître  surprenant  si  l'on  énonce  les  résultats  obtenus  en 

disant  que  la  fonctionnelle  —  sur  la  sphère  ;'  =  R  et  par  suite  dans 

tout  l'espace  est  presque  partout  égale  à  sa  valeur  moyenne  (12),  et 

que  la  quantité  inverse  T-r>  sur  l'ellipsoïde  L  =  «-  et  par  suite  dans 

lout  l'espace,  est  presque  partout  égale  à  sa  valeur  moyenne  (i3). 

La  contradiction  apparente  disparaît  si  l'on  observe  que  «  presque 
partout  »  n'a  pas  le  même  sens  dans  les  deux  cas.  Dans  l'ellipsoïde, 
ileux  portions  de  surface  vues  du  centre  sous  un  même  angle  solide 
ne  sont  pas  égales,  mais  la  plus  rapprochée  du  centre  est  négligeable 
vis-à-vis  de  l'autre.  Il  peut  ainsi  arriver  que,  pour  une  fonctionnelle 

telle  que—  ayant  une  valeur  constante  sur  toute  droite  passant  par 

l'origine,  la  valeur  movenne  ne  soit  pas  la  même  aux  deux  points  de 
vue,  puisque  les  angles  solides  n'ont  pas  le  même  poids  dans  les  deux 
cas  ;  les  poids  étant  même  infiniment  différents,  on  s'explique  qu'au 

premier  point  de  vue  —  ait  presque  partout  la  valeur  (11),  et  qu'au 

second  ce  rapport  ait  presque  partout  une  valeur  différente. 

Un  exemple  plus  simple  d'une  circonstance  analogue  est  le  suivant  : 
On  sait  que  presque  toute  la  surface  d'une  sphère  est  concentrée  sur 
son  équateur.  Par  suite,  vue  d\iii  point  A,  une  surface  quelconque 
paraîtra  presque  tout  entière  concentrée  à  son  intersection  avec  un 
plan  passant  par  A;  le  reste  de  la  surface  sera  vu  sous  un  angle  solide 
nul.  Vue  d'un  autre  point  A'  situé  à  une  distance  d  du  plan  P,  la 
même  surface  paraîtra  de  même  concentrée  à  son  intersection  avec 
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n'importe  quel  plan  P'  passant  par  A'.  En  prenant  le  plan  1*'  parallèle 
à  P,  on  voil  que  deux  régions  de  la  surface  n'ayant  aucun  point 
commun  peuvent,  selon  le  point  de  vue  où  l'on  se  place,  paraître 
constituer  toute  la  surface.  La  distance  d'un  point  de  la  surface  au 
plan  P  aura  poLir  valeur  moyenne  zéro  si  l'on  donne  pour  poids  aux 
différents  éléments  de  surface  l'angle  solide  sous  lequel  on  les  voit  du 
point  A,  et  d  si  l'on  remplace  A  par  A'. 

23.  La  notion  de  courbure  moyenne.  —  Soit  une  surface  S,  délinie 
par  l'équatit)!!  U  =  o,  L  étant  une  fonctionnelle  continue  et  admet- 
tant une  variation 


oU  =  /     U'c  ox  di, 


définie  dans  le  champ  des  fonctions  ox  de  carrés  sommables.  En  un 
point  A  de  la  surface,  le  plan  tangent  P  est  bien  défini  par  l'équa- 
tion SL  =:  o.  l^our  définir. la  courbure  d'une  section  normale,  consi- 
dérons la  section  de  S  par  le  plan  (à  deux  dimensions  )  défini  par  la 
normale  AIN  à  la  surface  et  une  tangente  AT;  sur  cette  section  pre- 
nons un  point  M  infiniment  voisin  de  A  et  abaissons  la  perpendicu- 
laire MH  sur  le  plan  P;  elle  sera  parallèle  à  AN,  par  suite  dans  le 
plan  sécant,  et  H  sera  sur  AT.  Désignons  par  o  la  distance  HM  et 
par  /■  la  distance  AM.  La  courbure  de  la  section  considérée  sera  la 

limite  de  — 

/- 

La  courbure  moyenne  dune  surface  en  P  sera  la  laoyenne  de 
cette  courbure  dans  les  diflérentes  directions  du  plan  tangent. 

La  définition  de  la  moyenne  ne  soulève  ici  aucune  difficulté,  car  il 
s'agit  de  moyenne  sur  une  sphère. 

Soient  en  effet  -  une  sphère  de  centre  A  et  ^'  sa  section  par  P.  La 
quantité  dont  nous  devons  prendre  la  moyenne  est  définie  sur  ï'; 
nous  pouvons  compléter  arbitrairement  sa  définition  sur  S,  en  nous 
imposant  seulement  de  respecter  la  continuité.  La  moyenne  sur  II  est 
bien  définie,  et  comme  presque  toute  la  sphère  ]S  est  concentrée  sur 
la  section  1",  elle  ne  dépend  que  des  valeurs  sur  IS'.  D'autre  part,  en 
représentant  chaque  circonférence  section  de  S  par  un  plan 
normal  ATN  par  le  point  où  elle  coupe  AT,  à  deux  régions  de  ^ 
décrites  par  cette  circonférence  que  l'on  considère  comme  égales 
pour  le  calcul  de   la    moyenne  correspondront  deux  régions  de  S' 
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(Ic'crilcs  par  ce  point  qu'il  est  naturel  de  considérer  comme  égales. 
La  moyenne  sur  ï,  (pii  ne  dépend  (pie  des  valeurs  sur  i',  [)eul  donc 
être  consid(''r6e  comme  étant  la  moyenne  sur  2:'.  C'est  dans  ce  sens 
(pie  nous  entendons  le  mot  moyenne  dans  la  définition  de  la  cour- 
hure  moyenne. 

Dans  ces  (conditions,  le  résultai  du  n"  17  est  ap|)lical)le,  (;t  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  la  courbure  en  X  de  la  section  normale  langenle  à  AT  est 
une  fonction  uniformément  continue  du  point  oii  AT  coupe  la 
sp/ière  S,  e/le  a  la  même  râleur  ilans  presque  toutes  les  direc- 
tions; cette  valeur  est  la  courbure  nwyenne. 

2i.   Il  est  facile  d'exprimer  analytiquement  la  courhure  moyenne. 
La  fonctionnelle  L  qui  définit  la  surface  peut,  dans  le  voisinage  du 
point  A,  être  représentée  par  une  série  de  Tavlor 

U  =  U,-^i  LU -^... -4-  -i.U„ -)-..., 
2      "  n  !  , 

et  il  est  essentiel  d'en  supposer  les  deux  premiers  termes  bien  définis, 
pour  que  le  plan  tangent  et  la  courbure  de  chaque  section  normale 

soient  bien  définis.  La  distance  au  plan  tancent  est         '     ;  or  U,  est 

.        .       ,  ,  Uo  ■  ■       .  ^  c  -  •    • 

équivalent  a  : ,  pour  un  point  situe  sur  la  surtace  et  très  voisin 

de  A.  Par  suite,  la  quantité  — ;^>  dont  nous  devons  prendre  la  valeur 

moyenne,  est  écruivalente  dans  les  mêmes  conditions  à ,  -v 

"^  '  \/a,u,  '■' 

La  valeur  movenne  de  —  est  égale  à  la  valeur  de  AU  au  point  A. 

Par  suite,  avec  une  convention  convenable  pour  le  signe,  la  C(uirbure 
moyenne  s'écrit 

(i3)  Iv  = 


V/A,U,         v^AiU 

les  valeurs  des  paramètres  différentiels  AL   et  A,  L  étant  relatives  au 
point  A. 

En  un  point  quelconque  de  l'espace  fonctionnel,  la  même  expres- 
sion représente  la  courbure  moyenne  de  la  surface  de  niveau  LT=const. 
qui  passe  par  ce  point. 

i.iivY.  19 
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25.  Surface  minima.  —  Nous  appellerons  surface  minima  une 
surface  dont  la  courbure  moyenne  esl  nulle  en  chaque  poinl. 

En  chaque  point  A,  la  courbure  normale  est  donc  nulle  dans 
presque  toutes  les  directions.  On  peut  dire  en  termes  moins  précis 
que,  datis  le  voisinage  dan  points  la  surface  est  presque  un  plan. 
Cela  signifie  que,  si  l'on  considère  la  section  de  la  surface  par  une 
petite  sphère  II  de  centre  A,  la  distance  des  points  de  cette  section 
au  plan  tangent  est  presque  partout  inférieure  à  C/-,  C  étant  une 
constante  positive  quelconque. 

Ce  résultat  n'est  naturellement  pas  exact  pour  une  surface  qui  ne 
serait  pas  minima.  Mais  il  est  curieux  de  remarquer  que,  pour  une 
surface  minima,  il  reste  exact  si  l'on  remplace  le  plan  tangent  P  par 
n'importe  quel  autre  plan  P'  passant  par  A.  De  même  que  la  sphère  ï 
est  presque  tout  entière  concentrée  sur  n'importe  lequel  de  ses  plans 
diamétraux,  on  peut  dire  que  sa  section  par  P  qui,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  est  presque  confondue  avec  sa  section  par  la 
surface  minima,  est  d'autre  part  située  presque  tout  entière  dans  le 
voisinage  immédiat  du  plan  P'. 

D'après  la  formule  (i3),  cela  revient  au  même  de  dire  que  la  fonc- 
tionnelle U  est  harmonique  (c'est-à-dire  que  AU  =  o)  ou  que  les 
surfaces  U  =  const.  sont  minima.  Ce  résultat  est  d'une  grande  impor- 
tance pour  la  théorie  des  fonctionnelles  harmoniques  que  nous  expo- 
serons plus  loin. 

26.  Exemples  de  valeurs  moyennes  dans  des  volumes  autres  que  la 
sphère.  —  Nous  verrons  au  Chapitre  IV  des  extensions,  à  des 
volumes  autres  que  la  sphère,  du  théorème  général  du  n"  lo.  Nous 
allons  au  contraire  indiquer  ici  des  cas  dans  lesquels  la  notion  de 
moyenne  se  présente  avec  son  aspect  habituel,  des  valeurs  différentes 
intervenant  effectivement  dans  le  calcul  de  la  moyenne. 

Considérons  un  cylindre.,  défini  par  une  équation  de  la  forme 

(i4)  F|[.r(0-À/(r)]|  =  o, 

\  étant  défini  par  la  formule 

X  r  f^{t)dt=  f  f{t)x{t)dt=V\[x(t)]\. 
La  fonction  x{l)  —  "^-f^t)  représentant  la  projection  de  x{L)  sur  le 
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plan  I*  =  consL,  réquiilion  (i4)  représente  bien  un  cylindre.  Suppo- 
sons-le tel  que  le  volume  délini  par  les  inégalités 

F  <  o,         fl]    '  V  <  a-i 

soit  lini.  (le  volume  est  évidemment  divisé  en  volumes  égaux  par  des 
plans  parallèles  aux  bases  et  équidislants.  Par  suite,  la  moyenne  dans 
ee  volume  d'une  fonetionnidle  de  la  forme  o(P)  n'est  autre  que  la 
moyenne  de  la  l'onction  'f{(i)  dans  Tinlervalle  (r/,,  a^)-  C'est  bien  une 
véritable  moyenne,  tenant  compte  des  valeurs  dilïérentes  de  cette 
fonction. 

27.    Considérons    maintenant   le    cas    du   volume  de  réioUition^ 
défini  jKir  l'équation 

(1.5)  F(P,  /-Xo 


avec 


=    /     .€"-{/)  dt,  I    f-(t)dt  —  \, 


et  supposons-le  fini.  Soit  à  y  chercher  la  moyenne  d'une  fonction- 
nelle de  la  forme  cp(P)- 

Si  on  le  divise  en  tranches  infiniment  minces  par  les  plans 
P=const.,  la  tranche  du  plus  grand  /r/j'o/i  l'emportera  infiniment 
sur  les  autres.  Si  donc  le  rayon 


p  =  //-î  —  pî 

atteint  son  maximum  pour  une  seule  valeur  a  de  «,  la  moyenne 
cherchée  sera  'f  (a). 

Supposons  maintenant  le  maximum  c'  de  p  atteint  pour  les 
valeurs  a,  et  a^  de  a.  La  moyenne  cherchée  ne  dépendra  évidem- 
ment que  de  '-^(ai)  et  cpla^V  Quels  poids  devons-nous  donner  res- 
pectivement à  ces  deux  valeurs? 

Appelons-/],  et  tjo  les  épaisseurs  des  tranches  voisines  respective- 
ment des  plans  P  =:  a)  et  1^  =  a-i  et  pour  lesquelles 

?>p'— £• 

Les  points  pour  lesquels  cette  inégalité  est  vérifiée  comptant  seuls 
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dans  le  calcul  de  la  moyenne,  il  est  bien  évident  que  si  le  rapport 
de  T^^  à  r,.2  a  une  limite  quand  z  tend  vers  zéro,  il  faut  donner  à  es  (a,  ) 
et  «(«o)  des  poids  dont  le  rapport  soit  cette  limite.  Ainsi,  si  la  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution,  définie  par  l'équation  (i5),  a  aux 
points  considérés  des  rayons  de  courbure  égaux  respectivement  à  R, 

et  Ro,  r,  I  et  Tjo  sont  à  la  limite  dans  le  même  rapport  que  y/Rj  et  \/R2, 
et  la  moyenne  cherchée  est 

cp(a,  )  v/Ri  -h  cj>(a,)  y/R, 

v/r7-+-\/b; 

Si  Ro  est  nul  et  Rj  fini,  ou  bien  si  R,  est  infini  et  Ro  fini,  il  n'y  a  pas 
à  tenir  compte  de  la  valeur  de  œ(ao)  et  la  moyenne  est  C2(a,  ). 

Considérons  encore  le  cas  où  le  maximum  p'  est  atteint  pour  une 
infinité  dénombrable  de  valeurs  a,,  ao,  .  . .,  a/,  . . .,  de  a,  tendant  en 
croissant  vers  une  limite  a',  et  le  volume  de  révolution  étant  limité 
par  le  plan  P  =  a'.  Supposons  que  les  rayons  de  courbure  R,, 
Ro,  . . .,  R/,  . .  .,  correspondant  aux  valeurs  considérées  de  a,  soient 
tous  finis.  Les  différentes  valeurs  de  o(a/)  ont  des  poids  propor- 
tionnels à  y/Rj.  Le  poids  total  est  fini  ou  infini  suivant  que  la  série 

v/rT+  v/hT  +  ...+ v/h^+... 

est  convergente  ou  non.  Dans  le  premier  cas,  la  moyenne  cherchée 
est  évidemment 

cp(ai)  v^Ri-^-  çC^a)  V/R2-H.  .  .-t-  o(ctf)  \/H,--i-.  .  . 


Dans  le  second  cas,  elle  est  égale  à  o(a'). 

On  voit  que,  suivant  les  cas,  la  moyenne  cherchée  dépend  d'une 
seule  des  valeurs  de  la  fonction  ce,  d'un  nombre  fini  de  ces  valeurs, 
ou  d'une  infinité  dénombrable,  ou  de  toutes  les  valeurs  de  cette 
fonction.  Mais  dans  auéun  cas  il  n'y  a  ambiguïté  sur  le  sens  à  donner 
à  la  moyenne. 
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Sommaire  :  Notions  généialcs.  —  La  iidlion  de  suite  également  dense.  —  Le 
cas  do3  séries  trigonomélriqnes.  —  Exemple  de  cas  dû  l'ordre  des  termes 
inllu(>  sur  la  densité.  —  Exemple  de  suite  non  également  dense. —  Remarques 
sur  l'ordre  des  termes  dans  les  suites  de  fonctions  orthogonales. —  La  notion 
de  suite  normalement  dense.  —  Le  paramétre  diderenliel  du  second  ordre. — 
La  notion  de  moyenne  dans  l'espace^  il.  —  Le  cas  de  la  sphère. 

28.  Notions  générales.  —  L'espace  Q,  d'après  une  notation 
répandue,  est  le  lieu  des  points,  représentant  une  suite  de 
nombres  «,,  «2..  .  .,  «„,.  .  .,  telle  que  i]  a^  converge;  de  plus,  [a) 
désignont  le  point  corres|)ondant  à  cette  suite,  la  distance  r  entre 
deux  points  [a)  et  (6)  est  définie  par  la  fornmie 

(I)  7-^=Zibn-any. 

D'après  cela,  et  d'après  les  résultats  du  Chapitre  VII  de  la  première 
Partie,  l'espace  Q  n'est  autre  chose  que  l'espace  fonctionnel  rapporté 
à  ce  que  nous  avons  appelé  un  système  de  coordonnées  ortJwgonales, 
défini  par  la  donnée  d'une  suite  complète  de  fonctions  orthogonales 

et  normales  /,  (^),  fi  {t),  . .  . ,  /„  (t) Une  fonction  u  définie  et 

continue  dans  l'espace  il  est  alors  la  même  chose  qu'une  fonctionnelle 
U|[:r]|  continue  dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  sommables. 
Mais  les  deux  points  de  vue  peuvent  conduire  à  des  définitions  diffé- 
rentes de  la  moyenne  ou  du  paramètre  différentiel  A  m  ou  AU.  L'objet 
de  ce  Chapitre  est  de  définir  ces  notions  dans  l'espace  0,  et  de  recher- 
cher à  quelles  conditions  ces  définitions  reviennent  au  même  que 
celles  du  Chapitre  précédent  relatives  à  l'espace  fonctionnel. 

Nous  avons  déjà  vu  au  Chapitre  A  II  de  la  première  Partie  les  rela- 
tions entre  les  dérivées  premières  - —  et  la  dérivée  fonctionnelle  U' ; 
^  da„  -^  ' 
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les  dérivées  -t —  sont  les  coefficients  du  développement  de  L  '  en  série 

de  fonctions/;  les  deux  notations  correspondent  au  tnème  vecteur  de 
l'espace.  Nous  en  avons  déduit  l'égalité  des  deux  expressions  du  pa- 
ramètre différentiel  du  premier  ordre  A,U,  qui  représentent,  dans 
l'un  ou  l'autre  système  de  notations,  le  carré  de  la  longueur  de  ce 
vecteur. 


29.  La  notion  de  suite  également  dense.  —  Nous  avons  rappelé 
au  Chapitre  VII  de  la  première  Partie  le  rôle  que  joue,  dan^  la  théorie 
des  changements  de  coordonnées  dans  l'espace  E,^,  l'équivalence  des 
systèmes 

(S„)  '   <?/,.iC/,.i-f- c/,,2C/,,2-f-.  •  •+ c/,.„e/;-,„  =  o 

(  {  h,  k  =  i ,  '2.,  .  .  . ,  n;  /i  ^  k) 

et 

(  cf.,  —  c|^,-t-..  .-Hf2  ,.  =  1, 

(  S'„)  <     ClJ  Cij  -4-  Ci,i  C.2,y-f-.  .  .-f-  Cn,i  Cnj  =  O 

[  (j,  y  =  i,  2,  ....  n;  tVy), 

déduits  l'un  de  l'autre  par  inter\  ersion  des  lignes  et  des  colonnes 
dans  le  tableau  des  /i^  coefficients  Chj-  Nous  avons  vu  aussi  que,  n 
devenant  infini,  les  deux  systèmes  (S)  et  (S')  que  l'on  obtenait  à  la 
limite  n'étaient  pas  nécessairement  équivalents;  mais  le  premier  en- 
traîne le  second  si  l'on  sait  que  les  équations 

«/i  =  c/,,iai -+- c/,.2a2-l-- •  •  (/i  =  i-2.   ...) 

sont  résolubles  par  rapport  aux  a;  et  inversement  le  second  entraîne 
le  premier  si  l'on  sait  que  les  équations 

sont  résolubles  par  rapport  aux  a.  En  d'autres  termes,  si  les  c/,  /  sont 
les  coefficients  d'un  changement  de  coordonnées  dans  l'espacetî,  l'un 
des  deux  systèmes  considérés  ne  peut  pas  être  vrai  sans  l'autre. 

Rappelons  aussi  que,  si  le  système  (S)  est  vérifié  ainsi  que  les  l'ela- 
tions  delà  première  ligne  du  système  (S'),  celles  de  la  seconde  ligne 
en  résultent  nécessairement. 

Au  lieu  d'un  changement  de  coordonnées  de  cette  nature,  considé- 
rons celui  qui  consiste  à  passer  des  coordonnées  ««  à  lafonction  x{i). 
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aulrcnicut  dit  du  |)(iiiii  de  viio  de  Irspacc  ii  à  celui  de  l'espace 
fonctionnel.  Ce  cliaiii^cment  de  cixu'domiées  est  défini  par  les  fonc- 
lionsy'„(/)  qui  remplacent  les  coeflicienls  c/,,  /;  la  variable  f  joue  1(;  rôle 
du  second  indice;;  c'est  un  indice  (|ui  varie  d'une  manière  continue. 
Le  système 

f  fHndt  =  \, 

(2)  {  ,     •    " 

qui  exprime  que  les  fonctions  de  la  suite  (i)  sont  orthogonales  et 
normales,  est  analogue  à  un  des  systèmes  considérés  ci-dessus,  à  cela 
près  qu'il  y  ligure  des  moyennes  au  lieu  de  sommes.  Par  interversion 
des  deux  indices,  c'est-à-dire  ici  de  l'indice  et  de  la  variable  d'inté- 
gration, on  est  conduit  à  considérer  le  système 

i      liin     F„  (  /  )    =1, 

<3)  )  "-^* 

lim    F„(^T)  =  o         (t^z). 


V„{t)    ==F„(/,  0- 

Lorsque  F„  i^t)  convergera  en  moyenne  vers  i  dans  l'intervalle  (o,  j ) 
et  que  F,,  (^,-7)  convergera  en  moyenne  vers  zéro  dans  le  carré 
o<Ci<C'5  o^T^ijen  d'autres  ternies,  lorsqu'on  aura 


(4) 


lim        f      [Yn{t)-iYdt^\, 
lim       /      /     ¥l{t,x)dt  dz  =  o, 


nous  dirons  que  la  suite  (1)  est  également  dense  dans  l  intervalle 
(o,  iV  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  affirmer,  g  {t)  et  h^t^i)  désignant 
des  fonctions  de  carrés  sommables,  que 

lim       /     g{t)¥n^t)dt  =  f    fi(t)dt, 
lim       /      I     h{t,z)¥n{t,z)dt  di^o. 
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Cette  condition  jouera  un  grand  rôle  dans  la  suite.  Avant  d'aborder 
les  questions  qui  forment  lobjet  principal  de  ce  Chapitre,  nous 
présenterons  quelques  remarques  à  son  sujet. 

30.  Remarquons  d'aljord  que  cette  notion  dépend  essentiellement, 
en  général,  de  l'ordre  des  fonctions y„  (t).  Une  suite  également  dense 
peut  cesser  de  l'être  si  l'on  change  l'ordre  des  termes.  Cette  notion 
se  distingue  essentiellement  par  là  de  celles  que  nous  avons  introduites 
jusqu'ici  dans  l'étude  des  suites  de  fonctions  orthogonales.  Nous  ne 
devons  donc  pas  nous  attendre,  même  dans  le  cas  des  suites  com- 
plètes, à  ce  que  le  système  (4)  soit  une  conséquence  nécessaire  du 
système  (2)  qui  exprime  que  les  fonctions  de  la  suite  sont  orthogo- 
nales et  normales. 

Du  moins  en  est-il  ainsi  delà  condition  relative  à  F„  (/).  Celle  rela- 
tive à  F„  (t.  t)  est  toujours  vérifiée  pour  les  suites,  complètes  ou  non, 
de  fonctions  orthogonales  et  normales.  Pour  le  montrer,  nous  allons 
montrer  que  la  valeur  moyenne  de  F„  (^,  t)  dans  le  rectangle  A ,  défini 

par  les  inégalités 

ti<t<t.2,        -i<t<-i, 

tend  vers  zéro  pour  u  infini,  quels  que  soient  ti.  to.  "1,^2;  on  pourrait 
d'ailleurs  remplacer  les  intervalles  (i,,^,)  et  ('ti'-j)  par  n'importe 
quels  ensembles  de  mesures  non  nulles. 

Désignons    par    x  (t)    la    fonction    égale    à   ~^=^=.   dans    l'inter- 

valle  (^(,  t->)  et  nulle  dans  le  reste  de  l'intervalle  (o,  i),  et  par  ç  (t)  la 
fonction  égale  à  — =  dans  l'intervalle  (ti,  To)  et  nulle  dans  le  reste 

v/t2— Tl 

de  l'intervalle  (0,1).  Posons 

r'  I        r'-- 

««=    /     fn{t)X{t)dt=  —=.     /       f„(t}dt, 

Les  fonctions  x  (t)  et  z{f  )  étant  normales,  on  a 

(  «1  a,  H- .  .  .  +  a„  :<„  1-  îi  ('  a  j  —  .  .  .  -r-  a;-j  »  1  a  f  -i-  ...-+-  a,-^  )  1 1 . 

(On  peut  même  remarquer  que  si  les  intervalles  (/,,  /o")  et  (t,  ,  To  ) 
n'ont  aucune  partie  commune  et  si  de  plus  la  suite  (1)  est  complète. 
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les  i'onclions  x  { /.)  cl  l  (  t)  soul  orlhogonales,  cl  la  srrio  ïr/„a,,  a  une 
somme  nulle. 

La  moM'imo  de  V„(  t,  i)  dans  le  reclan"le  A  est  alors 


n{tj—  /|  ]{-..■ 


Son  nuinéliilt'ur  avant  son  module  au  j)Ius  égal  à   i,   elle  tend  bien 
vers  zéro,  ee  qui  établit  le  résultat  énoncé. 

11  est  curieux  de  remarquer  que  si  la  suite  (i)  est  également  dense, 
de  sorle  que  F„  (/,  x)  converge  en  moyenne  vers  i  sur  la  droite  ^  =  t, 
cela  ne  rempèche  pas  de  converger  en  moyenne  vers  zéro  dans  n'im- 
porte quel  carré  ayant  un  segment  de  cette  droite  pour  diagonale,  et  par 
suite,  si  pciit  que  soit  h  positif,  dans  la  région  |  ^  —  x  |  <^  A.  La  même 
circonstance  peut  se  produire  pour  d'autres  droites,  comme  nous  le 
verrons  j)ar  un  exemple  (  n"  32). 

31.  Le  cas  des  séries  trigonométriques.  - —  Prenons  pour  suite  (i) 
la  suite 

(6)        I,        \/-2  Ci^^iT.t,       \fl%'\\\ÎT.(,        ....        \/2C0S2p-t,        )/i  s\n  7.  p  TZ  t ,        .... 

Si  /i  =  2p  +  I ,  on  a 

F„(/)  =    ■ —  [i  -f-  2  cos^a-/  -t-  2  sin"-2-  ^-f- ...  -t-  2  cos-2/17t^  4-  2  sin^amri] 

de  sorte  que  la  suite  considérée  est  également  dense. 

Considérons  maintenant  la  suite  ne  contenant  que  des  sinus 

{7)  \/'is'in-t,     \/'2S\n9.-t,      ...,     /2sinmi<,     .... 

On  a  ]>our  cette  suite 

V,i{i)  =  —  ( i\n-  r.  t  -\-  s\n-  2 - (  -h- .  .  .  -^  ^\n-  rm t  ) 


i  n  (  2  /i  -^  I  )  -  / 1 
■isin-t        ] 


•ce  qui  montre  que  la  suite  (-)  est  aussi  également  dense.  La  même 
conclusion  s'applique  au  cas  des  séries  de  cosinus. 
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Jl  j  a  toutefois  une  différence  entre  le  cas  des  suites  (6)  et  (-).  La 
suite  (7)  fait  apparaître  des  points  exceptionnels.  Nous  appellerons 
ainsi  les  points  de  l'intervalle  (o,  1)  tels  que  F^(/)  ne  tende  pas  uni- 
formément vers  I  dans  leur  voisinage.  Dans  le  cas  de  la  suite  (6), 
¥,1  {t )  tend  uniformément  vers  i  dans  tout  rintervalle,  et  il  n'y  a  pas 
de  points  exceptionnels.  Dans  le  cas  de  la  suite  (7),  au  contraire,  les 
extrémités  de  l'intervalle  sont  des  points  exceptionnels. 

312.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  lorsqu'on  chauge  Tordre 
des  termes  de  la  suite  (()).  On  peut  s'arranger  pour  rendre  exception- 
nelle n'importe  quelle  valeur  t^  de  l'intervalle  (o,  i).  Les  fonctions 
/';)  (^(  )  sont  en  effet  comprises  entre  o  et  2,  variant  effectivement  une 
infinité  de  fois  entre  ces  limites  quand  n  prend  toutes  les  valeurs  en- 
tières; en  changeant  l'ordre  des  termes,  on  peut  donc  s'arranger  pour 
(|ue  la  moyenne  F„  (/,)  de  ces  quantités  tende  vers  Jelle  limite  que 
l'on  veut  entre  o  et  2,  ou  bien  même  n'ait  pas  de  limite.  On  peut  donc 
rendre  exceptionnelle  la  valeur  ^i. 

On  peut  de  même  rendre  simultanément  exceptionnels  un  nombre 
(ini  de  points  donnés  de  l'intervalle  (o,  i),  et  même  une  infinité  dé- 
nombrable  de  points  donnés,  pouvant  constituer  un  ensemble  partout 
dense.  Mais  on  ne  peut  pas  constituer  d'intervalle  exceptionnel,  en 
ce  sens  que  la  moyenne  de  Fn{t),  dans  n'importe  quel  intervalle  fini 
(^,,^2)5  tend  vers  i,  c'est-à-dire  encore  que  F,i(?)  converge  en 
moyenne  vers  i  dans  tout  l'intervalle  (o,  i). 

Pour  le  montrer,  observons  que  les  fonctions  2  cos- pr.t  et  2  sm-p~t 
ont  pour  valeur  moyenne,  dans  l'intervalle  considéré, 

i± =  I  -*- 


Hp  ayant  son  module  inférieur  à  i.  Cette  valeur  moyenne  tend  vers  i 
pour  yc>  infini  Par  suite,  les  fonctions  y„  (/)  étant  les  fonctions  (6), 
rangées  dans  un  ordre  quelconque,  la  valeur  moyenne  de/;, (/)  dans 
l'intervalle  considéré  tend  vers  1,  et  il  en  est  évidemment  de  même 
de  celle  de  F,j(/). 

La  suite  (6)  jouit  donc  de  cette  propriété  d'être  également  dense  et 
de  le  rester  si  Ton  change  l'ordre  de  ses  termes  d'une  manière  quel- 
conque. 

En  ce  qui  concerne  la  condition  relative  à  F„(^,  t),   on  peut  de 


CHAI»,    m.    —    INI'INIÏÉ    DliNOMBUABLE    Dli   COORDO.NNKIÎS.  >.g(} 

inènic  faire  a[)|);uaîlr('  des  lignes  exeepllonnelles  autres  que  la  druilc; 
/  =  T,  sur  les([iielles  F,;(/,  t)  tende  vers  une  limite  non  nulle.  Ainsi, 
|ionr  T  =  1  —  l,  <'l  pour  {"ordre  indicjué  lormule  (()  ),  on  a 

I  H-  2  cns^ir.t  —  '2  si n'^  2-  f  +...-+-  ?.  ros->. //  -f  —  2  sin- v. «-/ 

V  ,„+,  (  /,  i  —  f)  = , 

-t  n  -t-  I 

expressionqui  tend  vers  zéro,  sauf  pour  f  =  o,  -,  ou  i.  Mais  on  [)eut 
changer  l'ordre  des  termes  de  manière  à  favoriser  soit  les  termes  posi- 
tifs, soit  les  termes  négatifs,  et  l'on  peut  s'arranger  pour  que 
V„  {t,  i  —  t)  converge  en  moyenne  vers  telle  valeur  que  l'on  voudra 
de  l'intervalle  ( —  i ,  +1),  limites  comprises.  La  droite  t  =  i  —  t  sera 
alors  exceptionnelle;  mais,  d'après  le  n"  30,  il  n'y  aura  pas  d'aire 
exceptionnelle. 

33.  Exemple  de  cas  où  l'ordre  des  termes  influe  sur  la  densité.  — 
Divisons  l'intervalle  (f),  1)  en  p  intervalles  égaux,  et  désignons  par 

o-^,,  (/)   la  fonction  égale  à  y//>  dans  l'interNalle  ( ^  ~  )  '  ^^  nulle 

dans  le  reste  de  l'intervalle  (o,  1).  Les  fonctions 

(8)  S'p,i(J),     ,'^>,2(0,      ■••,     .¥p,p{n 

sont  orthogonales  et  normales.  Elles  définissent  dans  l'espace  fonc- 
tionnel une  variété  linéaire  représentant  les  fonctions  simples 
d'ordre/?,  au  sens  de  Gâteaux  {voi/n°  13).  La  fonction  la  plus  appro- 
chée d'une  fonction  de  carré  sommable  x{t),  qui  est  représentée  par 
la  projection  sur  cette  variété  linéaire  du  vecteur  qui  représente  x{t), 
est   évidemment   la   fonction   égale,     dans    chacun    des    intervalles 

( j  -  )  j  à  la  moyenne  de  X{f)  dans  cet  intervalle. 

\    P       pj  "  ^        ^ 

Remplaçons />  par  2 p.  Nous  obtenons  une  suite  analogue 

'9)  ^2p,l(,^),       giP,p{t),        ...,       gip^ipi  t). 

En  remplaçant  ces  fonctions  par  des  combinaisons  linéaires  conve- 
nables, on  aura  un  autre  ensemble  de  fonctions  dont  les  combinaisons 
linéaires  représentent  toutes  les  fonctions  simples  d'ordre  2p.  Prenons 
en  particulier  les  fonctions  (8),  et  les  fonctions 

v/2 

égales  à  -\-\/p  et  — s/p  respectivement  dans  les  deux  moitiés  de  1  in- 
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tervalle  ( ^  >  -  )  '  et  nulles  dans  le  reste  de  rintervalle  (o,  i).  Elles 

.    \    P      P'  .     .  , 

sont  bien  normales  et  orthogonales  deux  à  deux.  On  voit  donc  qu  on 

peut  passer  de  l'ensemble  des  fonctions  simples  d'ordre  p  à  l'ensemble 

■des  fonctions  simples  d'ordre  2/?   par  l'introduction  des  p  fonctions 

(10),  qui  sont  normales,  orthogonales  entre  elles  et  aux  précédentes. 

Donnons  ainsi  à  /)  les  valeurs  i^,  2^',  4^':  •  •  •  ^  2-^,  ...  ;  nous  obte- 
nons une  suite  illimitée  de  fonctions  orthogonales  et  normales.  Cette 
suite  est,  de  plus,  complète,  puisque  des  combinaisons  linéaires  des 
n  premières  fonctions  permettent  de  représenter  n'importe  quelle 
fonction  simple  d'ordre  n  =  2^^,  et  par  suite,  si  h  est  assez  grand, 
d'approcher  autant  qu'on  veut,  en  moyenne,  de  n'importe  quelle 
fonction  de  carré  sommable. 

Prenons  cette  suite  pour  suite  des  fn(t)-  Nous  appellerons  fonc- 
tions fn{t)  relatives  à  un  intervalle  celles  qui  sont  partout  nulles 
en  dehors  de  cet  intervalle.  On  peut  s'arranger  pour  ranger  ces  fonc- 
tions dans  un  ordre  qui  favorise  les  fonctions  relatives  à  l'intervalle 
(  o,  -\  1  par  exemple  pour  que  sur  les  n   premières  fonctions  il  y  en 

ait  environ  -  n  relatives  à  cet  intervalle.  Comme  pour  ces  fonctions  la 

4 

moyenne  àe  fUi)  entre  o  et  -  est  2,  celle  de  F„(^)  est  -  x  2  =1  -,  et 
^n{t)  ne  peut  converger  en  moyenne  vers  i . 

D'une  manière  générale,  on  peut  s'arranger  de  manière  à  obtenir 
comme  densité  n'importe  quelle  fonction  \J--{t)  positive,  sommalile, 
et  de  valeur  moyenne  i  dans  l'intervalle  (o,  i).  Il  suffît  que,  sur  les 
n  premières  fonctions,  la  proportion  de  celles  relatives  à  l'intervalle 
(/,,  t.,)  tende  pour  n  infini  vers 

f    [^-{t)dt, 

et  cela  quels  que  soient  /,  et  ^o  entre  o  et  i .  C'est  une  condition  (jue 
l'on  peut  évidemment  toujours  réaliser  en  rangeant  les/,, (f)  dans  un 
ordre  convenable. 

3i  Exemple  de  suite  non  également  dense.  —  Prenons  la  suite  (6) 
pour  suite  des  fonctions/,,  (/)  ;  prenons  comme  nouvelle  variable 

T  =    /     \yï{t)dt. 
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'J-it)  vcrilianl  les  iiu-nies  (-ondilions  qu'au  numéro  prc-cédeut,  cl  ajaiiL 
de  plus  son  module  limité  supérieurement  et  inférieurement,  et 
posons 

Xi  ()=  [li  t  )^{t), 

On  a  évidemment 

f    on{-.)oui-)d-z=  f  fu(t)/K(t)dt. 

••0  «^0 

/        ?A(T)^(-)f/-       ^    f    J',At)X{t)dt. 

Il  résulte  de  ees  formules  rpie  les  fonctions  '■^„{')  sont  orthogonales 
el  normales  dans  Tintervalle  (o,  i),  que  les  coefficients  du  dévelop- 
pement de  X  {l)  en  série  de  fonctions /rt(^)  sont  aussi  ceux  du  déve- 
loppement de  ;(-:)  en  séries  de  fonctions  'f /((":),  et  que  ces  dernières 
fonctions  forment  une  suite  complète.  D'autre  part, 

l[çI(.,^...-^cp^.)]  =  _L^[/KO^...  +  /il(0] 

converge  en  moyenne,  non  vers  i,  mais  vers  — — ,  et  cela  quel  que 
soit  Tordre  des  termes  de  la  suite. 

Les  fonctions  '-p(':)  forment  donc  une  suite  qui  n'est  pas  également 
dense,  et  qui  ne  peut  le  devenir  par  aucun  changement  dans  l'ordre 
des  termes. 


33.  Remarques  sur  l'ordre  des  termes  dans  les  suites  de  fonctions 
orthogonales.  —  Etant  donnée  une  suite  (i),  complète  et  non  également  dense, 
la  question  se  pose  de  reconnaître  si  elle  peut  être  rendue  également  dense  par 
un  changement  convenable  de  Tordre  des  termes  ('  ). 

Il  semble  que  Tordre  convenable,  s'il  existe,  puisse  être  défini  de  la  manière 
suivante  :  les  n  —  i  premières  fonctions  de  la  suite  étant  choisies,  on  choisira, 
parmi  celles  qui    restent,  celle  qui    occupera    le    rang    n.  par   la   condition    de 


(')  Il  résulte  de  la  suite  que  le  problème  analogue  relatif  à  la  notion  de  suite  nor- 
malement dense  (n''40)  est  plus  étroitement  lié  aux  questions  de  calcul  fonclionnel 
que  nous  étudions,  et  a  plus  tle  chance  aussi  d'avoir  une  solution  unique,  si  l'on 
considère  c  )mme  identiques  deux  ordres  qui  donnent  nécessairement  la  même  valeur 

\  \^_|_  .    .  ^  \ 

limite  à  toute  expression  de  la  forme  — ! — — —^,  le?  A„  étant  finis. 
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rendre  minima  rintégrale 

(II)  f    [Fn{t)-,ydt. 

Toutefois,  cela  n"(>t  pas  évident  ;  il  n'est  pas  sur  en  effet. que  ce  mini- 
mum soit  le  même  que  Ton  obtiendrait  en  remettant  en  question  à  chaque 
opération  les  choix  antérieurement  faits.  On  est  sur  que  ce  dernier  minimum 
tend  vers  zéro  s'il  est  possible  de  trouver  un  ordre  tel  que  l'intégrale  (i  i)  tende 
vers  zéro.  Mais  on  n'en  est  pas  sûr  pour  le  minimum  considéré  d'abord;  la  se- 
conde règle  au  contraire,  remettant  en  question  une  infinité  de  fois  le  choix 
de  la  fonction  devant  occuper  un  rang  déterminé,  iisque  de  ne  pas  aboutir  à 
une  définition  précise. 

Dailleurs  la  première  règle  même  peut  donner  lieu  à  ambiguïté  si  plusieurs 
fonctions  conduisent  à  la  même  valeur  de  l'intégrale  (ii).  Tel  est  le  cas  si  Ton 
veut  appliquer  cette  méthode  à  la  suite  (6;.  La  première  fonction  est  nécessai- 
rement [,  mais  pour  le  second  rang  on  peut  hésiter  entre  toutes  les  autres. 

36.  Sans  pousser  plus  loin  Tétude  de  la  question  posée,  remarquons  que  ce 
n'est  pas  aussi  simple  qi/'on  pouriait  le  pen-ci  de  trouver  une  loi  bien  définie 
permettant  de  ranger  dans  un  ordre  bien  déterminé  les  termes  d'une  suite 
complète  de  fonctions  orthogonales  et  noiinales,  de  manière  que  si  deux  suites 
données  diffèrent  par  l'ordre  des  termes  et  non  par  leur  nature,  on  soit  sûr  de 
reconnaître  leur  identité  en  les  rangeant  dans  l'ordre  ainsi  défini.  Une  telle  loi 
doit  être  telle  que  : 

i"  Etant  données  deux  fonctions  différentes,  on  saclie  toujours  délerminer 
leur  ordre  relatif; 

T.°  Etant  donnée  une  fonction  de  la  suite,  celles  qui  la  précèdent  dans  l'ordre 
à  définir  soient  en  nombre  fini. 

Ainsi,  on  peut  chercher  à  ranger  les  fonctionsy„(  /  )  dans  l'ordre  dds  |  y.„  | 
décroissants.  a„  désignant  la  projection  de /"„(<)  sur  une  direction  de  l'espace 
fonctionnel,  soit 


'•"=    f    fn(t)o{t)dl. 


Plusieurs  a,j  peuvent  être  égaux  en  valeur  absolue;  dans  ce  cas,  parmi  les 
fonctions  correspondantes,  on  rangera  d'abord  celles  pour  lesquelles  a„  est  po- 
sitif, et  s'il  y  en  a  plusieurs  on  fera  intervenir  la  projection  sur  une  autre  di- 
rection. On  arrivera  ainsi  toujours  à  savoir  l'ordre  relatif  de  deux  fonctions 
fnit).  De  plus,  £a,^  étant  fini,  toute  fonction  pour  laquelle  a,;  ne  sera  pas  nul 
aura  un  rang  fini.  Mais  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  certains  a„  nuls,  tandis  qu'une 
infinité  d'autres  ne  seraient  pas  nuls.  Les  fonctîonsy„(n  correspondant  aux  a„ 
nuls  devraient  être  précédées  d'une  infinité  d'autres.  Il  n'est  pas  possible  aloi- 
d'arriver  par  le  moyen  proposé  au  résultai  de  ranger,  suivant  une  loi  bien  dé- 
terminée, les  termes  d'une  suite  quelconque.  Nous  allons  indiquer  un  procédé 
qui  semble  lié  à  la  question  de  rendre  une  suite  également  dense. 
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37.  Itc^ij^iiuiis  par  $„yt)  hi  funci  imi  |)rimilivf  <it'y«(0  avant  sa  valeur 
iin>y<MMir  nulle  dans  rinl<'r\allc  (o.  i  ).  (•■(•si-à-dire  que  la  conslanle  d'intégralinn 
e«l  déici  iniiiée  de  niaiiirre  à   rendre  iiiiniiii;i   linléiîmle 


l„=   f    ^},U)dt. 


l/ordic  .|ue  nous  edusidérons  es|  eeiui  des  l„  décroissants.  I„  ne  pouvant  pas 
être  nul,  pour  montrer  (pu-  eliaipie  fonction /„(/)  aura  un  rang  fini,  il  suffit  de 
montrer  que  l„  tend  ver*  zéro.  Nmi-  iikmiI  nion- même  que  la -érie  X  !„  est  eon- 
vergeiile  : 

Hoprésentonsy,,!  f  )  pai'  la  >érie  de  -inu- 

/«i  ')  =  ^«.1  ?i(0  -••••-*-  c„^/,  '^,,(/  I-+- 

où 

r/^(0  =  V^'-  sin/>-/. 
I.a  fonction  ^n{t)  a  aloi-  la   \aleur 

T.       '  p- 

en  po<anf 

'!>/,  (t)  =—  y/>.  cos/j  -  (. 

Les  fonctions  «!>,,{  t)  étant  orthogonales  et  normales,  on  a 

,    _     I    /   .,       .  I      ., 

'il  —    —    1    '';";.!    ~^  •••■+"    ~^  C";,/)  ■ 

V.n  posant 

^'\  .p  ~^  ^2./>  ^~  •  •  •  -T-  (*/"/./)  =  ^>l,p  =  I  ) 

on  .\ 

(li)     l.^Ij  — ...+  F„ 

=  Z^  (*«.I-^  •••^  A^»,/-^--.  )    <-^(l-...—  -^-4-...)    =^- 

"-  \  P-  /        --  \  p-  /        6 

Lorsque  n  augmente.  s„p  tend  en    croissant   vers    i.    de   sorte   que  ZI„  tend 

\ers  -•   Pour  une  valeur  finie  de  n.  comme 
0 

^n  .\^  ^  n  .1~^  •  •  ■  "t-  S  ,ip     -  .  .  .  =   n, 

le  maximum  de  la  somme  i  12  i  ^obtient  en  rendant  le»  /;  premières  de  ce- 
sommes  égales  à  1  et  les  autres  à  zéro.  Ces  conditions  sont  réalisées  si  Ton 
prend  la  suite  des  o«(  0  p<'nr  suite  desy„(<  ),  ou  d'une  manière  générale  si 
l'on  prend  pmir  les  n  preniières  fonction-  y,,!  t)  des  comidnaisons  des  n  pre- 
mières fonctions  o„(  t  ).  Le  maximum  de  Ij  -i-  I2 -f-  .  .  .  -^  l„  est  donc 


-.(■--  + 
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il  est  atteint  pour  toutes  les  valeurs  de  n  si  Ton  prend  la  suite  des  C6„(^)  comme 
suite  des/,i(^).  Les  I„  étant  rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante,  ou  du 
moins  non  croissante,  le  maximum  de  I„  est 

I      /         I  I 

nr.-  \  4  n  - 

il  peut  être  atteint  en  prenant  pour  les  n  premières  fonctions  y„(i!j  des  combi- 
naisons des  n  premières  fonctions  çp„(  t )  telles  que  Ii  =  I2  =  •  •  •  =  I/i-  Naturel- 
lement, pour  une  suite  déterminée  de  fonctions  f,i(J),  cette  circonstance  ne  se 
présente  que  pour  une  seule  valeur  de  n. 

38.  D'après  ce  qui  précède,  une  fonction  deda  suite  (  i)  ne  peut  être  précédée,, 
dans  Tordre  défini  par  la  condition  que  les  l,i  soient  décroissants,  ou  du  moins 
non  croissants,  que  par  un  nombre  fini  de  fonctions.  Mais  il  jjcut  arriver  qu'il 
y  ait  à  un  certain  moment  indétermination  pour  Tordre  entre  un  nombre  fini 
de  fonctions  donnant  la  même  valeur  à  I„,  et  naturellement  cette  circonstance 
peut  se  reproduire  une  infinité  de  fois. 

La  règle  la  plus  naturelle  à  adopter,  pour  rester  dans  le  même  ordre  d'idées, 
est  de  considérer  les  intégrales  analogues  à  I„,  obtenues  en  remplaçant  § n^ t) 
par  ses  intégrales  successives,  la  constante  d'intégration  étant  définie  cliaque 
fois  par  la  même  règle  que  pour  -t„(  t).  Ces  intégrales  ont  la  valeur 

Si  les  intégrales  \„  relatives  à  deux  fonctions  sont  égales,  on  comparera  les  va- 
leurs de  I„  2,  piii^j  '^  ii  y  a  lieu,  celles  de  1„_.3,  et  ainsi  de  suite.  ()u  arrivera  ainsi 
à  définir  Tordre  relatif  des  deux  fonctions,  sauf  dans  les  cas  où  les  coefficients 
correspondants  de  leurs  développements  en  séries  de  fonctions  ^/;(^)  sont 
égaux  au  signe  près.  Dans  ce  cas,  on  [lourra  les  classer  d'après  les  signes  des 
premiers  coefficients  différents. 

39.  Cet  ordre  paraît  lié  à  la  question  des  suites  également  denses  parce  qu'il 
ne  fait  apparaître  pour  la  classification  aucune  fonction  de  t  arbitrairement 
choisie.  Dans  les  intégrales  considérées,  on  accorde  des  poids  égaux  à  des  in- 
tervalles égaux. 

Toutefois,  la  condition  d'égale  densité  [)résenleun  caractère  d'invariance  que 
ne  présente  pas  Tordre  que  nous  venons  de  définir.  Dans  la  définition  de  légale 
densité,  deux  intervalles  égaux  jouent  le  même  rôle,  en  ce  sens  que  leur  ordre 
n'intervient  pas.  On  peut  diviser  l'intervalle  (o,  i)en  intervalles  quelconques  et 
changer  leur  ordre;  cette  opération  définit  un  changement  de  variables  qui 
transformé  une  suite  complète,  également  dense,  de  fonctions  orthogonales  et 
normales^  en  une  suite  de  même  nature.  Aucun  de  ses  caractères  n'est  altéré. 
Or  par  cette  opération  Tordre  que  nous  venons  de  définir  est  altéré. 

Il  n'est  d'ailleurs  pas  possible  de  définir  un  ordre  qui  ne  soit  pas  altéré  dans 
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CCS  conditions.  Vn  riït-t,  à  ce  point  de  vue,  les  fonctions 

Ofti t)  =  ^'1  %\n pr.  t, 

qni  ont  ini'nic  fonction  s<inini;it(iiii\  a|)[iaraisscnl  comme  identicjncs,  cl  cela  est 
lié  an  fait  qne  lenr  ordre  est  intliiïéicnl  ponr  la  formation  d'nne  snile  égale- 
ment dense,  four  les  ranger  snivanl  un  ordre  déterminé,  il  faut  faire  inter- 
venir des  considérations  de  nature  différente. 

D'après  ces  remarques,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'attendre  à  ce  que  l'ordre  défini 
n*"  37  et  39  résolve  la  question  posée  au  n°  35.  Il  est  facile  de  le  vérifier  par 
des  exemples.  Il  suffit  de  généraliser  Tcxemple  du  n"  33  (fonctions  simples 
d'ordre  a'*)  en  remplaçant  des  intervalles  égaux  par  des  intervalles  variant  en 
progression  géométri(|U('. 

40.  La  notion  de  suite  normalement  dense.  — -  La  notion  de  suite 
également  dense  suffit  pour  les  résultats  que  nous  nous  proposons 
d'obtenir,  dans  le  cas  des  fonctionnelles  normales.  Dans  le  cas  des 
fonctionnelles  générales,  il  faut  introduire  une  notion  un  peu  plus 
restrictive. 

Considérons  une  répartition  de  masses  à  l'intérieur  du  carré 
o-<i<^r,  o<;t<^i,  symétrique  par  rapport  à  la  diagonale  /  =  t, 
ne  comportant  aucune  masse  finie  située  sur  cette  diagonale,  et  telle 
que  la  fonctionnelle  du  second  degré 

(i3)  C  fx{t)x(z)d'i^ 

correspondant  à  cette  répartition  soit  finie,   et  par  suite  continue, 
dans  le  champ  des  fonctions  de  carrés  sommables. 

Nous  dirons  que  la  suite  (i)  est  normalement  dense  si  : 

i"  La  fonction  F«(<)  converge  en  moyenne  vers  i  dans  l'inter- 
valle (o, i) ; 


2°  L'intégrale 


II 


F«(^  T)rf* 


tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  cjuelleque  soit  la 
fonctionnelle  additive  à  variation  bornée  <!>,  liée  à  une  réparti- 
tion de  masses  de  la  nature  considérée. 

La  condition  que  la  fonctionnelle  (i3)  soit  continue  dans  le  champ 
des  fonctions  de  carrés  sommables,  exclut  la  possibilité  que  des 
masses  finies  soient  situées  dans  un  ensemble  dont  la  projection  sur 
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l'un  des  axes  ait  une  mesure  nulle.  Un  ensemble  susceptible  de  con- 
tenir des  masses  doit  donc  avoir  une  mesure  linéaire  positive;  en 
d'autres  termes,  contenir  au  moins  une  ligne,  et  la  condition  2"  ci- 
dessus  revient  à  dire  que  F,,  [t,  -)  converge  en  moyenne  vers  zéro  sur 
toute  ligne  autre  que  la  droite  i  =  t  ou  une  parallèle  aux  axes.  Si  une 
suite  également  dense  n'est  pas  normalement  dense,  c'est  donc  qu'il 
existe  des  lignes,  autres  que  la  droite  ;=:t  ou  des  parallèles  aux  axes, 
sur  lesquelles  F„(^,  -:)  ne  converge  pas  en  moyenne  vers  zéro.  Nous 
appellerons  ces  lignes  lignes  exceptionnelles  de  la  suite  considérée. 
Lorsqu'une  suite  est  normalement  dense,  nous  dirons  que  l'ordre 
de  ses  termes  est  normal;  nous  dirons  dans  le  même  cas  que  les  axes 
de  coordonnées  correspondants  sont  rangés  dans  un  ordre  normal. 
Cet  ordre  normal  n'est  d'ailleurs  pas  complètement  déterminé.  Si  par 
exemple  on  considère  une  suite  partielle  de  fonctions  /n{t)  d'indices 

/i,,  /?o,  ....  np^  ...,  tels  que  la  densité  moyenne  —  des  termes  de  cette 

suite  dans  la  suite  de  toutes  les  fonctions  f ,}{{-)  tende  vers  zéro,  ces 
fonctions  sont  sans  influence  sur  la  valeur  limite  de  F;j(;,  t)  [du 
moins  si  les  fonctions /«(f)  sont  finies]  ;  il  est  alors  indifférent,  soit 
de  changer  l'ordre  des  termes  de  cette  suite  partielle,  soit  de  dé- 
placer ses  termes  par  rapport  aux  autres,  mais  de  manière  que  leur 
densité  moyenne  continue  à  tendre  vers  zéro.  Au  contraire,  si  l'on 
effectue  un  changement  qui  fasse  varier  la  valeur  limite  de  la  densité 
d'une  suite  partielle  de  fonctions /„(?),  il  est  impossible  que  l'ordre 
reste  normal  [voir  n"  43).  L'ordre  normal  est  donc  déterminé,  à  cer- 
taines substitutions  près,  qui  forment  un  groupe,  indépendant  du 
choix  des  fonctions /„(/). 

41.  Le  paramètre  différentiel  du  second  ordre.  —  Dans  l'espace  Q, 
ce  paramètre  est  défini  par  la  formule 

,.        i   f(y^u       à- Il                  â' Il 
\ii  z^    1 1  m    — 1 -i_ . .  .  -}-  . 

C'est  la  moyenne,  et  non  la  somme  des  dérivées  -—;  qu'il  y  a  lieu  de 

considérer,  cette  somme  étant  en  général  infinie.  Si  nous  considérons 
par  exemple  une  fonctionnelle  du  second  degré  de  la  forme 

j<  =  c  1  a f  H-  C2  « 8  -+- .  .  .  -H  c„  a,7  -H  .  .  . , 
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elle  sera  définie  el  continue  si  les  c„  sonl  liinilés  supérieurement.  Le 
piuamètrc  (liHV-rciil  ici  du  premier  ordre 


A,  a  = 


"=2(j£)  =''2^«^'' 


est  alors  bien  délini  ;  mais  la  somme  des  dérivées  secondes  ac^  est 
en  général  infinie,  tandis  que  leur  moyenne,  qu'elle  ait  une  limite  ou 
soit  indéterminée,  reste  finie. 

Supposons  maintenant  que  a  représente,  dans  le  système  de  coor- 
données orthogonales  délini  par  la  suite  (i),  une  fonctionnelle 
L  I  [j7(/)]  |,  avant  une  variation  seconde  de  la  forme  normale 


-'  U  =   r    Ua.a(oa:)2  dt-h  r     f    L!',.,-.  <'X  Zx^  dt  dt^ , 
et  demandons-nous  si  lu,   calculé  comme  il    vient   d'être    dit,    est 

=  f   V,.dt, 


I  I  i 


égal  à 


AU 


paramètre  diflférentiel  calculé  au  point  de  vue  du  Chapitre  II. 

Par  définition  de  la  variation  seconde,  -:— ^  n'est  autre  chose  que  la 
variation  o-U,  calculée  pour  ox  =zf„(^t).  On  en  déduit 

I  /  à- Il  â-  ii.\ 

II  \Oa'l    ■   •  ■  ■       ôafi ) 

=  f   L-;.-î[/f(0-(-...+/,7(0]''/ 
i/o  '' 

La  fonction  U^.  est  nécessairement  une  fonction  mesuraljle  bornée, 
et  U',.,,  uiT^6  fonction  de  carré  sommable  (U,  et  par  suite  o-U,  étant 
supposés  définis  dans  le  champ  des  fonctions  ox  de  carrés  som- 
mables).  Si  alors  la  suite  (i)  est  également  dense,  l'expression  précé- 
dente tend  vers  AU.  Donc  lu  existe  et  l'on  a 

(i5)  A«  =  AU. 

42.  Considérons  maintenant  le  cas  où  o-U  n'est  assujetti  à  aucune 
autre  condition  que  d'être  définie  dans  le  champ  des  fonctions  de 
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carrés  sommables.  En  distinguant,  dans  la  répartition  de  masses 
liées  à  o-U,  celles  qui  peuvent  être  situées  sur  la  droite  i  =  t,  il 
vient 

(i6)  o2U=    r   \j",:{oxy-dt~ffox{t)ox{-.)d^, 

$  étant  une  fonctionnelle  additive  à  variation  bornée  de  l'espèce  con- 
sidérée n°  40.  Il  vient,  comme  au  numéro  précédent, 

Si  la  suite  des  fonctions  fn{t)  est  normalement  dense,  il  suffit  de 
faire  augmenter  n  indéfiniment  pour  retrouver  la  formule  (la),  qui 
s'applique  ainsi  dans  ce  cas  à  toute  fonctionnelle  continue  admettant 
une  variation  seconde. 

Ainsi,  en  supposant  de  toute  façon  la  suite  (i)  également  dense, 
il  suffît  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  formule  (i5),  soit  qu'elle  soit 
de  plus  normalement  dense,  soit  que  la  variation  seconde  o-U  ait  la 
forme  normale  (i4)-  Si  aucune  de  ces  conditions  n'est  remplie,  cest- 
à-dire  si  d'une  part  il  existe  des  lignes  exceptionnelles  pour  la  suite  (i), 
si  d'autre  ipart  il  en  existe  pour  la  répartition  de  masses  liées  à  la 
variation  o-  U,  le  raisonnemeut  précédent  peut  être  en  défaut.  Mais  il 
faut  évidemment,  pour  que  la  formule  (i6)  cesse  d'être  exacte,  qu'une 
même  ligne  soit  exceptionnelle  aux  deux  points  de  vue,  en  ce  sens 
qu'elle  contienne  des  masses  finies  et  que  ^n{t^  '^)  ne  converge  pas 
en  moyenne  vers  zéro  sur  cette  ligne.  Il  n'y  aurait  aucune  difficulté  à 
passer  de  la  formule  (i~)  à  la  formule  (i5)  si  des  masses  finies  sont 
réparties  sur  une  ligne,  et  que  sur  une  ligne  difi^érente  de  la  précé- 
dente F„(^,  t)  cessait  de  converger  en  moyenne  vers  zéro. 

43.  Remarque.  —  Considérons  une  fonctionnelle  de  la  forme 

les  Cji  restant  finis  sans  tendre  vers  une  limite.  Il  est  évident  que  pour 
une  telle  fonctionnelle,  \u  dépend  effectivement  de  l'ordre  des  fonc- 
tions y„(f),  et  ne  peut  pas  rester  constamment  égal  à  AU.  Il  est  donc 
impossible  que  la  suite  (i)  reste  normalement  dense  pour  un  change- 
ment de  l'ordre  des  termes  qui  fasse  varier  \it.  Tel  est  le  cas,  à  condi- 
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lion  (Je  clioisir  //  convcnablemeiil,  pour  tonl  cliangement  faisant 
varier  la  densilé  moyenne,  clans  la  suite  des  lonclions  /«(O?  ^*'^ 
termes  d'une  .suii(>  parlicUo  de  ces  fondions.  Le  résultat  énoncé  n"  iO 
est  donc  établi. 

Ainsi,  la  fonctionnelle 

/     x{()t(i  —  f)dl  =  as-t-  aj  —  a!H-.  .  . -f- (— 1)"+' a^ -+- .  .  . 

[en  prenant  la  suite  (6)  pour  suite  des  fondions  /n{i)]  6st  har- 
monique dans  l'espace  fonctionnel,  c'est-à-dire  annule  AU.  Elle 
annule  aussi  d?/,  si  l'on  conserve  l'ordre  des  termes  indiqué  par  la 
formule  (6)  ;  mais  en  changeant  cet  ordre,  en  favorisant  systématique- 
ment soit  les  cosinus,  soit  les  sinus,  on  peut  donner  à  Aw  n'importe 
quelle  valeur  de  l'intervalle  ( —  2,  -\-  2),  limites  comprises. 

La  même  circonstance  ne  peut  pas  se  produire  pour  la  suite  ((3)  et 
unci  fonctionnelle  normale;  cette  suite  restant  également  dense  si  l'on 
change  l'ordre  des  termes,  A«  conserve  la  même  valeur. 

44.  La  notion  de  moyenne  dans  l'espace  Q.  —  On  peut,  dans  l'es- 
pace ù  comme  dans  l'espace  fondionnel,  définir  la  moyenne  d'une 
fonction  dans  un  certain  domaine.  La  marche  à  suivre  est  tout  à  fait 
analogue. 

Nous  considérerons  comme  n''™*  section  de  l'espace  Q  l'ensemble  E„ 
des  points  pour  lesquels 

ttn+l  =  <ï«+2  ^  ■  •  ■  =  O. 

Une  fonction  u  se  réduit  dans  cette  section  à  une  fonction  Un 
de  rt|,  r/o,  . . .,  On-  On  forme  sa  moyenne  dans  le  domaine  \„,  section 
par  E;,  d'un  domaine  V  de  l'espace  Q.  La  limite,  pour /^  Infini,  est  par 
définition  la  moyenne  de  u  dans  le  domaine  V. 

Ainsi,  l^moyenne^de  u  dans  la  sphère  2,  d'équation 

•(18)  al^al^...-hal-h...=  ï\\ 

est  la  limite  de  la  moyenne  de  ^«(rt,,  «05  •  •  •■>  cin)  dans  la  sphère  S,j 

d'équation 

a\-\-  al -\- .  .  . -\-  aj,  =  R^. 

On  remarque  que  celte  sphère  a  pour  rayon  R,  et  non  yAï,  comme 
la  sphère  analogue  qui  Intervient  au  point  de  vue  exposé  Chapitre  IL 
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Les  principaux  résultats  du  Chapitre  II  s'appliquent  évidemment 
avec  cette  nouvelle  définition  de  la  moyenne.  11  est  toujours  vrai  que 
le  volume  d'une  sphère  soit  concentré  sur  sa  surface,  de  sorte  que  la 
moyenne  d'une  fonctionnelle  finie  et  continue  ne  dépend  que  des 
valeurs  prises  sur  la  surface.  De  même,  si  la  fonctionnelle  u  est  uni- 
formément continue,  le  volume  de  la  sphère  est  concentré  près  d'une 
seule  des  surfaces  de  niveau  u  =  const.,  de  sorte  que  cette  fonction- 
nelle a  presque  partout  la  même  valeur.  Les  démonstrations  sont  les 
mêmes  qu'au  Chapitre  II. 

Il  s'agit  maintenant  de  rechercher  si  la  moyenne  définie  dans 
l'espace  0,  et  celle  définie  Chapitre  II,  sont  égales.  C'est  ce  que  nous 
allons  examiner  dans  le  cas  de  la  sphère. 

45.  Le  cas  de  la  sphère.  —  Plaçons-nous  sur  la  surface  de  la 
sphère  S,  définie  par  la  formule  (i8). 

Une  fonctionnelle  du  premier  degré  a  évidemment  pour  moyenne 
sa  valeur  au  centre  de  la  sphère. 

Considérons  maintenant  le  cas  d'une  fonctionnelle  homogène  du 
second  degré.  Nous  devons  d'abord  chercher  sa  moyenne  sur  la 
sphère  S^,  n'^"'*  section  de  la  sphère  S.  C'est  un  résultat  connu,  et 
d'ailleurs  d'une  vérification  immédiate,  que  celte  moyenne  est 

R2   /d'-u        (Pu  d'^u\ 

in  \oai        uni  àa}j 

A  la  limite,  pour  n  infini,  on  trouve  que  la  moyenne  de  u  sur  la 

R^ 
sphère  S,  au  point  de  vue  de  l'espace  Q,  est  —  ^.u. 

Nous  savons  qu'au  point  de  vue  du  Chapitre  II,   cette  moyenne 

R2 

est  -  AU. 

Les  conditions  pour  que  les  deux  définitions  soient  équivalentes 
sont  celles  pour  que  A;/ =  AU.  Il  suffit  que  la  suite  (i)  soit  nor- 
malement dense. 

46.  Dans  le  cas  des  fonctionnelles  de  degré  quelconque,  on  peut 
généraliser  le  résultat  précédent  en  s'appuyant  sur  la  théorie  des 
fonctionnelles  harmoniques,  que  nous  développerons  plus  loin.  Nous 
Verrons  que  : 

i**  Une  fonctionnelle  harmonique,  uniformément  continue  àl'inté- 
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« 

rieur  d'une  sphère,  est  bien  clélinle  par  ses  valeurs  à  la  surface;  élant 
donnée  une  lonclionnellc  iiniloriiHMiicnt  continue,  définie  sur  la  sur- 
face, il  existe  une  fonclionnelle  liarnionique  cl  une  seule,  continue 
à  l'intérieur  de  la  sphère,  et  égale  sur  sa  surface  aux  valeurs 
données; 

2°  La  valeur  dune  telle  fonctionnelle  au  centre  de  la  splière  est 
égale  à  la  moyenne  des  valeurs  qu'elle  prend  sur  la  surface. 

Ces.  résultats  sont  vrais  aussi  hien  au  point  de  vue  de  l'espace 
fonctionnel  qu'au  point  de  vue  de  l'espace  Q.  Si  la  suite  (i),  qui 
définit  le  passage  d'un  point  de  vue  à  l'autre,  est  normalement  dense, 
les  fonctionnelles  harmoniques  sont  les  mêmes  à  l'un  et  l'autre  point 
de  vue.  La  moyenne  d'une  fonclionnelle  unifoiinémenl  continue  sur 
une  sphère,  définie  comme  étant  la  valeur  au  centre  de  la  fonction- 
nelle harmonique  égale  sur  la  surface  à  celle  donnée,  est  donc  la 
même  à  l'un  cl  l'autre  point  de  vue. 

L'identité  des  deux  notions  de  moyenne  est  donc  établie,  dans  ce 
cas  de  la  sphère,  moyennant  les  hypothèses  que  la  fonctionnelle 
considérée  soit  uniformément  continue,  et  que  la  suite  (i)  soit  nor- 
malement dense. 

47.  Un  autre  procédé  consiste  à  établir  que  les  formules  de 
Gâteaux,  relatives  au  cas  des  fonctionnelles  de  la  forme 

(19)        ^=f        f      ...     f     0[T((i),x(t,),   ...,X(tf,),ti,t,,...,t,,]dtidt.2..-dtp, 

sont  valables  à  notre  nouveau  point  de  vue  et  qu'il  en  est  de  même 
pour  la  forme  plus  générale,  considérée  n°  18,  obtenue  en  n'intégrant 
que  sur  une  surface  située  dans  le  volume  d'intégration  précédent, 
du  moins  en  imposant  à  ces  surfaces  la  condition  qu'aucun  des  t  ne 
reste  constant  (sinon  la  fonctionnelle  U  ne  serait  pas  continue).  Les 
deux  notions  de  moyenne  reviendront  alors  au  même,  dans  le  cas  de 
la  sphère,  pour  les  «  polynômes  généralisés  »,  sommes  de  fonction- 
nelles de  cette  forme,  et  pour  les  séries  uniformément  convergentes 
de  tels  polynômes,  c'est-à-dire  pour  une  catégorie  très  étendue  de 
fonctionnelles  uniformément  continues. 

Or  les  formules  de  Gâteaux,  d'après  le  n°  19,  reposent  essentielle- 
ment : 

1"  Sur  la  loi  de  probabilité  de  x(-)j  d'où  résulte  que  ©[j^-^-rj]  a 
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pour  valeur  moyenne 

(•20)  -7!=  /        ?(0e     ''d^; 

y -2  T.  J—  X 

2°  Sur  l'indépendance  des  lois  de  probabilité  de  x{-.^)^  x{i-j)^  ..., 
x{'Zp)^  en  désignant  par  t,,  To,  ...,  ip  des  nombres  distincts  de 
l'intervalle  (o,  i). 

Il  suffît  de  démontrer  que  notre  nouveau  point  de  vue  ne  change 
rien  en  ce  qui  concerne  ces  lois. 

Pour  avoir  la  loi  de  probabilité  de 

x{i)  =  ai/i(-)  +  «2/2(1:)  H-...-+-a„/„(T) -+-... 
dans  la  sphère  S,  il  faut  d'abord  chercher  celle  de 

(2IJ  Xn{-)  =  «|/l(T)  +  a2/2(-)  +.••+««/«(-) 

dans  la  sphère  S^.  Or  j?,i(t)  est  la  distance  à  un  plan,  multipliée 
par  y//?F„(T);  sa  loi  de  probabilité  est  celle  relative  à  la  distance  à  un 
plan,  dans  la  sphère  de  rayon  Rv//rK„(T).  Si  F«(-)  tend  vers  i,  on 
arrive  donc  à  la  même  loi  de  probabilité  qu'au  n**  19.  Comme  Fre(T) 
converge  seulement  en  moyenne  vers  i ,  il  peut  y  avoir  exception 
pour  certaines  valeurs  de  t,  constituant  un  ensemble  de  mesure  nulle. 
Mais  cela  ne  peut  faire  aucune  différence  pour  l'étude  des  fonction- 
nelles continues,  cjui  ne  peuvent  pas  dépendre  des  valeurs  de  x  pour 
les  points  d'un  tel  ensemble.  Ainsi,  pour  une  fonctionnelle  du  type 

(22)  f  ?[^(0,  t]dt, 

la  formule  de  Gâteaux  est  certainement  applicable.  C'est  seulement 
pour  des  fonctionnelles  dépendant  de  certains  points  particuliers, 
telles  que  cp[^(T)],  qu'il  peut  arriver  que  cette  formule  ne  s'applique 
pas  à  notre  nouveau  point  de  vue. 

Cherchons  maintenant  si  les  lois  de  probabilités  de  .'r(':i), 
ip('ï^),  ...,  x[xp)  sont  indépendantes,  Ti,  Tj,  ...,  t^  désignant  des 
nombres,  tous  différents,  de  l'intervalle  (0,1). 

JNous  savons  que  les  distances  à  p  plans  d'un  point  de  la  sphère  S 
ont  des  lois  de  probabilités  indépendantes,  à  condition  que  ces  plans 
soient  distincts.  Or  deux  de  ces  plans,  correspondant  à  des  valeurs  t 
et  T  du  paramètre  f,  étant  les  limites  des  plans  F„(<)=:o  et  F«(t)  =  o 
de  l'espace  £«,  leur  angle  9  est  la  limite  de  l'angle  ()„  défini  par  la 
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lonnulc 

cos  0„  = 


^Vn(t)V,,{z) 


cl  il  II  y  aura  aiicimc  (lifliciillc  si  celle  limile  existe  cl  n'esl  pas  nulle, 
ou  (lu  moins  si  0,^  leslc,  quand  /i  augmente  indéfinimenl,  su[)érieur 
à  un  nombre  positif  s  (el  inférieur  à  -  —  s). 

Or  F,i{t)  et  Frt(T)  convergeant  en  moyenne  vers  i,  cl  F,j(<,  ~) 
tendant  en  général  vers  zéro,  puisque  t  etTSont  difTérents,  cosO«  tend 
en  général  vers  zéro,  el  0„  vers-- 

Supposons  la  suite  (i)  normalement  dense.  Les  points  excep- 
tionnels t,  X  (autres. que  ceux  de  la  droite  t=^'z),  pour  lesquels  il 
n'en  serait  pas  ainsi,  constituent  un  ensemble  de  mesure  nulle  en 
projection  sur  chacun  des  deux  axes.  Comme  nous  ne  considérons 
que  des  fonctionnelles  continues,  on  peut  changer  les  valeurs  dex(l) 
pour  les  points  d'un  tel  ensemble  sans  changer  la  valeur  de  la  fonc- 
tionnelle, et  il  est  indifférent  que  les  lois  de  probabilité  de  x{t) 
et  x{-),  t  el  -z  étant  deux  de  ces  points,  ne  soient  pas  indépendantes. 
Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  des  suites  également  denses; 
les  lois  de  probabilité  de  F(^)  et  F(t)  peuvent  alors  cesser  d'être 
indépendantes  pour  certaines  lignes  exceptionnelles.  Les  formules 
de  Gâteaux,  et  par  conséquent  notre  théorème  sur  ridentilé  des 
deux  définitions  de  la  moyenne,  subsistent  si  la  fonctionnelle  U  est 
normale,  c'est-à-dire  si  l'intégrale  (19)  généralisée  ne  contient  pas 
de  groupes  de  points  distincts  jouant  un  rôle  particulier,  et  même 
dans  le  cas  plus  général  où  sa  variation  seconde  a  la  forme  normale, 
c'est-à-dire  si  l'intégrale  (19)  généralisée  ne  contient  pas  de  couples 
de  deux  valeurs  distinctes  de  f ,  soit  /  et  t,  jouant  un  rôle  particu- 
lier; cela  signifie  que  l'intégration  par  rapport  à  f  et  t  (celles  par 
rapport  aux  autres  variables  ti  étant  supposées  effectuées)  est 
effectuée  dans  une  aire  ou  sur  la  ligne  ^  =  t,  mais  pas  sur  une  ligne 
exceptionnelle;  il  importe  peu  alors  que  pour  les  points  d'une  telle 
ligne  les  lois  de  probabilité  de  x{t)  el  x{~)  cessent  d'être  indépen- 
dantes. Le  résultat  subsiste  encore,  naturellement,  si  o'^\]  n'étant 
pas  norniale,  sa  définition  introduit  de  telles  lignes  exceptionnelles, 
mais  qu'elles  soient  distinctes  des  lignes  exceptionnelles  relatives 
à  la  suite  (i). 


CHAPITRE  IV. 


LA  iMESURE  DES  VOLUMES  ET  DES  SURFACES 

ET  LA  GÉOMÉTHIE  DES  SUHFACES  DANS  L'ESPACE  FONCTIONNEL. 

APPLICATIONS  A  LA  NOTION  DE  MOYENNE. 


Sommaire  :  La  mesure  des  volumes  et  des  surfaces.  —  La  notion  d'intégrale. 
—  La  variatiou  de  l'aire  d'une  surface.  —  Relations  entre  un  volume  et  la  sur- 
face qui  le  limite.  —  Variation  d'un  volume.  —  Les  variétés  à  w  —  2  dimen- 
sions. —  Décomposition  en  carrés  d'une  forme  quadratique.  —  Forme  nor- 
male de  Gâteaux.  —  Forme  normale  quelconque.  —  Forme  générale.  —  Le 
volume  de  l'ellipsoïde. —  Les  sections  planes  de  l'ellipsoïde.  —  L'indicatrice 
et  la  courbure  totale  d'une  surface.  —  La  courbure  géodésique  totale  et  le 
théorème  de  Gauss.  —  Propriétés  des  surfaces  parallèles.  —  Propriétés 
des  contours  parallèles  tracés  sur  une  surface.  —  La  notion  de  valeur 
moyenne  dans  le  cas  des  surfaces  convexes.  —  Classification  des  surfaces  et 
des  volumes  au  point  de  vue  de  l'aspect  de  la  notion  de  moyenne.  — 
Remarques  diverses. 

48.  La  mesure  des  volumes  et  des  surfaces.  —  Nous  avons  vu  au 
Chapitre  II  que  la  mesure  d'un  volume  ou  d'une  surface  était  en 
général  nulle  ou  infinie,  et  pour  celte  raison,  aux  notions  de  volumes 
et  d'intégrales  multiples,  nous  avons  substitué  celle  de  moyenne, 
qui  conserve  un  sens.  Il  peut  pourtant  être  utile  de  parler  de  volumes 
et  de  surfaces  comme  de  quantités  mesurables,  et  d'employer  la 
notation  d'intégrale  de  volume  ou  de  surface.  Cela  est  possible  dans 
les  conditions  suivantes  : 

Si  la  ^'^™®  section  V„  d'un  volume  V  a  pour  mesure  <^{n),  on  peut 
dire,  en  employant  la  notation  des  nombres  transfinis,  que  V  a  pour 
mesure  ^(w),  la  notation  ©(to)  désignant  l'ordre  de  grandeur 
de  o(n)  pour  n  infini.  Si  les  volumes  V  et  V  sont  semblables,  leur 
rapport  d'iiomothétie  étant  A"  ^  i ,  les  mesures  deV,j  et  V'„  seront  ©(«) 
et  /t:"cp(/i),  et  à  la  limite  on  représentera  par  cp(io)  et  A'^o^to)  les 
ordres  de  grandeur  respectifs  de  V  et  Y'.  Cette  notation  est  com- 
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mode  |)(iiii-  iii(li([iicr  (juc  ce  ne  souL  j)as  des  volumes  ayant  .sinij)le- 
incnl  des  valeurs  dillérenlcs,  mais  que  leurs  ordres  de  grandeur  sont 
dillérents,  le  premier  étant  négligeable  devant  le  second. 

l'ourlant  une  précaution  est  à  prendre.  Les  mêmes  considérations 
s'appliquanl  aux  volumes  cl  aux  surfaces,  il  peut  y  avoir  lieu  d'écrire 
des  relations  entre  les  volumes,  les  surfaces  et  les  longueurs.  Mais 
nous  savons  que  deux  points  de  l'espace  E/,,  /i'''""'  section  de  l'espace 
fonctionnel  au  sens  de  Gâteaux,  dont  la  distance  comptée  dans 
l'espace  fonctionnel  est  r,  ont  pour  distance  dans  l'espace  E,^,  non  /', 
mais  r,i^=  r\hi  ;  ainsi  une  sphère  de  rayon  R  a  pour  /t'*™"  section  une 
sphère  de  rayon  Ry//i.  Si  l'on  voulait  définir  les  longueurs,  comme 
les  surfaces  et  les  volumes,  par  l'ordre  de  grandeur  des  grandeurs 
correspondantes  dans  l'espace  E„,  on  serait  conduit  à  une  définition 
de  la  distance  diflercnte  de  celle  étudiée  jusqu'ici. 

On  échappe  aisément  à  cette  difficulté  en  remplaçant  la  figure 
considérée  de  l'espac-e  E„  par  une  figure  semblable  réduite  dans  le 
rapport  de  \//i  à  i .  Le  volume  de  la  sphère  de  rayon  R  sera  alors 
mesuré  par  l'ordre  de  grandeur  dans  l'espace  E^  de  la  sphère  de 
rayon  R,  et  non  Vv\/ n.  Cela  peut  être  commode  de  dire  que  la  /z'*'"'*  sec- 
tion de  la  sphère  de  rayon  R  ayant  l'origine  pour  centre  a  pour 
rayon  réduit  R. 

On  arriverait  directement  à  un  résultat  analogue  en  prenant 
la  /i'''™"  section  au  sens  du  Chapitre  III,  n**  4!2.  Là  /i'^™"  section  d'une 
sphère  de  rayon  R  est  alors  une  sphère  de  rayon  R  si  le  centre  est  à 
roi'igine,  en  tout  cas  de  rayon  R/^  tendant  vers  R  et  du  même  ordre 
de  grandeur  que  la  sphère  de  rayon  R^  à  un  facteur  près  de  la  forme 
(i  H-  s)",  £  tendant  vers  zéro. 

Mais  on  peut  difficilement  en  calcul  fonctionnel  prendre  ce  point 
de  vue  comme  définition  de  la  mesure  d'un  volume.  Sans  doute  la 
notion  de  l'espace  fonctionnel  rapporté  à  une  infinité  dénombrable 
de  coordonnées  rectangulaires  facilite  la  conception  des  notions  de 
volumes  et  de  surfaces.  Mais  nous  savons  par  le  Chapitre  111  que  le 
choix  des  coordonnées  rectangulaires  ou  même  Tordre  dans  lequel 
on  considère  les  coordonnées  d'un  système  déterminé  peut  influer 
sur  la  valeur  de  la  moyenne,  c'est-à-dire  sur  la  valeur  relative  des 
différentes  parties  d'un  volume.  La  mesure  d'un  volume  à  ce  point 
de  vue  n'aurait  donc  pas  une  expression  bien  définie.  La  plupart  des 
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considérations  qui  suivent  sont  valables  avec  les  différentes  définitions 
possibles.  Mais,  lorsque  nous  voudrons  préciser  une  définition  déter- 
minée, nous  prendrons  celle  qui  se  rattache  au  point  de  vue  de 
Gâteaux,  avec  la  modification  qui  vient  d'être  indiquée,  qui  consiste 
à  remplacer  la  n''"""  section  par  la  section  réduite  correspondante. 

40.   La  mesure  d'une  sphère  de  rajon  i  est,  d'après  le  n"  4, 

Il  n'j^a  aucun  inconvénient  à  la  prendre  comme  unité  de  volume,  à 
condition  de  modifier  en  conséquence  les  unités  de  mesure  des  surfaces 
et  différentes  sortes  de  variétés  situées  dans  l'espace  fonctionnel.  En 
désignant  par  X>p  la  mesure  d'une  variété  à  un  nombre  finiy>  de  dimen- 
sions, et  par  "^^^^p  la  mesure  d'une  variété  à  (o — p  dimensions, 
définie,  dans  une  région  finie  de  l'espace  fonctionnel,  par  p  condi- 
tions d'égalité,  toutes  les  relations  que  nous  aurons  à  écrire  entre  les 
mesures  de  ces  différentes  sortes  de  variétés  seront  du  type 

Elles  seront  homogènes  par  rapport  à  l'ensemble  des  quantités  X'w^ 
\'^w-n  \'\o_2i  •  •  ••  On  peut  alors  adopter  pour  les  volumes  '^f^  d'une 
part,  pour  les  longueurs  d'autre  part,  telles  unités  qu'on  voudra.  Les 
mesures  des  volumes  du  type  pp  résultent  d'une  manière  bien  déter- 
minée de  l'unité  de  longueur,  tandis  que  celles  des  volumes  du 
type  X^oi-p  dépendent  à  la  fois  de  l'unité  de  longueur  et  de  l'unité  de 
volume  du  type  \'^to- 

Pour  les  longueurs,  nous  conserverons  bien  entendu  notre  défini- 
tion habituelle.  Pour  les  volumes  du  type  "C^^i  nous  prendrons 
comme  unité  la  sphère  du  rayon  i . 

50.  Un  volume  fini  de  l'espace  fonctionnel,  mais  assez  grand  pour 
comprendre  une  petite  sphère  à  son  intérieur  ('),  a  sa  mesure  com- 

(')    Pour    comprendre    l'utilité    de   ces   restrictions,  remarquons    que  le   volume 

limité    par    la    surface     /     \x\i'dt   est    infini,    n'étant    intérieur  à   aucune    splière, 

si  />>2,  et  est  au  contraire  nul,  ne  comprenant  aucune  sphère  à  son  intérieur, 
si  p  <  2. 
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pi'iso  cnlrc;  deux  cxprcssicms  de  la  forme  /'"  eL  IV".  Oa  (Joli  done 
s'allcndre  à  ce  que  les  volumes  que  nous  avons  n  considérer  soient 
fréquemment  du  type  cioPa^. 

Ij'ordre  de  grandeur  d'un  tel  voliim(;  est  dt'fini  par  r/,  rpie  nous 
appellerons  rayon  de  la  sphère  équivalente  à  ce  volume;  d'une 
manière  [)récise,  le  rayon  de  la  s{)lu'!re  égale  à  sa  /i'*"""  section  tend 
vers  a.  On  peut  se  demander  s'il  est  utile,  à  côté  de  a"»,  de  conserver 
le  facteur  cmP .  \a\  réponse  est  évidemment  aflirinalivc.  Nous  avons 
vu  par  exemple  que  la  moyenne  d'une  fonctionnelle  définie  dans  un 
cylindre  limité  est  en  général  effectivement  la  moyenne  de  valeurs 
diflerentes  qu'elle  prend  dans  des  portions  de  volumes  du  même 
ordre  de  grandeur,  et  que  l'on  ne  peut  comparer  qu'en  tenant 
compte  d'une   manière  précise  du  facteur  c. 

On  peut  d'autre  part  indiquer  des  exemples  qui  donnent  lieu  à  des 
difficultés  assez  sérieuses.  Considérons  une  sphère  de  rayon  R..  Le 
plan  E,j,  /i"'™"  section  de  l'espace  fonctionnel,  ne  contenant  en 
général  pas  exactement  son  centre,  la  coupe  suivant  une  sphère  de 
rayon  réduit  R,,  dont  on  peut  seulement  dire  qu'il  tend  vers  R  en 
croissant  constamment,  mais  on  peut  placer  le  centre  de  la  sphère 
de  manière   que  R,    tende  vers  R  aussi  lentement  qu'on  veut.    Le 

rapport  (  -tt  )    de  la  /i"'™"  section  de  la  sphère  considérée  et  de  celle 

d'une  sphère  de  même  rayon  ayant  l'origine  pour  centre  peut  donc 
ne  pas  tendre  vers  i ,  ou  même  tendre  vers  zéro.  Deux  sphères  de 
même  rayon  n'auraient  pas  des  volumes  égaux.  Une  telle  conclusion 
est  inadmissible. 

Comme  la  difficulté  provient  de  ce  que  le  plan  E,^  ne  coupe  pas  la 
sphère  suivant  sa  plus  grande  section,  on  peut  y  échapper  en  appe- 
lant n'^'""  section  cV un  volume,  non  sa  section  par  le  plan  E„, 
mais  sa  projection  sur  le  plan  E,j  (*).  On  obtiendrait  peut-être 


(')  Voici  une  autre  flifficulté  qui  se  résout  de  la  même  manière.  Soit  le  cylindre 
de  révolution  /•- — a^=i,  a  désignant  la  distance  à  un  plan.  Le  plan  E„  faisant 
avec  l'axe  du  cylindre  un  angle  très  petit  s,  en  général  non  nul,  la  section  du 
cylindre  par  ce  plan  est  un  ellipsoïde  ayant  un  axe  égal  à  ~. —  >  et  les  autres  égaux 

_  1 
à  I  ;  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  est  (sins)     ";  en  général,  z  ne  tend   pas  vers 
zéro  assez  rapidement  pour  qu'il  devienne  infini,  et  la  valeur  limite  de  ce  rayon  est 
une  fonction  de  la  direction  de  l'axe  du  cylindre.  Au  contraire,  en  prenant  la  projec- 
tion  du  cylindre  sur  le  plan   E„   (ce  plan  ne  pouvant  être  perpendiculaire  à  l'axe 
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de  celte  manière  une  meilleure  définition  de  la  notion  de  volume. 
Dans  la  suite,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  distinguer  les  deux  défi- 
nitions, et  nous  adopterons  plutôt  la  première,  qui  facilite  en  général 
l'exposé  sans  rien  changer  d'essentiel  aux  résultats. 

ol.  Les  facteurs  de  la  forme  oo^  semblent  n'intervenir  que  rare- 
ment dans  la  comparaison  des  volumes,  les  facteurs  essentiels  à 
considérer  étant  c  ou  a"  suivant  qu'ils  sont  du  même  ordre  de  gran- 
deur ou  non.  Par  contre,  les  facteurs  de  la  forme  w/' jouent  un  rôle 
essentiel  dans  la  comparaison  des  volumes  et  des  surfaces. 

Dans  Tespace  E,/,  la  relation  entre  le  volume  \'>«  et  la  surface  -S,i 
dune  sphère  de  ravon  R  est 

A  la  limite,  dans  l'espace  fonctionnel,  on  a 

Le  volume  de  la  sphère,  avec  l'unité  choisie,  étant  R"\  sa  surface 
sera  représentée  par  toR'*^"'. 

On  trouve  de  même  le  volume  V^a)-!  de  la  sphère  de  rayon  R  dans 
une  variété  linéaire  à  co  —  i  dimensions,  ou  section  diamétrale  de  la 
sphère  de  l'espace  fonctionnel.  Il  suffit  de  former  le  rapport     ''~'  > 

qui  a  pour  valeur  principale  —  1/ -^j  de  sorte  qu'il  vient 


que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  n,  puisque  s  tend  vers  zéro),  la  /i''""  seclinn 
est  un  cylindre,  dont  le  volume  esl  infini.  Le  rayon  de  la  sphère  équivalente  à  un 
cylindre  de  l'espace  fonctionnel  est  altjrs  toujours  infini;  cette  conception,  à  ce 
point  de  vue  plus  satisfaisante,  donne  encore  lieu  à  des  dilficultés  (voir  n°  83).  En 
réalité,  ce  rayon  doit  être  considéré  comme  indéterminé. 

Pour  un  volume  fini  et  convexe,  les  deux  conceptions  sont  équivalentes,  non  au 
point  de  vue  de  levaluaiion  du  volume,  mais  pour  le  calcul  de  la  moyenne  d'une 
fonctionnelle  uniformément  continue.  Dans  le  cas  d'une  sphère,  par  exemple,  peu 
importe  que  l'on  considère  le  plan  de  la  section  E„,  ou  le  plan  parallèle  passant  par 
le  centre;  la  dilTérence  des  valeurs  moyennes  relatives  aux  deux  plans  tend  vers  zéro. 
Ce  n'est  que  si  l'on  avait  à  prendre  la  moyenne  dans  un  volume  constitué  par 
exemple  par  l'ensemble  de  deux  sphères  de  même  rayon,  que  la  distinction  indiquée 
deviendrait  essentielle  pour  le  calcul  de  la  mo3'enne. 
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On  en  (l(''(lml  ([iir  la  xaiicli'  (|iii  liinlic  cciif  ^plièrc,  ou  secli(jn  (Jia- 
niélrale  de  la  sni-race  de  la  splicic  de  lespace  (onclionnel,  a  pour 
mesure 


Se 


=  {/~:  "''  '^' 


Il  était  d'ailleurs  aisé  de  prévoir  que  les  mesures  de  tp,  ^'^M-n 
■^j'^'w-i  sont  d'ordres  de  grandeur  croissants.  Ainsi  la  couronne  com- 
prise entre  les  sphères  de  rayon  R  et  R  —  dl{,  inférieure  évideiii- 
nienl  à  ^r/R,  constitue,  quelque  petit  que  soit  ^/R,  prescjue  tout  le 
volume  "Ç ',  il  faut  donc  ([iie  S  soit  d'un  ordre  de  grandeur  supérieur 

De  même  la  porllon  de  v'\„_i,  située  à  une  distance  du  centre 
supérieure  à  R  —  //]\.  et  qui  constitue  presque  toute  cette  région, 

est  la  projection  de  la  portion  correspondante  de  la  demi-sphère  -> 

le  rapport  des  éléments  correspondants  étant  aussi  petit   qu'on  le 

veut,  si  <iR  est  assez  petit.  Le  rapport  — ^—  est  donc  infiniment  petit. 

Un  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  et  de  hauteur  i  a  pour 
volume  \'^a)_i  et  pour  surface  rS,„_,.  Or  il  a  sur  une  hauteur  finie  une 
section  que  la  sphère  n'a  que  sur  une  hauteur  infiniment  petite,  les 
sections  voisines  devenant  immédiatement  nétrliiicables  devant  la 
section  maxima.  Il  en  résulte  que  ce  volume  V\j_i  et  cette  sur- 
face rS(,)_,  sont  d'ordres  de  grandeur  respectivement  supérieurs  à  ceux 
du  volume  \'>  ou  de  la  surface  -S  de  la  sphère  de  l'espace  fonctionnel. 

o'2.  La  notion  d'intégrale.  —  La  notion  de  volume  étant  définie, 
il  est  facile  d'arriver  à  la  notion  d'intégrale. 

Divisons  un  volume  ^  en  volumes  partiels  A  , ,  Vj,  .  .  .,  Y p,  de 
mesures  \'^,,  \'>2<  •  •  •<  \'^/>-  Soient  a  une  fonctionnelle  bornée,  et  m,, 
?/o,  .  .  .,  Up  ses  valeurs  en  des  points  choisis  respectivement  dans  les 
volumes  \  , ,  A  o,  •  •  • .  Yp-  Posons 

Supposons  la  loi  de  division  adoptée  telle  que,  pour  y>  assez  grand, 
on  arrive,  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  s,  à  ce  que  les  diffé- 
rences des  valeurs  de  u  en  deux  points  d'un  même  volume  V,-  ne 
puissent  pas  dépasser  t.  En  subdivisant  ces  volumes  V,-,  et  en  for- 
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niant  à  l'aide  des  nouveaux  volumes  partiels  obtenus  une  somme  o- 
analogue  à  5,  on  a  évidemment 

|a-5|<\')E. 

Considérons  de  même  une  division  en  volumes  V, ,  V',,  .  .  . ,  V'^  de 
mesures  \')'p  \'>',,  .  .  . ,  v'^L  tels  que  dans  un  même  volume  V  la  dilTé- 
rence  de  deux  valeurs  de  u  ne  dépasse  pas  s,  et  posons 

s'  =  \;Vj  ii\  -+-  x*);  ?<;  -f- . . .  -f-  -v?'^  u'^, 

u'j  étant  une  valeur  prise  par  u  dans  le  volume  Vy .  Prenant  mainte- 
nant un  nouveau  mode  de  division  constitué  par  des  volumes  dont 
chacun  appartient  à  un  même  volume  Vj  et  un  même  volume  Vy ,  on 
est  conduit  à  une  somme  cr,  difTérant  de  moins  de  "Qz  aussi  bien  de  s 
que  de  s\  ce  qui  prouve  que  l'on  a 

De  cette  formule  résulte  que  -r;  a,  quand  t  tend  vers  zéro,  une  limite 
qui  ne  dépend,  ni  des  modes  de  division  que  l'on  considère  succes- 
sivement, ni  du  choix  de  la  valeur  Ui  relative  à  chaque  volume  \  ,-. 
Cette  limite  est  la  valeur  moyenne  de  u  dans  le  volume  \'  ;  son  pro- 
duit par  "Ç^,  qui  représente  l'ordre  de  grandeur  de  la  somme  s  et  est  à 
un  facteur  fini  près,  si  la  valeur  moyenne  de  u  n'est  pas  nulle,  du 
même  ordre  de  grandeur  que  V,  est  V intégrale  de  u  dans  le 
volume  V.  Nous  la  représenterons  par  la  notation 


i 


u  d\^, 


l'indice   supérieur,   mis  entre   parenthèses,  indiquant  le  nombre  de 
dimensions  du  domaine  d'intégration,  ou  ordre  de  l'intégrale. 

53.  Remarques.  ■ —  i''  La  définition  de  la  moyenne  qui  précède  se 
ramène  aisément  à  celles  des  Chapitre  II  et  III.  Pour  définir  les 
valeurs  relatives  des  différents  volumes  V,,  il  faut  considérer  leurs 
^ièmes  sections,  et  pourvu  qu'on  adopte  dans  les  deux  cas  la  même 
définition  de  la  n'*™*  section,  cela  revient  au  même  de  se  placer  au 
point  de  vue  qui  précède,  ou  à  celui  des  Chapitres  II  et  III.  La  véri- 
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ficiiliou  (le  ce  iail  par  iiu  laisouuciiicnL  rii;()iaenx  uo  préscnic  aucune 
cUfficullé. 

L'existence  de  lu  nolion  d'iiilc-^rale  esL  donc  bien  établie  dans  les 
cas  où  nous  avons  pu  former  eirecli\enient  la  valeur  moyenne  d'une 
fonclionnelle.  Il  rcsle  inlér<'S^anl  de  généraliser  la  lliéori(î  classique 
de  l'intégrale  délinie  eu  établissant  l'existence  de  l'intégrale,  en  par- 
lant seulement  de  conditions  relatives  au  mode  de  continuité  de  la 
fonctionnelle  intégrée  et  de  la  surface  limitant  le  volume  V.  Nous 
reviendrons  sur  cette  question  au  Chapitre  VI. 

2°  Lorsqu'on  définit  l'intégrale  d'une  fonction  continue  dans 
l'espace  ordinaire,  ou  dans  l'espace  à  n  dimensions,  il  est  indiffé- 
rent de  prendre  des  volumes  V  /  ayant  leurs  dimensions  très  petites 
dans  tous  les  sens,  ou  ayant  certaines  dimensions  finies.  L'essentiel 
est  que  dans  chacun  de  ces  volumes  les  valeurs  extrêmes  de  la  fonc- 
tion intégrée  diffèrent  de  moins  de  s.  Si  l'on  prend  les  volumes  V, 
très  petits  dans  tous  les  sens,  on  obtient  la  définition  classique  de 
l'intégrale  définie.  Si  l'on  prend  des  volumes  ayant  certaines 
dimensions  finies,  par  exemple  ceux  limités  par  les  surfaces  de 
niveau  ii  ^  const.,  on  est  conduit  au  point  de  vue  de  j\L  Lebesgue, 
qui  permet  l'extension  de  la  notion  d'intégrale  à  certaines  fonctions 
discontinues. 

Dans  l'espace  fonctionnel,  il  n'est  pas  possii)le  de  diviser  un 
volume  fini  V  en  un  nombre  fini  de  volumes  ayant  leurs  dimensions 
très  petites  dans  tous  les  sens.  Ainsi  il  n'est  pas  possible  de  diviser 
une  sphère  de  rayon  i  en  volumes  dont  chacun  soit  intérieur  à  une 
sphère  de  rayon  donné  £  <C  '  ;  le  volume  de  la  sphère  de  rayon  i  est 
en  effet  supérieur  à  celui  d'un  nombre  quelconque  de  sphères  de 
rayon  £.  11  en  résulte  que,  si  l'on  veut  que  l'aspect  de  la  théorie  soit 
celui  du  n"  o2,  le  nombre  de  termes  de  chaque  somme  s  étant  fini,  le 
point  de  vue  de  M.  Lebesgue  est  seul  possible. 

3"  Le  théorème  de  la  moyenne,  les  théorèmes  relatifs  à  l'addi- 
tion, soit  des  volumes  V,  soit  des  fonctions  intégrées,  se  géné- 
ralisent sans  difficulté.  Il  est  aisé  également  de  définir  l'intégrale 
d'une  fonctionnelle  u  ne  restant  pas  finie,  en  se  plaçant  au  point  de 
vue  de  M.  Lebesgue,  c'est-à-dire  en  négligeant  d'abord  les  portions 
du  volume  ou  |  ?/  |  <<  011,  puis  en  faisant  augmenter  OIl  indéfiniment. 

4"  Les  considérations  qui  précèdent  s'étendent  aisément  aux  inté- 
grales de  surface,  et  d'une  manière  générale  aux  variétés  co  —  p  fois 

Liivy.  21 
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étendues.  Nous  désignerons  de  telles  intégrales  par  la  notation 

/  u  d-Ç- 

Nous  emploierons  en  principe  les  expressions  volumes  ou  inté- 
grales de  volumes,  dans  le  cas  des  régions  à  w  dimensions,  portions 
de  l'espace  fonctionnel  définies  par  des  conditions  d'inégalité,  ou 
dans  le  cas  des  régions  analogues  situées  dans  une  variété  linéaire, 
variété  dont  la  géométrie  est  identique,  soit  à  celle  de  l'espace  fonc- 
tionnel, soit  à  celle  d'un  espace  à  un  nombre  fini  de  dimensions. 
Dans  le  cas  des  variétés  à  to  - —  i  dimensions,  nous  emploierons  les 
expressions  surfaces,  aires  et  intégrales  de  surfaces.  Dans  le  cas 
des  variétés  à  w  —  2  dimensions,  limitant  une  portion  de  surface, 
nous  emploierons  les  expressions  contours,  mesures  des  contours, 
intégrales  étendues  aux  contours. 

54.  La  variation  de  l'aire  d'une  surface.  —  Considérons"  une  sur- 
face S,  qui  se  déforme,  chacun  de  ses  points  ajant  un  déplacement 
normal  dont  nous  désignerons  la  grandeur  par  ov.  Nous  désignerons 
par  8  l'aire  de  la  surface  et  par  K  la  courbure  moyenne  en  chaque 
point.  Dans  l'espace  E,,,  en  employant  les  mêmes  notations  affectées 
de  l'indice  n,  et  en  convenant  toujours  d'appeler  courbure  moyenne 
non  la  somme,  mais  la  movenne  des  courbures  correspondant  aux 
directions  principales,  la  variation  d'un  élément  d'aire  «r/S,,  est 

(l)  rjd$„  =  —  (,'1  —  I)K„ôvf/^„, 

ce  qu'on  peut  écrire,  si  la  surface  dépend  d'un  paramètre  A, 

.    X  d\o^d§n  .  ,,    ô 

ou,  si  rire  est  le  rayon  de  la  sphère  de  l'espace  £.,_,  dont  le  volume 
est  dSn, 

^'  ~~dr~  -'^^"dî' 

Lorsque  n  devient  infini,  on  est  conduit  à  écrire,  dans  l'espace 
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fonclionnel,  les  formules  analogues 

(\)  0  c/S  =  —  (  (0  —  I  )  K  ov  f/S , 

, .  rf  \o"  f/S  ,  ..  ''1 

(G) 

Lu  dernière  de  ces  formules  a  seule  une  signilicalion  précise;  les  deux 
premières  ne  sont  que  des  manières  symboliques  d'écrire  la  for- 
mule (6).  Il  est  naturel  de  trouver,  pourla  vitesse  de  variation  relative 
de  dS,  une  valeur  infinie,  puisque,  non  seulement  cette  aire  varie, 
mais  son  ordre  de  grandeur  varie,  si  K  n'est  pas  nul,  la  variation  de  /\ 
élant    donnée   [)ar  la  formule    ((3);   si    l'on  avait  pour   — -J? —    une 

expression  finie,  cela  indiquerait  ([ur  le  rapport  -p-  (^c/ê'  désignant 
l'aire  déformée)  n'est  ni  nul,  ni  inlini. 

Lorsque  K  =  o,  la  vitesse  de  variation  de  r,  est  nulle;  mais  cela  ne 
signifie  pas  que  l'aire  reste  constante.  Les  seconds  membres  des 
formules  (4)  et  (j)  sont  de  la  forme  indétermin,ée  o  X  3C,  et  la  dérivée 

logarithmique  — -^ peut,  suivant  les  cas,  être  nulle,  finie  ou  infinie. 

Si  par  exemple,  en  désignant  par  «,,  «o,  ...,  «/,,  ...,  des  coor- 
données orthogonales  dans  l'espace  fonctionnel,  on  considère  la 
j)ortion  de  surface  du  cvlindre  de  révolution 


ai 


aj,^^ -+-...  =  ï\\ 


intérieure  au  cvlindre 

a  j -4- a| -(- .  .  .4- a;,  =  >.*, 

son  aire,  lorsque  A  varie,  R.  restant  fixe,  est  évidemment  proportion- 
nelle à  AP— ' .  Dans  l'espace  à  /i  dimensions,  le  rayon  de  la  sphère  équi- 

valc7tte  à  cette  aire  (')  varie  comme  A"~*,  /acteur  qui  tend  vers  i 

(')  Aussi  bien  dans  l'espace  E„  que  dans  l'espace  fonctionnel,  nous  emploierons 
cette  expression  pour  désigner  le  rayon  de  la  splière  dont  la  section  par  un  plan 
contenant   le   centre   a   l'aire   considérée.   Dans  l'espace   fonctionnel,   l'aire  de   cette 

section  et  l'aire   de  la  surface  de   la   sphère   sont  dans  le  rapport  \  / -1 ;  et  il  est 


v/^' 


indifférent  de  considérer  l'une  ou  l'autre,   les  facteurs   de    la    forme    a"  intervenant 
seuls  dans  le  calcul  du  ravon. 
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quand  n  devient  infini .  Dans  l'espace  fonctionnel,  le  rayon  considéré 
reste  donc  constant  (et  égal  à  B),  comme  l'indique  la  formule  (6) 
(le  cylindre  considéré,  n'ayant  que  p  rayons  de  courbures  finis,  est 
une  surface  minima);  mais  l'aire  elle-même  varie  comme  /.p~^  . 

oo.   Considérons  maintenant  la  variation  de  l'aire  finie  $.  On  peut 
être  tenté  d'écrire  qu'elle  a  la  valeur 


^((0-1) 

(7)  -(co-Dj  K 


dS, 


et,  celte    expression    étant    dépourvue  de    sens    par    elle-même,    de 
penser  qu'elle  signifie  que  la  dérivée  logarithmique  du  rayon  de  la 

sphère  équivalente  à  S  est  égale  à  la  valeur  moyenne  de  K  -^-  Il  n'en 

est  rien,  et  il  y  a  lieu  de  n'employer  qu'avec  précaution  des  expres- 
sions de  la  forme  ('^). 

Supposons  en  effet  que  K-^  n'ait  pas  la  même  valeur  dans  presque 

toute  l'aire  ^.  Désignons  par  m,  le  plus  grand  nombre  (algébrique- 
ment) tel  qu'on  ait,  quelque  petit  que  soit  s, 


aK 


dans  une  aire  dont  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  ait  la  même 
valeur  R  que  pour  l'aire  totale.  Lorsque  A  a  une  variation  positive  f/À, 
on  obtient  une  aire  déformée  pour  laquelle  le  rayon  de  la  sphère 
équivalente  a  la  valeur  R(i-|-///,  r/X).  Pour  aucune  autre  i^égion  de 
la  surface,  on  ne  peut  avoir  après  déformation  une  aire  comparable; 
en  efi^et,  pour  toute  autre  région,  ou  bien  le  rayon  de  la  sphère  équi- 
valente est  inférieur  à  R,  et,  variant  d'une  manière  continue,  ne  peut 
devenir  égal  à  R(i  +  m^  «'/a);  ou  bien,  ce  rayon  étant  R,  on  a 

a  A 

et  il  croît  moins  vite  que  pour  la  région  considérée  d'abord,  qui 
constitue  ainsi,  après  la  déformation,  presque  toute  la  surface.  La 
dérivée  logarithmique  de  R,  lorsque  \  croit,  est  donc  /«,. 

Précisons  le  résultat  obtenu.   En  désignant  par  R  le  rayon  de  la 
sphère  équivalente  à  l'aire  S,  on  a  le  droit  de  négliger  des  portions 
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de  l'aire  équivalentes  à  une  sphère  de  rajon  inférieur  à  R;  les  valeurs 
correspondantes  de  K-^  sont  sans  iniporlanre.  Mais  il  faut  tenir 
compte  de  toute  valeur  prise  sur  une  aire  pour  laquelle  le  rayon  d(.' 
la  sphère  équivalente  a  la  valeui*  R,  bien  (pi'une  telle  aire  puisse  ne 
constituer  qu'une  fraction  négligeable  de  l'aire  totale,  comme  nous 
allons  le  voir  par  un  exemple. 

Répartissons  les  coordonnées  r/j,  «3,  ...,  a,,  (supposées  i^angées 
dans  un  ordre  normal  et  rt|  étant  laissé  de  côtéj  en  deux  groupes, 
dont  le  premier  les  contienne  presque  loua,  mais  dont  le  second  en 
contienne  une  infinité.  IVous  entendons  par  là  que,  si  /i,  et  ru' 
désignent  respectivement  les  nond)res  des  coordonnées  «,•  d'indice  au 
plus  égal  à  ri  apj)artenanl  à  l'un  cl  l'autre  groupe,  n->  devient  infini, 
mais  de  manière  que—  tende  vers  zéro.  Nous  désignerons  par  6,, 
60,  ...,  b,^  ...  les  coordonnées  du  premier  groupe  et  par  c^, 
c-2.  . . .,  Ci,  . . .  celles  du  second  groupe. 

Prenons  pour  volume  V  le  volume 

cf-^ci  +  ...-6f-f-...</2(a,), 

et  considérons  les  portions  de  ce  volume  limitées  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  a,  =  o.  Admettons  que  les  systèmes  de  coordonnées 
rangés  dans  l'ordre  normal  jouent  le  même  rôle  dans  les  évaluations 
de  volumes  que  dans  les  calculs  de  moyenne;  l'ordre  de  grandeur 
des  volumes  ou  aires  considérés  s'obtiendra  en  considérant  leur  sec- 
tion par  le  plan  des  asCt.,. .  -an-  L'aire  de  la  section  du  volume  V„, 
iiiènie  section  de  \^  par  un  plan  ^f,  =  const.,  est  évidemment  pro- 
portionnelle à  R"' /"-(«().  Pour  ri  très  grand,  le  deuxième  facteur 
est  négligeable  devant  le  premier,  et  le  rajon  de  la  sphère  équiva- 
lente à  l'aire  considérée  est,  dans  l'espace  fonctionnel,  égal  à  R.  Le 
volume  V  est  donc  découpé  en  tranches  pour  chacune  desquelles 
le  rayon  de  la  sphère  équivalente  est  le  même;  pourtant  celle  pour 
laquelle  /(<7,  )  est  maximum  est  infiniment  supérieure  aux  autres  et 
compte  seule  pour  le  calcul  de  la  moyenne  d'une  fonctionnelle. 

Les  mêmes  circonstances  se  produisent  pour  les  tranches 
découpées  par  les  plans  a,  =  const.  dans  la  surface  S  qui  limite  le 
volume  V.  Presque  toutes  ces  tranches  sont  négligeables  devant  celle 
pour  laquelle  /{cii)  est  maximum,   mais  elles  ont   même  rayon  de 
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sphère  équivalente,  et  il  suffit  qu'une  de  ces  tranches  soit  dilatée  un 
peu  plus  que  les  autres,  lorsque  "k  varie',  pour  l'emporter  infiniment 
sur  elles  dans  le  calcul  de  l'aire  déformée,  et  de  la  déi'ivée  de  celte 
aire.  Si  par  exemple,  dans  l'équation  du  volume  V,  lorsque  A  croît, 
on  remplace  R  par  R[i  +  À^>(rt,  )],  c'est  la  tranche  rendant  ■?"(«)) 
maximum  qui  comptera  seule  dans  le  calcul  de  la  variation  de  l'aire. 
Ainsi,  parmi  les  contours  C  définis  sur  une  surface  quelconque  S 

par  la  condition  K-^  ^const.,  nous  ne   considérons  que  ceux  pour 

lesquel  le  rajon  de  la  sphère  équivalente  à  C  (ou  à  la  portion  d'aire 
voisine  de  G)  a  la  valeur  R.  Désignons  par  /??,  et  m^  la  plus  grande  et 

la  plus  petite  valeur  (algébriquement)  de  — ^  jT  s^"^'  ^^^  contours 

considérés.    On    a,    d'après    les    considérations  qui    précèdent,    qui 
s'étendent  évidemment  au  cas  où  \  est  négatif, 

d\osR        i  mi         (r/X>o), 


(8) 


dl  I  m^         {dh  >  o). 


Si  l'on  considère  la  courbe  donnant  R  en  fonction  de  A,  elle  admet 
un  point  anguleux  au  point  considéré,  lorsque /?^^  >>mo.  Cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  exceptionnelles  de  A,  et  l'on  voit 
qu'en  général  m,  =  /??27  c'est-à-dire  que  R-r;- a  presque  partout  la 
même  valeur  /??,  les  portions  d'aire  pour  lesquelles  cette  quantité 
n'est  pas  comprise  entre  m  —  £  et  in-\-z^  non  seulement  étant  négli- 
geables quelque  petit  que  soit  s,  mais  ayant  un  rayon  de  sphère 
équivalente  inférieur  à  R.  Ce  résultat  consiitue  une  vérification  assez 
curieuse  du  théorème  général  du  n"  lo. 

Si  en  particulier,  pour  une  certaine  valeur  de  A,  l'aire^  est  maxima, 

ou  si  elle  varie  sans  que  R  varie,  K-rr  est  nécessairement  presque 
partout  nul  sur  la  surface  correspondant  à  cette  valeur. 

S6.  Considérons  un  autre  exemple,  plus  élémentaire  que  celui  qui 
vient  d'être  considéré.  Soit  un  faisceau  linéaire  simplement  infini  de 
sphères;  leur  intersection  C  est  une  sphère  d'un  plan  à  w  —  i  dimen- 
sions; pour  faciliter  le  langage,  nous  l'appellerons  cercle.  Prenons 
pour  S  une  des  portions  de  sphère  limitée  au  cercle  C,  et  désignons 
par  8  l'angle  sous  lequel  elle  coupe  le  plan  du  cercle,  considéré 
comme  aigu  ou  obtus  suivant  que  S  est  la  plus  petite  ou  la  plus 
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grande  dos  deux,  poil  ions  de  sphère  sépaircs  ptu'  C;  désignons  [)ai'  g 
le  rayon  (L 

Si  0  esL  aigu,  Taire  S  est  concentrée  prés  de  C,  eJ,  en  comparant 
son  aire  ^  à  l'aiie  .S„  de  sa  pidjcclion  orthogonale  sur  le  plan  dti 
cercle  C,  on  a 

cosO 

Elle  croîl,  donc  avec  0,  le  rapport  4-  devenant  infini  pour  0  =^  — >  mais 

le  rayon  R  de  la  sphère  équivalente  reste  égal  à  p,  même  |)our  0  =  - 
{voir  la  note  dn  n°  5i).  Au  contraire,  pour  6  obtus,  S  constitue 
presque  toute  la  sphère  de  rayon-] — —rr^^  tt  R,  égal  à  ce  rayon,  croît 
avec  9. 

Si  maintenant  nous  voulons  appliquer  les  considérations  du 
numéro  précédent,  il  faut  comparer  les  éléments  des  diflerentes 
sphères  situés  sur  des  trajectoires  orthogonales  à  ces  sphères,  c'est- 
à-dire  sur  des  cercles  orthogonaux.  Lorsque  0  croît,  chaque  élément 
d'aire  est  remplacé  par  un  élément  d'aire  plus  grand,  le  rayon  de  la 
sphère  équivalente  à  cet  élément  croissant.  Mais  il  croît  d'autant 
moins  vite  que  l'élément  considéré  est  plus  près  du  cercle  C,  et,  tant 
que  le  voisinage  de  ce  cercle  constitue  presque  toute  la  sphère,  c'est- 
à-dire  tant  que  6  ne  dépasse  pas  -,  on  s'explique  que  cette  aire  croisse 

en  restant  du  même  ordre  de  grandeur,  bien  que  ce  soit  une  somme 
d'éléments  pour  chacun  desquels  l'ordre  de  grandeur  aille  en  aug- 
mentant. 

L'ordre  de  grandeur  de  chaque  zone  sphérique  comprise  entre 
deux  plans  très  voisins  parallèles  à  celui  de  C  étant  défini  par  son 
rayon,  on  s'explique  que,  dès  que  9  est  obtus,  apparaissent  des  zones 
qui  l'emportent  §ur  celle  voisine  de  C,  et  que  R  augmente. 

57.  Relations  entre  un  volume  et  la  surface  qui  le  limite.  —  Nous 
avons  déjà  observé  qu'un  volume  Y,  de  dimensions  finies,  est  con- 
centré sur  la  surface  S  qui  le  limite.  Cette  circonstance  est  tout  à  fait 
générale,  que  cette  surface  soit  convexe  ou  non.  En  effet  un  volume  V, 
homothétique  de  V,  le  rapport  d'homothétie  étant  inférieur  à  i  et 
très  voisin  de  ce  nombre,  est  négligeable  devant  \  .  Les  régions  de  V 
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extérieures  à  V  constituent  donc  presque  tout  le  volume  V;  or  elles 
sont  voisines  de  la  surface  S. 

Pour  mesurer  V,  on  peut  donc  considérer  ce  volume  comme  formé 
d'éléments  d\  voisins  de  la  surface  S,  avant  pour  bases  des  élé- 
ments f/S,  et  limités  latéralement  par  des  normales  à  cette  surface; 
ils  seront  limités  d'autre  part  vers  l'intérieur  de  V  à  une  surface  S) 
voisine  de  S,  et  dont  la  détermination  est  sans  importance;  ce  qui  est 
à  l'intérieur  de  cette  surface  peut  être  néglis^é. 

D'autre  part  on  peut  se  contenter  de  considérer  les  portions  de  la 
surface  S  pour  lesquelles  la  courbure  moyenne  K  est  dirigée  vers 
l'intérieur,  f^our  les  autres,  en  effet,  les  élérfients  d\  considérés 
s'élargissent  lorsqu'on  s'éloigne  de  la  surface,  vers  l'intérieur,  et  en 
les  prolongeant  au  delà  de  S,,  on  a  des  éléments  clY ,  plus  grands 
que  les  éléments  d\  correspondants.  Étant  à  l'intérieur  de  V,  ils  ne 
constituent  par  leur  réunion  qu'une  portion  négligeable  du  volume 
total,  et  il  en  est  de  même  a  fortiori  des  éléments  dY  corres- 
pondants. 

Pour  la  même  raison,  on  peut  négliger  les  portions  de  surface  pour 
lesquelles  K  =  o. 

Considérons  maintenant  deux  éléments  égaux,  dS  et  <r/S',  pris  dans 
la  région  pour  lesquels  K  est  positif,  et  cherchons  à  comparer  les 
éléments  correspondants  dV  et  d\'.  A  cet  effet,  considérons-les 
comme  décrits  par  des  éléments  d'une  surface  S,  allant  de  S  à  S, 
quand  le  paramètre  X  dont  elle  dépend  varie  de  zéro  à  une  valeur  con- 
venable, et  définie  par  la  condition  c[ue  K  -^  ^  i  sur  toute  la  surface  S. 

D'après  la  formule  (6),  les  sections  des  éléments  d\  et  dW  par 
chaque  surface  2  sont  du  même  ordre  de  grandeur  ('),  et  si  ces 
éléments  ne  sont  pas  égaux,   c'est  que  leurs  hauteurs  ne  sont  pas 

égales,    mais    proportionnelles  aux   valeurs    correspondantes    de  -p; 

comme  d'ailleurs  les  portions  de  volume  non  voisines  de  S  sont 
négligeables,  il  importe  peu  que  les  surfaces  S  n'aient  pas  aux  points 
correspondants  même  courbure  movenne  que  S;  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer les  courbures  moyennes  K  et  K'  des  éléments  <r/S  et  c/S',  et 


( ')  Nous  disons  du  même  ordre  de  grandeur,  el  non  égaux.  En  se  plaçant  dans 
l'espace  E„,  el  elTectuant  ensuite  le  passage  du  fini  à  l'infini,  il  esl  facile  de  lever 
l'objection  résultant  Je  celle  circonslance  et  de  rendre   le  raisonnement  rigoureux. 
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l'on  a 

l\d<>  _  K'  dV 
~d§~  ~~     dS'    ' 

ri6^   r/.s',   ^\'>,  (lX>'   désignant   respectivemenl   les    mesures    des    élé- 

nicnls  dS,  dS\  c/V,  d\'. 

On  peut  en  parlicnller  ap|)liqiier  ce  résultai  en  prenant  pour  d^i- 

.1  -  1'  Il  T  K'  d'<.>'  .  , 

un  élément  d  une  splu-re  de  rajon  a.  Le  rapjiort  — 7^77—  a  pailout  la 

même  valeur  sur  la  sphère;  cette  valeur  est  donc  — -,  \'^'  et  rS'  dési^rnant 

le  volume  et  la  surface  totale  de  la  splière.   D'après  le  n°  51,  cette 
valeur  peut  être  désignée  par  w,  et  il  vient 

(9)  A>  =  ^. 

et  pour  le  volume  lolal  V, 


(10)  V>=-011     - 


D\L  désignant  une  moyenne  sur  la  surface  S. 

De  la  formule  (9)  résulte  immédiatement  l'énoncé  suivant  : 

La  moyenne^  dans  un  volume  V,  d'une  fonctionnelle  unijor- 
ménient  continue^  est  égale  à  sa  moyenne  sur  la  surjace  S  qui  le 
limite^  calculée  en  donnant  à  chaque  élément  de  surface  un  poids 
proportionnel  au  produit  de  sa  mesure  par  son  rayon  de  cour- 
bure moyenne.  On  peut  d^ailleurs  ne  tenir  compte  que  des  por- 
tions de  surface  pour  lesquelles  ce  rayon  est  fini  et  dirigé  vers 
r  intérieur. 

Remarquons  que  ces  résultats  supposent  l'existence,  sur  presque 
toute  la  surface,  de  plans  tangents  déterminés,  et  continus  à  la 
Lipschitz  (c'est-à-dire  que  les  rayons  de  courbure  principaux  sont 
limités  inférieuremenl).  Ce  n'est  en  effet  qu'à  cette  condition  que  le 
volume  situé  entre  S  et  S)  sera,  pour  un  choix  convenable  de  S,, 
décrit  une  fois  et  une  seule  par  des  éléments  de  normales  à  S. 

Si  par  exemple  nous  considérons  le  volume  compris  entre  un  plan 
et  une  calotte  sphérique,  et  comprenant  moins  de  la  demi-sphère, 
presque  toute  la  surface  est  dans  le  voisinage  des  points  anguleux  et 
nos  raisonnements  ne  s'appliquent  pas.  Nous  constatons  en  efl'et 
qu'une  surface  minima,   le  plan,   constitue  une  fraction  finie  de  la 
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surface  totale,  ce  qui  n'est  pas  possible  pour  une  surface  régulière 
fermée. 

58.  Variation  d'un  volume.  —  Des  remarques  analogues  à  celles 
relatives  à  la  variation  des  surfaces  s'appliquent  à  la  variation  des 
volumes.  Soit  à  étudier  la  vaination  de  la  mesure  "C^  d'un  volume  V 
limité  par  une  surface  S  qui  se  déforme,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
le  volume  décrit  par  cette  surface.  On  peut  la  représenter  par 
l'expression 

(il)  I  ûv  d§ 


X 


à  condition  de  prendre  les  mêmes   précautions  que  pour   l'expres- 
sion {^). 

Nous  savons  que  l'expression  — (m — i)Kovt/-S  de  la  variation 
de  clS  indique  que,  si  K  6v  ^  o,  l'aire  déformée  devient,  dès  que  X  varie, 
négligeable  devant  l'aire  initiale,  de  sorte  que  la  variation  de  dS,  pour 
une  variation  finie  de  \,  si  petite  soit-elle,  est  — cU.  De  même, 
l'expression   ùv  dS  du  volume  élémentail^e    décrit   par   l'élément  dS 

indique  ciue,  pour  vme  variation  finie  de  )v,  on  a  le  volume  -7^- -1 

i        1      ^  i  '  K(tij  —  i) 

c/ê        .  '     •    1     . 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  — — >  puisque  o)  et  co  —  i  sont  équivalents; 

on  retrouve  ainsi  l'expression  (9). 

Le  rayon  de  la  sphère  équivalente  au  volume  V  est,  d'après  la  for- 
mule (10),  égal  à  celui  de  la  sphère  d'aire  équivalente  à  l'aire  S.  Sa 
variation  est  donc  la  même,  et  dépend  des  valeurs  de  Kov.  Cela  peut 
surprendre  à  première  vue,  l'expression  0  d'Ç  =1  ôv  d^i,  ne  contenant 
pas  K;  mais  si  l'on  remplace  dS  par  sa  valeur  Kcoc/V  tirée  de  la  for- 
mule (9),  on  a  pour  la  variation  0  d'^)  l'expression  Ktoov<i\'^  tout  à 
fait  analogue  à  l'expression  (4)  de  8  dS  et  entraînant  les  mêmes  con- 
séquences. 

59.  Les  variétés  à  w  —  2  dimensions.  —  Plaçons-nous  d'abord 
dans  l'espace  E^,  et  considérons  un  contour  C,  ou  variété  h  n — 2 
dimensions,  intersection  de  deux  surfaces  S  et  S'.  En  un  point  A  de 
ce  contour,  désignons  par  AN  et  AN'  les  normales  à  S  et  à  S',  par  II 
le  plan  tangent  à  G,  intersections  des  plans  P  et  P'  tangents  à  S  et  S', 
par  AT  une  droite  variable  de  ce  plan.  On  peut  étudier  le  contour  C 
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en  iHudiant  ses  sections  par  les  [)lans  à  3  dimensions  ATNPs';  ce  sont 
des  courbes,  admcllant  une  normale^  principale  Aïl,  le  plan  ATII 
pour  plan  osculaleur,  et  une  courbure  k  que  nous  représenterons 
géométriquement  par  un  vecteur  t-égal  à  k  dirigé  suivant  AU. 

Faisons  décrire  à  AT  le  plan  II.  Soit  v,n  la  moyenne,  au  sens  géo- 
métrique, du  vecteur  v^  étant  entendu  que  l'on  accorde  des  poids 
égaux  à  des  vecteurs  décrivant  des  angles  solides  égaux;  c'est  une 
moyenne  sur  une  sphère  de  l'espace  k  n  —  2  dimensions.  Chaque 
vecteur  i'  ajant  pour  projections  sur  AN  et  AN'  les  courbures  des 
sections  des  surfaces  S  et  S'  par  les  plans  ANT  et  AN'T,  le  vecteur  v„i 
a  pour  projections  les  courbures  moyennes  K,  et  K',  de  la  section 
de  S  par  le  plan  (II,  AN)  et  de  celle  de  S'  par  le  plan  (II,  AN'). 

Nous  appellerons  la  droite  AH,  qui  porte  ce  vecteur,  la  normale 
principale  moyenne  du  contour  C;  sa  longueur  K„j,  courbure 
moyenne  de  ce  contour;  le  plan  déterminé  par  II  et  cette  normale, 
plan  osculateur  moyen. 

Si  0  et  d'  désignent  les  angles  de  la  normale  principale  moyenne 
avec  AN  et  AN',  comptés  positivement  de  AN  vers  AN',  et  a  l'angle 
de  AN  et  AN',  on  a 

(•2)  K,„=   r=  ^, 

cosO        cusO 
(l3)  6  — G'=a. 

Les  formules  (12)  généralisent  le  théorème  de  Meusnier;  les  for- 
mules (12)  et  (i3)  permettent  de  déterminer  A-,  8,  et  0'.  La  construc- 
tion géométrique  du  centre  de  courbure  moyenne  (situé  à  la  dis- 


tance 7  sur  la  normale  principale  moyenne)  est  la  même  que  dans 
l'espace  ordinaire;  M  et  M'  étant  les  points  situés  sur  AN  et  AN'  aux 
distances  tt-  et  -jt^)  ce  centre  est  le  pied  delà  perpendiculaire  abaissée 

de  A  sur  MM'. 

Ces  différentes  notions  s'étendent  sans  peine  au  cas  de  l'espace 
fonctionnel.  Dans  ce  cas,  en  vertu  des  résultats  connus  sur  la 
moyenne  d'une  fonctionnelle  sur  une  sphère,  on  remarque  de  plus 
que  : 

1°  Le  centre  de  courbure  des  sections  de  C  par  les  plans  ATNN' 
sont  prescjue  tous  confondus  avec  le  centre  de  courbure  moyenne;  le 
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plan  oscillateur  a  presque  toujours  la  même  position;  le  rajon  de 
courbure  a  presque  toujours  la  même  valeur; 

2°  Les  nombres  K,  et  K',  sont  égaux  aux  courbures  moyennes  K 
et  K'  de  ces  surfaces;  les  formules  (la)  s'écrivent  donc 

K  K' 


(i4) 


cosO        cosO" 


les  points  M  et  M'  sont  les  centres  de  courbure  moyenne  des  sur- 
faces S  et  S'. 

60.  Des  considérations  analogues  aux  précédentes  s'étendent  aisé- 
ment à  la  notion  de  courbure  géodésique  sur  une  surface. 

Pour  une  courbe  tracée  sur  la  surface  S,  la  courbure  géodésique 
est  la  courbure  de  sa  projection  sur  le  plan  tangent;  elle  est  repré- 
sentée par  le  vecteur  Vg^  projection  du  vecteur  r  sur  ce  plan. 

Lorsqu'on  considère  les  diflférentes  courbes  tracées  sur  S,  sections 
d'un  contour  C  de  cette  surface  par  tous  les  plans  à  trois  dimensions 
contenant  le  plan  ANN|  normal  à  G,  les  vecteurs  i^^  ont  tous  même 
direction  AN,,  située  dans  le  plan  tangent  à  S  et  normale  à  C.  Leur 
moyenne  est  la  projection  du  vecteur  (',«,  moyenne  au  sens  géomé- 
trique des  vecteurs  r;  c'est  la  courbure  géodésique  moyenne  de  C, 
projection  de  sa  courbure  moyenne,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
courbure  moyenne  de  sa  projection  sur  le  plan  tangent  à  S.  Dési- 
gnant sa  grandeur  par  K„,  on  a  évidemment 

(i5)  K^.=  K„,sinO  =  K  tgO. 

Nous  désignerons  par  géodésiques  d'ordre  to  —  2,  ou  simplement, 
lorsqu'il  n'y  aura  pas  ambiguïté,  géodésiques^  les  variétés  à  to  —  2 
dimensions  pour  lesquelles  K^=  o.  (On  définirait  de  même  les  géo- 
désiques de  divers  ordres;  les  remarques  qui  précèdent  s'étendent 
en  effet  sans  peine  aux  variétés  à  (o — y>  dimensions;  on  peut  aussi 
les  étendre  aux  variétés  à  p  dimensions;  mais  dans  ce  cas,  les  deux 
remarques  finales  dn  numéro  précédent  ne  s'appliquent  pas.) 

La  formule  (i5)  nous  montre  que,  si  la  surface  S  nest  pas  minima, 
une  géodésique  est  une  variété  à  co  —  2  dimensions  dont  le  plan 
oscillateur  moyen  est  normal  à  la  surface. 

D'après  la  formule  (i4)i  une  surface  minima,  contenant  un  con- 
tour C  dont  la  courbure   moyenne   n'est  pas  nulle,  admet  j)our  plan 
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langent,  en  chaque  point  de  C,  le  j)Ian  oscillateur  moyen  de  ce  coniour; 
réciproquement,  si  elle  est  tangente  à  ce  [)lan,  sa  courbure  m()j(;nne 
est  nulle  pour  les  points  de  C.  Si  C  est  sur  une  surlace  S  non  niinima, 
nous  voyons  que  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  les  sur- 
faces minima  contenant  C  soient  normales  à  S,  est  que  C  soit  une 
géodésique  de  S. 

On  remarque  que  la  condition  imposée  à  une  surface  contenant  C 
d'être  minima  entraîne  que  cette  surface  ait  un  plan  tangent  déter- 
miné, comme  si  l'étude  des  surfaces  minima  dépendait  d'une  équation 
du  premier  ordre,  et  non  du  second.  Des  circonstances  analogues 
joueront  un  grand  rôle  dans  le  Chapitre  suivant.  Dans  l'espace  à 
n  dimensions,  une  surface  minima  S  contenant  un  contour  C  peut  de 
plus  avoir  un  plan  tangent  arbitraire  ;  mais  celles  qui  touchent  le 
plan  osculateur  moyen  de  G  sont  caractérisées  par  une  circonstance 
particulière  :  elles  ont  avec  la  normale  |)rincipale  AH  moyenne  de  C 
un  contact  du  second  ordre.  Ainsi,  la  courbure  moyenne  étant  la 
moyenne  des  courbures  des  sections  normales  de  ï  tangentes  à 
n  —  1  directions  du  plan  P  perpendiculaires  deux  à  deux,  on  peut 
prendre  n  —  2  directions  dans  le  plan  tz  tangent  à  C,  la  dernière 
étant  AH;  les  courbures  correspondantes  sont  nulles  en  moyenne 
dans  chacun  des  deux  groupes.  Lorsque  n  devient  infini,  la  courbure 
relative  à  une  direction  unique  n'a  plus  d'importance  dans  le  calcul 
de  la  moyenne;  il  est  alors  indiflerent  que  la  surface  S  ait  avec  AH 
un  contact  d'ordre  2;  la  condition  pour  que  sa  courbure  moyenne 
soit  nulle  est  que  les  courbures  normales  correspondant  aux  direc- 
tions du  plan  n  soient  nulles  en  moyenne,  c'est-à-dire  que  le  plan 
tangent  à  S  soit  le  plan  osculateur  moyen  de  C. 

61.  L'étude  de  la  déformation  d'un  contour  sur  une  surface  S  est 
analogue  à  celle  d'une  surface  dans  l'espace.  Il  y  a  même  identité, 
si  S  est  un  plan,  rien  ne  distinguant  la  géométrie  d  un  plan  à  to —  i 
dimensions  de  celle  de  l'espace  fonctionnel.  On  passe  de  là  à  une 
surface  quelconque  en  assimilant  chacun  de  ses  éléments  à  un  élé- 
ment de  plan;  il  en  résulte  des  erreurs  sur  les  angles  ou  des  erreurs 
relatives  sur  les  longueurs,  qui  sont  infiniment  petites  du  second 
ordre,  et  par  suite  sans  influence  sur  les  variations  premières  des 
quantités  considérées.  Toutes  les  considérations  des  n"*  o4  à  08 
s'appliquent  donc,  inutatis  luutandis;  précisons  en  particulier  que 
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la  notion  de  courbure  moyenne  d'une  surface  est  remplacée  par  celle 
de  covLYhnre  géodésique  moyenne  d'un  contour. 

En  particulier,  par  extension  des  résultats  qui  terminent  le  n"  35, 
si  une  surface  fermée  S  est  décrite  par  un  contour  G  dépendant  d'un 
paramètre  a  : 

1°  Sauf  au  plus  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  X,  la 
courbure  géodésique  moyenne  de  chaque  contour  C  a  presque  par- 
tout la  même  valeur; 

2°  Il  existe  évidemment  au  moins  une  valeur  de  A  pour  laquelle  le 
voisinage  de  C  constitue  une  fraction  finie  de  la  surface;  pour  le 
contour  C  correspondant,  la  courbure  géodésique  moyenne  est 
presque  partout  nulle. 

Remarquons  aussi  que  si  une  portion  S  de  surface,  d'aire  -S,  est 
limitée  par  un  contour  C,  de  mesure  ©,  dont  la  courbure  géodésique 
moyenne  soit  presque  partout  dirigée  vers  S,  on  a,  par  générali- 
sation de  la  formule  (lo), 

w  —  1  \Kg /         ui  —  i  J ^.  K o- 

62.  Décomposition  en  carrés  d'une  forme  quadratique.  —  Avant 
d'indiquer  d'autres  applications  des  notions  de  volume  et  d'aire,  à 
l'étude  du  volume  de  l'ellipsoïde  et  de  la  courbure  totale  des  sur- 
faces, il  est  nécessaire  de  rappeler  quelques  résultats,  dus  à  MM.  D. 
Hilbert  (')  et  E.  Schmidt  (-),  et  rapidement  devenus  classiques,  sur 
la  décomposition  en  carrés  d'une  forme  quadratique^  c'est-à-dire 
d'une  fonctionnelle  entière  et  homogène  du  second  degré.  Pour  plus 
de  détails,  ou  pour  les  points  qui  seront  indiqués  sans  démonstra- 
tion, le  lecteur  peut  se  reporter  au  Mémoire  de  M.  E.  Schmidt  ou 
aux  Ouvrages  déjà  cités  sur  la  théorie  des  équations  intégrales  (pre- 
mière partie,  n"  100). 

Si  étant  donnée  une  forme  quadratique  U,  nous  arrivons  à  trouver 
une  suite  de  fonctions  orthogonales  et  normales 

/,(/),      Mt),       ...,      fn(t^ 

C)  D.  Hilbert,  Grundzuge  einer  allgemeinen  Théorie  der  Unearen  Integral- 
gleichungen  {Gottinger  .\achrichten,  années  1904  et  suiv.). 

(')  Schmidt,  Zur  Tliporle  der  Unearen  und  nicht  Unearen  Intégral gleichungen 
{AfathemaUsche  Annalen,  t.  63  et  suiv.). 
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telle  que 

u  =  ci«j  -t-  cjaj  -H. .  .H-  c„c?;-;  -h. , ., 

<'„=  I     fn(l)or{t)dl 

la  forme  quatlralique  sera  de  composée,  en  carrés.  Une  telle  décom- 
position n'est  d'ailleurs  pas  toujours  possible,  comme  nous  allons  le 
voir  en  cherchant  à  généraliser  la  théorie  relative  au  cas  des  formes 
quadratiques  de  n  variables. 

Les  directions  des  axes  de  coordonnées  a,,  «o,  .  .  .,  a,,,  ....  ou 
axes  de  la  quadrique  U=:const.,  s'obtiennent  en  cherchant  les 
points  où  cette  quadrique  et  la  sphère  /•-=const.  ont  même  plan 
tangent,  c'est-à-dire  où  la  variation  3()>U  —  /•-)  est  identiquement 
nulle,  A  étant  un  coefficient  convenable.  L'équalion  en  x[t)  ainsi 
obtenue  est  en  général  une  équation  intégrale,  naturellement  linéaii-e 
et  homogène. 

63.  Forme  normale  de  Gâteaux.  —  Plaçons-nous  d'abord  dans  le 
cas  où  U  a  la  forme  normale  de  Gâteaux 


(i;) 


u  =   /       /     o{t,i)x{t)x{z)dtd-, 


o(t,  -)  étant  symétrique  et  de  carré  sommable.  On  a 

o(XU  — /•*)=2/      rjx{t)dt    Xl     ^(t,  -zjxi-zjd-.  —  x(( ^ 


Les  fonctions  x(t)  annulant  celle  variation  sont  donc  les  solutions 
de  l'équation  de  Fredholm,  homogène  et  à  noyau  symétrique 


(18) 


:{()  =  \  I      o{t,  -'\x(/:)d-. 


11  n'existe  de  solution  non  identiquement  nulle  de  cette  équation 
que  si  X  est  une  des  racines 


(19) 


).,.     X, 


.,    X, 


de  son  déterminant;  ce  déterminant  étant  une  fonction  entière  de  X, 
ces  racines,  que  l'on  appelle  Jiombres  fondamentaux  ou  caracté- 
ristiques de  l'équation  (18),  ou  bien  sont  en  nombre  fini,  ou  bien 
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croissent  indéfiniment.  Dans  la  suite  (19),  nous  supposerons  chaque 
racine  écrite  un  nombre  de  fois  égal  à  son  ordre  de  multiplicité. 

A  une  racine  simple  A,j  correspond  une  solution  y,j(^)  de  l'équa- 
tion (18),  définie  à  un  facteur  constant  près.  Nous  supposerons  ce 
facteur  choisi  de  manière  que  la  fonction y"„(/)  soit  normale. 

A  11  racines  égales  correspondent  des  solutions  de  l'équation  (18), 
fonctions  linéaires  à  coefficients  arbitraires  de  h  d'entre  elles,  qu'on 
peut  supposer  orthogonales  et  normales,  et  que  nous  ferons  corres- 
pondre aux  racines  considérées. 

A  la  suite  des  nombres  fondamentaux  correspond  ainsi  une  suite 
de  solutions  fondamentales 

(20)  A(0,      /.(O,       ••.,      fni.t),       ... 

de  l'équation  (18).  Je  dis  que  ces  fonctions  sont  orthogonales  et  nor- 
males. 

D'après  la  manière  dont  nous  les  avons  choisies,  elles  sont  nor- 
males, et  celles  qui  correspondent  à  des  valeurs  égales  de  À  sont 
orthogonales.  Il  reste  à  vérifier  que  deux  fonctions  y"„  (  ^)  et  y"y,(;), 
correspondant  à  deux  valeurs  distinctes  À,»  et  Ay,,  sont  orthogonales. 

On  a,  par  définition  de /„(/), 

fnKt)  =K  f    ^(t,x)/„{-)ch, 

d'où,  en  multipliant  par  '^-pfp{t)  dt  et  intégrant  de  o  à  i , 

'^P  f  fu(t)f,At)dt  =  Xn>p   f      f    ^{t,z)f,{t)fn{x)dtdx. 

Le  deuxième  membre  ne  change  pas  si  l'on  intervertit  les  indices  n 
et  p.  Il  en  est  donc  de  même  du  premier,  ce  qui  donne 

(>.«-X/,)   f   fn{t)fp{t)dt  =  0. 

Le  premier  facteur  n'étant  pas  nul,  le  résultat  énoncé  est  établi. 

64.  On  peut  établir  une  théorie  des  développements  des  fonctions 
de  carrés  sommables  de  deux  variables  en  séries  de  fonctions  ortho- 
gonales, analogue  à  celle  déjà  exposée  dans  le  Cas  d'une  variable. 


CIIAP.    IV.    —  MESMUIÎ    DIÎS    VOMJMKS    KT    OKS    SUHI'ACES.  337 

Nous  considcrcions   à  C(!l   cAVcl  deux   siiilcs   complexes   de   fonctions 
orlhogonulcs  et  normales 

{  Mn,   Ml).    •••■   /«(O,    •••• 

{■>A)  l 

Les  fouelions //,(/)  ;'y(T),  considérées  comme  fondions  des  deux 
variables  t  et  t,  sonl  orthogonales  et  normales  dans  le  carré 
o  <i  t<  i^  o  <' '  T  ■<  I  • 

Soit  d'aboi-d  une  fonction  cp(^/,  t)  continue  dans  ce  carré.  On  peut, 
pour  chaque  valeur  de  t,  la  représenter  par  une  série  de  fonctions 
/'n{t)i  les  coelfîcienls 

pouvant  eux-mêmes  se  représenter  par  une  série  de  fonctions  g,i{i)- 
On  est  ainsi  conduit  à  représenter  cc(/,  t)  par  la  série 

(  22  ) 


2       21^/'>'7//'("^'/^") 


ou 


(a3)  C/,,,/=    /       /    fi,{t)g,,{i)^{t,  z)dtdz. 

•    0      «-'o 

On  vérifie  d'ailleurs  sans  peine  quelle  converge  en  moyenne 
vers  cp(/,  t). 

Si  la  fonction  cs(/,  t)  n'est  pas  continue,  mais  seulement  de  carré 
sommahle,  on  peut  en  approcher  en  moyenne,  autant  qu'on  veut,  par 
une  fonction  continue,  et  par  suite,  par  une  somme  limitée  de  la 
forme  (22).  Or  de  toutes  les  sommes  de  cette  forme,  formées  avec 
des  systèmes  déterminés  d'indices  /?,  q,  mais  des  coefficients  indé- 
terminés, on  vérifie  srfns  peine  que  celle  qui  approche  en  moyenne 
le  plus  de  C3  (/',':)  est  celle  formée  avec  les  coefficients  (23),  projections 
de  la  fonction  cD(f,  t)  sur  les  vecteurs  rjui  représentent  y"/,(^)o-^(T) 
dans  l'espace  fonctionnel  à  20)  dimensions  qui  représente  les  fonctions 
de  carrés  sommables  de  deux  variables.  Il  est  donc  certain  que  la 
série  (22),  p  et  q  prenant  toutes  les  valeurs  entières,  converge  en 
moyenne  vers  cp(f,  x). 

Inversement,  si  les  coefficients  Cp^q  sont  donnés,  et  tels  que  S^  ,^ 
soit  finie,  on  vérifie    sans   peine  que    la  série  (22)   représente    une 

Llh'Y.  32 
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fonction  cp(/,  -)  de  carré  sonimalile,  et  que 

60.  Appliquons  ces  résultats  au  cas  où  l'on  prend  pour  fonction 
cp(/,  T)  la  fonction  symétrique,  nojau  de  l'équation  (18)  et  pour  suite 
des /p{t)  et  pour  suite  des  gp(i)  la  suite  (20),  supposée  complète.  Il 
vient 

0','/=  f  fp(t)dt  f  M'.)^(i,'z)d-.  =  ±  f  f,(iKf,(ndf, 

c'est-à-dire  o,  si  p  et  q  sont  différents,  et  ^-?  s'ils  sont  égaux.  On  a 
alors 


(2j;  ç(  /,  -  )  = 


>.,         X„ 


celte  série  étant,  sinon  convergente,  du  moins  convergente  en 
moyenne,  dans  le  carré  o  <^  f  <^  i .  o  -^  t  <r  i ,  et 

(26.  Ç     f  ■:;-^{t.'MUd-^^+...^  ^r,^..., 

formule  qui  montre  que  les  A„,  racines  du  déterminant  de  l'équa- 
tion (18),  ne  sont  pas  des  nombres  quelconques,  mais  doivent  croître 
assez  vite  pour  que  cette  série  converge. 

En  portant  cette  expression  dans  la  valeur  de  la  fonctionnelle  L, 
on  trouve 

(271  l    =   yi   +...+  y-  +..., 

série  qui  est  bien  convergente,  puisque  -<7,^,  est  fini  et  que  les  0,1 
auguientent  indéfiniment. 

66.  11  peut  arriver  que  la  suite  (20)  ne  soit  pas  complète.  Les 
séries  -Cp^ç/p{l)/q{':)  ne  représentent  pas  dans  ce  cas  toutes  les 
fonctions  de  carrés  sommables.  Le  résultat  fondamental  de 
M.  Schmidt  consiste  en  ce  qu'elles  peuvent  certainement  représenter 
le  noyau  cp(^,  t)  dont  la  suite  (20)  est  déduite.  Alors  les  formules  (25), 
(26)  et  (2-)  restent  valables,  la  série  de  la  première  formule  étant 
convergente  en  moyenne,  et  les  autres  étant  convergentes. 


I 
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l*our  montrer  la  possibililr.  soit  de  ce  cas,  soit  du  précédent  où  la 
suite  (30)  est  complète,  il  suflil  de  se  doniier  a />/-/o/"i  cette  suite,  finie 
ou  infinie,  et  dans  ce  dernier  cas  complète  ou  incomplète,  puis  les  A„ 
tels  (jue  la  série  (26)  converge.  La  série  (ai)  définit  alors  la  fonction 
de  carré  sommable  o[t,  t),  et  il  est  bien  évident  que  l'équation  (18), 
pour  /  =:  A„,  admet  la  solution  /'„(/),  de  sorte  qu'en  partant  de  cette 
équation,  on  lelrouve  la  suite  des  fonctions /„( /)  choisies. 

07.  Comme  conclusion  de  ce  qui  précède,  nous  voyons  que  la 
fonclionnelle  (17)  est  toujours  décomposable  en  un  nombre  fini  ou 
une  infinité  dénombrable  de  carrés  orthogonaux.  En  d'autres  termes, 
on  peut  rapporter  la  quadrique  L  =  const.  à  ses  axes,  comme  nous 
nous  étions  proposés  de  le  faire. 

•Si  la  suite  (20)  n'est  pas  complète,  le  système  des  coordonnées  â!(, 

«2-    •••?  ««5  •••    peut  être  complété  par  d'autres  coordonnées  6i, 

bi,  •■■■  Ces  dernières  n'intervenant  pas  dans  l'expression  (27),  la 

quadrique  U  =  const.   est  du  type  parabolique;  d'une  manière  plus 

précise,   c'est  un  cylindre,   ayant  ses  plans  générateurs  parallèles  au 

plan 

ai  =  a-}  =  . .  •  =  an  ==...==  o. 

Si  la  suite  (20)  est  complète,  la  quadrique  L  =  i  est  du  type 
ellipsoïde  ou  du  type  hyperboloïde  suivant  que  les  a„  sont  ou  non 
tou^  du  même  signe. 

Dans    un    cas   comme   dans   l'auti-e,    les   demi-axes  ont  la  valeur 

/„  z=  y  X„.  On  remarque  qu'ils  deviennent  infinis,  la  série  \^  ^,  étant 
convergente. 

OS.  Forme  normale  quelconque.  —  Des  circonstances  toutes  diffé- 
rentes se  présentent  si  U  n'est  pas  une  fonctionnelle  de  Gâteaux. 
Supposons-la  de  la  forme 

La  condition  o()X  —  /•-)  =  o  s'écrit 

Pour  aucune  valeur  de  A.  elle  n'est  vérifiée  pour  une  fonction  non 
identiquement  nulle,  du  moins  en  général.  Pour  expliquer  cette  circons- 
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tance,  appliquons  la  méthode  du  passage  du  fini  à  l'infini.  Remplaçons 
d'abord  (];(i)par  une  fonction  simple  d'ordre  n  égale  successivement 

à^j;,,  '|i2,  •  •  •-  '}«•  Dans  l'intervalle  (  ' ,  -  j  ?  le  facteur)>'!;(i)  —  i  s'an- 
nule si  l'on  prend  X  =  —  >  et  la  condition  précédente  est  vérifiée  si 

x{t)  est  nul  en  dehors  de  cet  intervalle.  Si  nous  nous  bornons  aussi 
pour  x{t)  aux  fonctions  simples  d'ordre /i,  nous  n'avons  qu'à  prendre 

comme  valeur  de  x{t)  correspondant  à  la  valeur  A{=^  t-  '  la  fonction 

Xi{t)  égale  à  \/n  dans  l'intervalle  ( >  -  j  et  nulle  en  dehors  de  cet 

intervalle,  et  nous  avons  la  formule  de  décomposition  en  carrés 

en  posant  ar(^)  =  Sa,\r/(;),  c'est-à-dire  que  \i^^\Jnai  est  la  valeur 
de  xi^i)  dans  l'intervalle 


Il       n 

Quand  n  augmente  indéfiniment,  l'ensemble  des  valeurs  caracté- 
ristiques de  \  tend  vers  l'ensemble  de  toutes  les  valeurs  de  -p- — :  on 

dit  qu'il  forme  un  spectre  continu,  tandis  que,  dans  le  cas  précé- 
dent, on  avait  un  spectre  discontinu.  La  somme  des  carrés  tend  alors 
non  vers  une  série,  comme  dans  l'exemple  précédent,  mais  vers  une 
intégrale,  qui  n'est  autre  que  l'intégrale  (28).  Chacune  des  fonctions 
Xi{t)  ne  converge  pas  en  moyenne  vers  une  fonction  de  carré  som- 
mable,  puisque  son  module  fonctionnel  restant  égal  à  i ,  elle  tend 
vers  zéro,  sauf  en  un  point  de  l'intervalle  (  o,  i)  ;  ceci  explique  que 
nous  n'ayons  pas  pu  trouver  de  fonction  de  carré  sommable  corres- 
pondant à  chacune  des  valeurs  caractéristiques  A  =  -; — :  et  annulant 

a(xu-H). 

C'est  d'ailleurs  celte  circonstance  qui  caractérise  le  cas  du  spectre 
continu,  et  non  le  fait  que  les  longueurs  des  demi-axes  des  /î'^"'^*  sec- 
tions aient  pour  valeurs  limites  toutes  les  valeurs  d'un  certain  inter- 
valle. Cette  dernière  circonstance  est  réalisée  aussi  par  exemple  pour 

la  quadrique 

Cl  a  1  -h  C2  a^  4- . .  .  -H  c„  «,^  -^  .  .  .  =  I , 

les  Cl  étant  finis  et  partout  denses  dans  un  certain  intervalle;  mais  en 
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direction,  les  demi-axes  de  la  (juadiiquc  tendent  vers  des  droites 
limites  délerminées,  situées  dans  l'espace  fonctionnel,  c'est-à-dire 
représentant  des  fonctions  de  carrés  sommables;  c'est  ce  qui  caracté- 
rise le  cas  du  spectre  discontinu. 

Si  la  fonction  'l{t)  garde  un  signe  constant  sans  s'annuler,  la 
forme  L  sera  définie,  la  quadrique  U  =:  const.  étant  du  type  ellip- 
soïde. Si  '^(t)  s'annule  dans  une  partie  de  l'intervalle  (o,  i),  la  qua- 
drique U  =  const.  sera  un  cylindre,  elliptique  ou  hyperbolique  sui- 
vant que  les  valeurs  non  nulles  deà(t)  sont  toutes  de  même  signe 
ou  non.  Si  'l{t)  change  de  signe,  en  ne  s'annulant  que  pour  les  points 
d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  ce  qui  est  indifférent  pour  la  fonc- 
tionnelle L  ,  la  quadrique  est  du  type  liAperbolique. 

De   toute  façon,  les  dcini-axes  de  la  quadrique  U  =  i   prennent 

toutes  les  valeurs  de  la  fonction  • 

69.  On  obtient  naturellement  des  circonstances  plus  générales 
pour  la  forme 


)dt 


qui  comprend  les  deux  précédentes  comme  cas  particulier.  La  condi- 
tion o(aL  —  /■-')  =  o  s'écrit 

x(t  )[\  —  l'b{t\}  =  À   /     f^{t,  z)x{~.)d-.. 

'0 

Tant  que  |a|<^  ^t^^-j  :Xl   désignant  le  module  maximum  de  'i^(^), 

on  peut  diviser  par  i — '/.•Lit),  ce  qui  ramène  l'équation  à  la  forme 
de  Fredholm,  et  la  solution  est  donnée  par  les  formules  habituelles; 
on  ne  peut  avoir  qu'un    spectre    discontinu.   Mais    le    spectre    peut 

devenir  continu  dès  que  |  A  |  dépasse  la  valeur  ^rrr- 

70-  Forme  générale.  —  Des  circonstances  différentes  encore  se 
produiront  pour  les  formes  qui  ne  sont  pas  normales.  Soit,  par 
exemple,  la  fonctionnelle  déjà  considérée 


(  3o)  ^  =   I     x{t)x{i  —  t\dt. 


1  =  1     x{t)x{i  —  t 
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-  La  condition  o(>.L  —  /■-)  =  o  s'écrit 

la-ii  —  t)  =  x{t). 

Pour  que  cette  formule  soit  vraie  à  la  fois  pour  ^  et  i  —  /,  il  faut 
que  )v  =  du  I .  Pour  la  valeur  caractéristique  i,  les  fonctions  .r(f) 
correspondantes  doivent  être  telles  que  x{  t  )  ^  x{\  —  /),  c'est-à-dire 
paire^  si  on  la  prolonge  pour  t  négatif  de  manière  qu'elle  admette  la 
période  i.  Pour  ).  =  — i.  les  fonctions  correspondantes  seront 
impaires.  On  a  ainsi  deux  valeurs  caractéristiques  d'ordres  infinis, 
et  en  développant  les  fonctions  paires  en  série  de  fonctions  orthogo- 
nales et  normales 

fi{t),   f,(t),    ....    /■,/>•  0,    ••., 

et  de  même  les  fonctions  impaires  en  une  série  analogue  de  fonctions 

/l'O,   /31O,    •••,   f-ii'-\(t),    •.., 

on  arrive  à  la  formule 

On  voit  que  nous  obtenons  une  décomposition  en  une  infinité 
dénombrable  de  carrés,  mais  dans  laquelle  les  coefficients  alternati- 
vement égaux  à  — ^  I  et  à  +1,  ne  tendent  pas  vers  une  limite.  Cette 
circonstance  ne  semble  pas  pouvoir  se  produire  avec  une  fonction- 
nelle normale;  en  tout  cas,  elle  ne  le  peut  pas,  comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué,  si  la  suite  des  fonctions /„(<)  correspondant  aux  axes 
est  la  suite  (6)  du  Chapitre  précédent. 

Elle  se  produira  au  contraire,  en  général,  avec  une  fonctionnelle 
générale  donnant  lieu  à  un  spectre  discontinu,  puisqu'une  telle  fonc- 
tionnelle peut  être  obtenue  en  choisissant  arbitrairement  les  directions 
des  axes,  et  une  suite  de  nombres  C|,  Co,  . . .,  c„,  . . .,  dont  les  modules 
soient  bornés,  et  en  posant 

U  =  Cia| -i- C2a| -f-. .  .-f- c,ja2 -h.  .  ..  • 

71.  Le  volume  de  l'ellipsoïde.  —  Proposons-nous  d'évaluer  le 
volume  de  l'ellipsoïde  dans  les  difl'érents  cas  que  nous  venons  de 
considérer.  Soit  d'abord  l'ellipsoïde  C,  d'équation 

(3.)  u  =  fi  +  fi+. ..+  ?!+...=  ,, 

Al  As  A  „ 
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le  sysirnie  des  axes  des  a,.  (t>.  . .  .,  f/,j,  . .  .  ("laiil  supposé  ((uiiplii.  ci 
les  A„  éliinl  des  iiniiilircs  pnsilils,  aii^iiienlaiil  iiKiéliiiimciil  (jiif  uoiis 
supposerons     raii|;<'s    pai'    ordre    d«'    j;randeurs    croissanles  (si     7    ,-5 

converge,  l    esl  iiikî  loiuiioiinclle  iionnal»'  d(;  (îa(<'aii\j. 

La  section  de  cet  ellipsoïde  par  le  plan  des  a,,  a-j,  ....  o,,  >••.[  un 
ellipsoïde,  équivalent  à  une  sphère  du  même  plan,  donl  le  rayon, 
moyenne  géoinélrique  des  demi-axes  \/')^\,  \/'k2i  ••.,  y/X,,  augmente 
indéfiniment  avec  n.  A  la  limite,  le  volume  de  l'ellipsoïde  «1'  apparaît 
comme  supt-rieur  à  celui  de  n'importe  quelle  s|)hère. 

Au  lieu  de  la  section  de  r<'llipsoïde  C  par  le  plan  (lesOf.ff^ a,i, 

on  peut  considérer  sa  /i"''"^  section  c„,  soit  au  point  de  \iir  du  n"  48, 
soit  au  point  de  vue  du  Chapitre  III,  les  axes  étant  seulement  dilîe- 
rents  de  ceux  de  l'ellipsoïde.  Nous  allons  montrer  que  les  demi-axes 
de  l'ellipsoïde  C„,  rangés  par  ordre  de  grandenrs  croissantes,  tendent 
respectivement  vers  y/X),  y/Ào?  •  •  ••  ^6  sorte  que  la  conclusion  relative 
au  volume  de  l'ellipsoïde  il  reste  exacte  à  ce  nouveau  point  de  vue. 

Pour  simplifier  le  raisonnement,  nous  supposerons  les  ).„  tous 
distincts;  il  n'y  aurait  aucun  changement  essentiel  si  l'on  en  suppo- 
sait plusieurs  égaux. 

Pour  n  assez  grand,  le  plan  de  l'ellipsoïde  >L'„  approche  autant 
qu'on  veut  de  tout  point  de  l'espace  fonctionnel,  et  en  particulier  des 
extrémités  de  l'axe  des  «,  dans  l'ellipsoïde  C.  Par  suite,  i',i  contient 
des  points  dont  la  distance  au  centre,  évidemment  toujours  supé- 
rieure à  y/A,,  approche  autant  qu'on  veut  de  cette  valeur.  Donc  le 
plus  petit  demi-axe  de  l'ellipsoïde  tL„  tend  en  grandeur  vers  y  ).,  et 
par  suite  en  position  vers  l'axe  des  «,. 

Dans  la  section  de  l'ellipsoïde  «L'„  par  le  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe,  plan  qui  tend  vers  le  plan  «,  =  o,  la  distance  au  centre  devient 
et  reste  supérieure,  pour/?  assez  grand,  à  y/).o —  î,  s  étant  un  nombre 
positif  arbitrairement  petit.  Les  deux  points  de  cette  section  les  plus 
rapprochés  du  centre  tendent  alors  vers  les  extrémités  de  l'axe  des  a-^ 
dans  l'ellipsoïde  »L'.  Le  second  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde  ^  „,  rangés 
par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  tend  donc  versy/X^;  et  ainsi  de 
suite.  c.  Q.  F.  o. 

72.    Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde 

32)  U  =  \ i  a]  ^  \o a l  ^ .  .  . -\-  A„a^-i-.  .  .=  i, 
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les  A„,  tous  positifs,  ayant  une  limite  finie  et  non  nulle  -j-r'  Les  Ion- 

gueurs  des  demi-axes  tendent  vers  L,  et  peuvent  être  tantôt  infé- 
rieures, tantôt  supérieures  à  celte  valeur.  On  peut  appliquer  le 
principe  du  raisonnement  précédent,  en  cherchant  séparément  les 
plus  grands  et  les  plus  petits  demi-axes  de  la  /î'^™'  section.  On  trouve 
ainsi   que   les   demi-axes   de   cette    section    tendent   respectivement 

vers  —=:^,  —=^}  •  •  •>  le  nombre  de  ceux  qui  ne  sont  pas  compris  entre 

v/ÂT    v/A2  ^  *  ^ 

L  —  e  et  L  +  e.  restant  fini,  quelque  petit  que  soit  t.  Le  rayon  de  la 
sphère  équivalente  tend  alors  vers  L, 

On  peut  même  obtenir  un  résultat  plus  précis,  dans  le  cas  ovi  le 
produit 

a  une  limite  déterminée,  finie,  infinie  ou  nulle,  mais  indépendante  de 

l'ordre  des  facteurs,  c'est-à-dire  quand  la  série  2  (  A„  —  j—  |  n'est  pas 

semi-convergente.  Ce  produit  représente  le  rapport  du  volume  de  la 
sphère  de  rajon  L  dans  l'espace  E„  à  celui  de  la  section  de  l'ellip- 
soïde (32)  par  le  plan  des  a,  a-^.  .  .  a„.  Si  au  lieu  de  cette  section  on 
considère  la  /i"'"*  section  de  l'ellipsoïde  dans  un  système  quelconque, 
on  démontre  que  le  rapport  du  volume  de  la  sphère  de  rajon  L  dans 
l'espace  E„  à  celui  de  cette  /i'*™"  section  a  la  même  limite,  finie, 
infinie,  ou  nulle.  Ce  résultat  donne  une  idée  plus  précise  du  volume 
de  l'ellipsoïde  (Sa)  que  ne  le  fait  la  connaissance  du  rayon  L  de  la 
sphère  équivalente. 

73.  Dans  les  cas  que  nous  venons  de  considérer,  les  demi-axes  ont 
une  limite,  finie  ou  infinie.  Si  par  exemple  cette  limite  est  finie  et 
égale  à  L,  on  peut,  s  étant  arbitrairement  petit,  couper  la  surface  par 
un  plan  diamétral  à  to  —  p  dimensions  [p  étant  fini),  de  manière  que 
tous  les  points  de  la  section  soient  à  une  distance  du  centre  comprise 
entre  L  —  s  et  L-j-e.  Cette  section  est  presque  une  sphère,  et  le  fait 
que  dans  les  directions  conjuguées,  en  nombre  fini,  les  demi-diamètres 
soient  différents  de  L,  ne  change  pas  l'ordre  de  grandeur  du  volume. 
Ces  circonstances  ne  sont  possibles  que  dans  le  cas  du  spectre  discon- 
tinu. Il  reste  à  étudier  le  cas  où,  le  spectre  étant  discontinu,  les  demi- 
axes  n'ont  pas  de  limite,  et  le  cas  du  spectre  continu  ou  mixte. 
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Dans  ces  cas,  les  demi-axes  n'ayanl  pas  presque  tous  la  inèiiic 
valeur,  leur  ordre  n'est  pas  indillércnl,  et  le  choix  de  la  /i''"""  section 
<jue  l'on  considère  ne  l'est  pas  non  plus.  11  faut  alors  se  placer  au 
point  de  vue  indiqué  n"  48,  lié  au  point  de  vue  de  Gâteaux.  Comme  il 
est  souvent  plus  commode  de  se  placer  au  point  de  \  ue  du  Chapitre  III , 
il  est  intéressant  de  se  demander  dans  quel  cas  ces  points  de  vue  sont 
équivalents.  Il  est  j)rohable  que,  comme  c'était  le  cas  dans  l'étude  de 
la  moyenne,  il  y  a  équivalence  des  deux  points  de  vue,  soit  pour  une 
fonctionnelle  U  normale  et  une  suite  également  dense,  soit  pour  une 
fonctionnelle  générale  et  une  suite  normalement  dense.  Nous  ne  l'avons 
pas  démontré  rigoureusement. 

74.  Nous  allons  montrer  dans  un  cas  particulier  qu'il  en  est 
bien  ainsi.  Considérons  relli})SOïde  U=  i,  U  désignant  la  fonction- 
nelle 


(33)      l    =    /     [x'^i /)  +  x{()  xi\  — t)-^  x^-(i  — t  )]dt 


0 


dl. 


l*our  définir  ce  volume,  nous  devons  considérer  sa  (/i  —  iy«me  ggç_ 
tion  réduite,  en  nous  plaçant  dans  le  champ  des  fonctions  simples 
d'ordre  n  —  i,  ayant  une  valeur  constante  Xi\/ii  —  i  dans  chacun  des 

intervalles  {  >  — —  )  •  En  groupant  les  termes  d'indices  i  et  ii  —  f , 

\n  —  \     n  —  I  /  o        1 

U  apparaît  comme  somme  de  termes  de  la  forme 

Xi~\-X,i-i\'  [Xi         Xfi— 


Le  terme  d'indice  -  pouvant  évidemment  être  négligé,  si  n  est  pair 
€t  suffisamment  grand,  les  demi-axes  sont  égaux,  la  moitié  à  i,  l'autre 

moitié  à  — ^-  Leur  moyenne  géométrique,  ou  rayon  de  la  sphère  équi- 

v/3 

valente,  tend  donc  vers  ^7=.»  tandis  que  la  valeur  movenne  de  U  sur  la 
y/s 

sphère  de  ravon  i  est  égale  à  2. 

Prenons  maintenant  un  système  de  coordonnées  orthogonales, 
définies  par  des  fonctions  f„{t)  de  période  1,  et  qui  soient  toutes 
paires  ou  impaires.  Désignons  par  «„  les  coordonnées  correspondant 
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aux  fondions  pailles  et  bn  celles  qui  corres])()ndenl  aux  fonctions  im- 
paires. I^a  fonctionnelle  U  prend  la  forme 

Pour  que  les  demi-axes  aient  bien  pour  moyenne  géométrique  -i—j 

il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  /„(/)  soient  rangées  dans  un  ordre 
tel  que  les  n  premières  fonctions  comprennent  un  nombre  de  (onc- 
tions paires  équivalent  pour  n  infini  à  -•  C'est  précisément  la  condi- 
tion pour  que  la  moyenne  des  coefficients  soll  ■ =  2,  c'est-à-dire 

pour  que  la  valeur  moyenne  de  U  sur  la  sphère  /•-=  i  soit  bien  2. 

Par  généralisation,  il  est  naturel  de  penser  que  les  conditions  pour 
que  la  moyenne  géométrique  des  demi-axes  soit  la  même  aux  deux 
points  de  vue,  sont  les  mêmes  que  les  conditions  pour  que  la  moyenne 
de  U  sur  la  sphère  de  rayon  i  soit  la  même  aux  deux  points  de  vue  ; 
ces  conditions  seraient  donc  que  la  suite  des  fonctions /,j(^)  soit  noi- 
inalenKiiit  dense,  ou  du  moins  n'admette  comme  ligne  exceptionnelle 
aucune  ligne  qui  le  soit  aussi  pour  la  fonctionnelle  U. 

75.    Considérons  maintenant  le  cas  où  U  est  de  la  forme 

(34)  ^  ^  \   '^(n^-Hf)df, 

la  fonction  'l{t)  étant  positive  ou  exceptionnellement  nnlle.  Sa 
/?"'""'  section  réduite  est  la  fonction 

u„{  Xi,  Tt,  .  .  .,  oca)  =  '^ix\  -+-  '^iX\  -+-...-+-  '^«a:,^,, 

où    •-!;/   désigne  la    moyenne    de    '\{t)    dans    l'intervalle    / ,   -\' 

L'ellipsoïde  «„  =  i  est  donc  équivalent  à  une  sphère  de  l'espace  E,j 
de  rayon  L^  défini  par  la  formule 


de  sorte  qu'à  la  limite,  le  rayon  de  la  sphère  de  l'espace  fonctionnel 
équivalente    à   l'ellipsoïde    U  :=  i    est  la    moyenne    géométrique   des 

valeurs    de  .   c'est-à-dire    le    nombre    positif  L    défini    par   la 
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formule 

Ce  rajon  est  évideinnienl  inlini  si  la  fonction  '}(  /)  est  nulle  pour  les 
j)oints  d'un  ensenihle  de  mesure  positive.  Mais  il  reste  (ini  si  'l{t)f'sl 
une  fonction  continue  ayant  en  un  point  une  racine  d'ordre  entier. 

TI  est  facile  de  passer  de  ce  cas  au  cas  plus  général  où  Li  est  une 
fonctionnelle  normale  du  second  degré, 

(35)  ^    =  /     'H 0 -^'^ '  0  ^^ -+-  /       /     ■:f{t.-)x{t)xi-.)d(d-. 

La  présence  de  l'intégrale  double,  qui  peut  éxidemnicnt  changer  le 
signe  de  L  pour  certaines  fonctions  x{t)  et  par  suite  la  nature  de 
la  quadri(pie  U  =  i.  ne  peut  pas  changer  le  rayon  de  la  sphère 
équivalente,  si  cette  quadrique  reste  un  ellipsoïde.  Cela  tient  à  ce  que 
cette  intégrale  est  du  type  (3i)  et  par  suite,  quelque  petit  que  soite, 
inférieure  à  s/-  dans  un  plan  à  to  —  p  dimensions,  p  étant  fini.  Les 
p  dimensions  ainsi  négligées  sont  sans  importance  (sauf  dans  le  cas 
où  le  carré  d'un  des  demi-diamètres  correspondants  de^  ient  inlini  ou 
change  de  signe;  mais  dans  ce  cas  la  cjuadrique  U  =  i  cesse  d'être  un 
ellipsoïde).  Pour  les  directions  du  plan  à  oj — p  dimensions  consi- 
déré, l'intégrale  double  est  négligeable  devant  l'intégrale  simple,  à 
moins  que  celle-ci  ne  soit  elle-même  très  petite  par  rapport  à  /■*;  mais 
les  directions  pour  lesquelles  il  en  est  ainsi,  ou  bien  peuvent  être 
négligées,  ou  bien  ne  le  pçuvent  pas,  et  dans  ce  dernier  cas  le  rayon 
de  la  sphère  équivalente  à  l'ellipsoïde  est  infini,  et  le  reste  après 
addition  de  l'intégrale  double.  (Il  n'y  a  d'ailleurs  aucune  difficulté 
à  préciser  ce  raisonnement  et  le  rendre  parfaitement  rigoureux.) 

76.   Plaçons-nous  dans  le  cas  où  la  quadrique  L'  =  i   est  un  ellip- 
soïde, et  considérons  les  trois  quantités  suivantes  : 
i"  Le  rayon  L  de  la  sphère  équivalente; 

2°  La  valeur  moyenne  de  —  sur  la  sphère  r^  ^  i  (ou  à  son  inté- 
rieur, ce  qui  revient  au  même);  nous  la  désignerons  par  ^,  ;  /  est  alors 

le  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  U  est  en  moyenne  et,  par  suite, 
presque  partout,  égal  à  i. 
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3°  La  valeur  moyenne  de  —  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  U  =  i  ;  nous 
la  désignerons  par  — •  (Il  résultera  de  la  suite  que  c'est  aussi  la  valeur 

moyenne  du  même  rapport  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde.) 

-11  existe  une  relation  d'inégalité  entre  /,  l'  et  L.  Pour  l'établir, 
considérons  d'abord  la  /i"'""' section  de  l'ellipsoïde.  Son  équation,  rap- 
portée à  des  axes  convenables,  est  de  la  forme 

A,  «  j  4-  A 2  a|  -h .  .  . -t-  A„  «,-,  =  I . 

Les  quantités  /,j,  l\^  et  L,^,  analogues  à  /-,  /'-  et  L-,  mais  relatives  à 
cette  ji'^'"''  section,   sont  les  moyennes  harmonique,  arithmétique  et 

géométrique  des  carrés  des  quantités  À,=  — ,  carrés  des  demi-axes. 

Aj 

On  a  donc 

Elles  tendent  respectivement  vers  /,  L,  /'.  On  a  donc 

<3(j)  l<h<l'. 

Ce  résultat  est  facile  à  interpréter  géométriquement.  Si,  en  chaque 
point  M  de  la  sphère  /■-  :^  i .  on  désigne  par  A  la  longueur  du  demi- 
diamètre  de  l'ellipsoïde  qui  passe  par  ce  point  (en  d'autres  termes, 

si  l'on  désigne  par  y-^  la  valeur  de  U  en  ce  point),  A  est  sur  presque 

toute  la  sphère  égal  à  /.  Mais,  si  l'on  passe  de  la  sphère  à  l'ellipsoïde 
en  faisant  se  correspondre  les  éléments  situés  sur  un  même  rayon, 
les  éléments  pour  lesquels  X  >  /  sont  «  tellement  grossis  »,  qu'ils 
peuvent  constituer,  après  cette  opération,  presque  tout  le  volume  de 
l'ellipsoïde,  bien  que  ne  constituant  auparavant  qu'une  fraction 
négligeable  de  la  sphère.  Le  volume  de  l'ellipsoïde  peut  être  ainsi  le 
même  que  si  X  avait  une  valeur  constante  L  >  /. 

On  s'explique  de  même,  en  intervertissant  les  rôles  de  la  sphère  et 
de  l'ellipsoïde,  que  l'on  ait  L^/'.  Rappelons  qu'au  n"  23  nous  avons 
déjà  établi  et  expliqué  géométriquement  l'inégalité  l^l'  sans  faire 
intervenir  L. 

U  est  intéressant  de  se  demander  dans  quels  cas  on  a  l'égalité 

<37)  l=L=r. 

Il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  pour  cela  que,  dans  le  calcul 
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des  moyennes  (liiirmoiiKjiic,  <;éoniélriqiM',  ou  iiiitliniélique)  des 
carrés  des  demi-axes,  ceux  de  ces  demi-axes  qui  ne  sont  pas  compris 
dans  l'intervalle  (L  —  e,  L-f-e)  aient,  quelque  petit  que  soit  s,  une 
influence  négligeable.  Cela  n'est  pas  possible  dans  le  cas  du  spectre 
continu,  tout  intervalle  (iiii  conlcnanL  des  valeuis  des  demi-axes  ayant 
un  poids  lini.  Cela  seia  réidisé  dans  le  cas  du  spectre  discontinu,  si 
les  demi-axes  ont  une  limite.  Mais  cela  peut  être  réalisé  sans  qu'il  y 
ait  une  limite. 

Supposons  en  effet  les  fonctions y„  [l )  rangées  dans  un  ordre  nor- 
mal. Si  l'on  choisit  une  suite  d'indices  n^^  /?o,  •  .  • ,  Hj,^  •  •  •  ,  tels  que 

le    rapport  —   devienne    inlini,    c'est-à-dire    tels    que    leur   densité 

moyenne  —  tende  vers  o,  les  demi-axes  correspondants  n'ont  aucune 
n  p 

influence  sur  le  calcul  de  la  moyenne;  ils  peuvent  ne  pas  tendre  vers 
la  même  limite  que  les  autres  sans  que  l'égalité  (3'j)  cesse  d'être 
vraie.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  égalité  soit 
vraie  est  donc  que,  si  petit  que  soit  s.  la  suite  des  indices  rip  corres- 
pondant  à  des  demi-axes   non  compris  entre  L  —  z  et  L  -f-  s,   soit 

finie,  ou  telle  que  sa  densité  moyenne  —  tende  vers  o.  Nous  dirons 

Il  I, 

que,  dans  ce  cas,  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  tendent  presque  tous 
vers  La  limite  L('). 

Bien  entendu,  il  résulte  de  ce  raisonnement  que  l'une  des  égalités 
/  =  L  et  L  ^  /'  ne  peut  être  vérifiée  sans  que  l'autre  le  soit. 

77.  Les  sections  planes  de  l'ellipsoïde.  —  Nous  avons  déjà  observé 
que  la  géométrie  de  l'espace  fonctionnel,  et  celles  des  plans  à  (o  —  i  ou 
à  to  —  p  dimensions,  sont  identiques,  du  moins  en  ce  qui  concerne 
les  propiiétés  liées  aux  notions  d'angle  et  de  distance.  Telles  sont 
celles  qui  concernent  les  axes  d'une  quadrique,  à  l'extrémité  desquels 
le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  rayon.  Aussi  rencontre-l-on 
dans  l'étude  des  axes  d'une  section  plane  les  mêmes  cas  que  dans 

(')  Dans  la  suite,  nous  emploierons  l'expression  presque  tous,  en  parlant  d'élé- 
ments liés  aux  fonctions  d'une  suite  orthogonale,  lorsque,  ces  fonctions  étant  ran- 
gées dans  un  ordre  normal,  la  proportion  —  des  indices  négligés  tend  vers  o.  Qu'il 

s'agisse  de  tels  éléments,  ou  d'éléments  dépendant  d'une  fonction  arbitraire,  les  mots 
presque  tous,  qui  reviennent  souvent  dans  cette  étude,  signifient  donc  toujours  «  en 
négligeant  des  éléments  sans  influence  sur  la  valeur  de  la  moyenne  ». 
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l'étude  de  ceux  de  la  quadrique  :  spectre  continu  ou  discontinu  ;  lon- 
gueurs des  axes  ayant  une  limite  ou  n'en  ayant  pas;  dans  le  cas  de 
rellipsoïde  inégalité  (36)  ou  égalité  (3-). 

11  reste  à  étudier  les  relations  entre  les  propriétés  de  la  quadrique 
et  celles  de  la  section  plane.  La  circonstance  essentielle  que  celte 
étude  mettra  en  évidence  est  que  ces  propriétés  sont  les  mêmes  ;  en 
ce  qui  concerne  les  différents  cas  que  nous  venons  de  distinguer,  une 
quadrique  et  toutes  ses  sections  planes  se  rattachent  au  même  cas; 
les  valeurs  des  moyennes  /.  L,  /'  sont  les  mêmes  pour  un  ellipsoïde 
et  toutes  ses  sections  planes.  11  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  pour 
les  propriétés  pouvant  être  modifiées  par  un  changement  ne  portant 
que  sur  un  axe,  comme  c'est  le  cas  pour  la  nature  des  quadriques  au 
point  de  vue  de  la  réalité  des  directions  asymptotiques. 

Il  suffit  d'ailleurs  d'étudier  la  relation  entre  une  quadrique  et  sa 
section  par  un  plan  à  w  —  i  dimensions.  Dans  ce  plan,  on  étudie  de 
même  la  relation  entre  la  section  complète  et  sa  section  par  un  plan 
n'ayant  plus  que  to  —  2  dimensions,  et  ainsi  de  suite.  Les  résultats 
ainsi  établis  en  ce  qui  concerne  les  plans  à  (o  —  i  dimensions 
s'étendent  donc  aux  plans  à  oj — p  dimensions,  p  étant  fini.  Bien 
entendu,  il  ne  peut  être  question  d'aller  beaucoup  plus  loin(')  ;  ainsi 
les  propriétés  des  sections  par  do  phuis  à  un  nombre  fini  de  dimen- 
sions sont  toutes  différentes,  et  les  longueurs  de  leurs  axes  sont  sans 
influence  sur  le  ealcid  des  valeurs  moyennes  /,  L.  /'. 

78.  Commençons  par  indiquer  comment  les  calculs  se  présentent 
en  pratique.  Soit  à  étudier  la  section  de  la  quadrique  U  =  i  par  le 
plan  V  =  o,  les  fonctionnelles  U  et  V  étant  homogènes,  de  degrés 
respectifs  2  et  i .  A  l'extrémité  d'un  axe,  les  plans  tangents  à  la  qua- 
drique et  à  la  sphère  /-  =  const.,  passant  par  ce  point,  ne  seront  pas 


(';  Nous  disons  à  dessein  beaucoup  plus  loin  :  on  peut,  dans  certains  cas,  aller  un 
peu  plus  loin.  Si  les  axes  sont  rangés  dans  nn  ordre  tel  que  la  suite  des  fonctions 
correspondantes     soit    normalement    dense,    et    si     Ion     considère     ceux    d'indices 

n 
«j,  n n le  rapport  —  devenant  infini  avee  p.  l'ensemble  de  ces  axes  est 

analo^^ue  par  certaines  propriétés  à  l'ensemble  d'un  nombre  fini  d'axes;  il  n'influe 
pas  sur  le  calcul  des  moyennes,  comme  nous  l'avons  vu  au  n"  75.  Le  plan  formé  par 
tous  les  autres  axes  est.  par  contre,  analogue  à  un  plan  à  (o  —  j)  dimensions,  p  étant 
fini  ;  on  peut,  en  employant  le  même  langage  qu'au  n°  7.5,  dire  qu'il  contient /^/evr/MC 
tous  les  axes. 
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m'M'('^s;^i^(Ml^{Mll  ((mloïKliis  ;  nmis  leur».  iiit('i>c(li()ii>  ;i\rc  \i-  nhin 
.v(''c;ml   soni   ((uildiKliic»».   On   ii   iilois 

(:38i  .-,  [_   _t- Y\     -  |î,.2)  =  o, 

p  fl  y  (Irsionanl  des  constantes  convenahles.  Cette  condition  caiac- 
lérise    \c<.   points  des    axes,   et   les   longueurs   des   flemi-uxcs   sont   le» 

\alciirs  de  —r=- 

Plaçons-noii.s  dan>  le  cas  du  speclic  discontinu.  La  fonctionnelle  l 
p<ut  alors  se  mettre  sou>  la  l'orme 

u  =  Xa^a;,, 

le>  a„  étant  Unis,  j)ui>(]iie  U  est  continu,  et  le  système  des  axes  {\c>~ 
</,.  a-t.  ....  a,i.  ...  clan!  suj»pos(''  coniplcl,  ce  (pu  csi  toujours  possible 
<'n  «'crivant  autant  de  liuincs  nuls  ([u'il  est  nécessaire.  La  fonction- 
nelle \  étant  alors  de  la  forme  ï  c,,  «„  (les  c„  étant  tels  que  la  série 
^cl  soit  convergente),  la  condition  (38)  donne,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  n. 

■>.  a„  a,i  -J-  Y  c„  —  :>  [î  a„  =  o. 

Tirant  a„  de  cette  formule,  et  portant  la  valeui-  obtenue  dans  la  con- 
dition V  =  o,  on  a  léquation 

<39) 


qui  détermine  les  valeurs  de  [i,  inverses  des  carrés  des  demi-axes. 

Si,  par  exemple,  les  a„  sont  des  nombres  positifs  décroissani 
constamment,  il  résulte  immédiatement  de  la  variation  du  premier 
membre  de  l'expression  (39)  qu'entre  deux  (/.,i  consécutifs  existe  une 
racine  de  l'équation  (39)  et  une  seule.  Cela  donne  une  relation  ti^ès 
nette  entre  les  longueurs  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde  considéré  et 
de  ceux  de  sa  section  plane. 

Dans  des  cas  plus  généraux,  la  conclusion  est  moins  simple.  Si  les 
valeurs  des  a„  sont  denses  dans  un  certain  intervalle,  le  premier 
membre  de  l'équation  (39)  est  une  fonction  analytique  d'un  type 
considéré  par  M.  Borel  dans  ses  Leçons  .^ar  la  théorie  des  fonctions. 
qui  admet  tous  les  points  de  cet  intervalle  comme  points  singuliers  ; 
la  discussion  de  1  équation  (39)  ne  peut  plus  se  faire  d'une  maniéic 
aussi  élémentaire. 
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Pour  pouvoir  conclure  dans  tous  les  cas,  même  dans  le  cas  du 
spectre  continu  où  l'application  directe  de  la  formule  (ig)  est  impos- 
sible, nous  emploierons  la  méthode  du  passage  du  fini  à  l'iiidni.  en 
considérant  la  /i''""*  section  de  la  figure  constituée  par  rellipsoïde  et 
sa  section  plane,  et  faisant  augmenter  n  indéfiniment. 

Dans  l'espace  à  n  dimensions,  les  n  quantités  a,,  a^, .  .  . ,  y-n  étant 
supposées  distinctes  et  rangées  par  ordre  de  grandeurs  croissantes, 
les  n  —  I  racines  de  l'équation  (^q)  sont  respectivement  situées  dans 

les  intervalles  (a,,  ao),  (ao,  7.3) (^'■«-i,  a„).  Si  plusieurs  des  a  sont 

égaux,  si  par  exemple  7./^^,  =  a^^^  =  .  .  .  ^  y-h+h,  il  est  évident  géo- 
métriquement que  cette  valeur  correspond  à  /.  —  i  axes  égaux  de  la 
section  plane  [bien  qu'elle  ne  vérifie  pas  l'équation  (Sg)  ;  cela  tient  à 
ce  que  dans  ce  cas  le  facteur  y,  que  nous  avons  laissé  de  côté  en  écri- 
vant cette  équation,  est  nul].  On  peut  donc  toujours  dire  qu'entre 
deux  valeurs  consécutives  des  a„,  égales  ou  non,  est  située  une  valeur 
et  une  seule  de  [^  correspondant  à  un  demi-axe  de  la  section  plane. 

A  la  limite,  71  augmentant  indéfiniment,  l'ensemble  des  valeurs 
limites  des  a/  constitue  le  spectre  de  la  quadrique.  (  Il  est  indifférent 


d'appeler  spectre  l'ensemble  des  valeurs  des  a  ou  des  quantités  a  =z  -  ; 
nous  adopterons  dans  chaque  cas  la  définition  la  plus  commode;  c'est 
ici  la  première.  )  D'une  manière  précise,  si  a  est  un  nombre  du 
spectre,  et  e  un  nombre  arbitrairement  petit,  il  existe  dans  liutcrvaile 
(a  —  £,  a-f-s)  au  moins  un  nombre  a/,  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
suffisamment  grandes  (et  non  seulement  pour  une  infinité  de  valeurs 
croissantes).  De  même,  l'ensemble  des  valeurs  limites  des  |^  constitue 
le  spectre  de  la  section  plane.  La  relation  obtenue  entre  les  a  et  les  jî 
donne  alors  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

i"  Si  a'  et  a"  sont  deux  nombres  a  du  spectre  de  la  quadrique,  et 
qu'il  n'y  ait  aucun  autre  nombre  a  dans  finterxalle  (a',  a),  il  y  a 
dans  cet  intervalle  un  nombre  ^  et  un  seul,  et  réciproquement  ; 

2"  Si  un  noml)re  a'  est  limite  d'une  infinité  de  nombres  a,  il  est 
aussi  limite  d'une  inbnité  de  nombres  [3,  et  réciproquement  ; 

3°  Si  l'ensemble  des  nombres  a  est  dense  dans  un  certain  intervalle 
(a',  a"),  l'ensemble  des  nombres  ^  est  dense  dans  le  même  intervalle^ 
et  réciproquement; 

4"  11  n'y  a  aucun  nombre  [3,  ni  entre  le  plus  grand  des  a  et  —  oc, 
ni  entre  le  plus  petit  des  a  (^algébriquement)  et  —  00. 
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1\).     L;i   scclloll    (I    llll    clll  j»-^(lï(l^•    ('«l     |i>ll|(illl'x    i'lli|)l  iillK'.    Milis    1,1    -,(•(- 

lioii  (I  llll  II  \  |M'i'l)()l()iili'  |M'iil  liMrc  iiii-'^i.  (  Jici'clioiis  lii  (:oii(iilioii 
nrcc^-iiirc  cl  Slllli■^;lll|l•  pour  (jiii'  l;i  -rclioii  de  l;i  (|ii;i(|  i'i(|iic  U  =  i  |);ir 
Iti  plan  \  r=  ()  soil  li'cllc  cl   cIliplKiuc. 

Le  |ihiii  V  -  ()  admcl  le  iiièmr  diamèli'c  (•(>ujiii;ii(''  par  ra|)|)iirl  à 
loiiU's  li'^  ([iiadi'iqiio  L  -r  A  \  -  -  i.  On  peut  loiijoiiiv»  dt'-lriniiacr  A, 
(le  manière  cpu'  U -f- À  ^'^"-  soil  poMlil  Mir  ee  diani«''lie.  e|  par  suite, 
M  la  x-elion  eiuiMilr'n'e  esl  elliplupie.  dan>^  loiil  I  es|)aee  loiielnmnel, 
saut  à  1  online.  Il  esi  donc  néeessaire,  el  évideininenl  sutlisant,  (pion 
pnisse  d<''lerrninei' A  de  manière  (pie  la  forme  U -{- X  A  ■*  soil  définie 
j)ositi\  e. 

80.  i\oti>  >a\on>  (pie  pour  caleuler  les  nond)re.s  /  el  /',  qui  se  ra- 
mènent à  des  moymines  sui-  une  sphère,  il  suflil  de  connaître^  sur  un 
<;rand  cercle  les  (pianlilés  dont  on  a  à  clierclier  la  movcmie.  Gela 
revient  à  dire  que  /  el  /'  ont  la  même  valeur  jxuir  un  ellipsoïde  ci  une 
section  plane  (dont  le  j)lan  conlienne  le  centre). 

Le  même  résnltal  est  vrai  pour  le  nombre  L,  lavon  de  la  sphère 
équivalente  à  Lellipsoïde.  Démontrons-le  j)ar  la  niéihode  du  passade 
dn  iîni  à  l'inlini. 

Soient,  dans  la  //'*""'  section,  L„  le  rayon  de  la  sphère  é(pii\alente 
à  l'ellipsoïde,  L^^  la  quantité  analogue  relative  à  sa  section  par  un  plan 
conl.cnant  le  centre,  /<„  la  distance  à  ce  plan  des  plans  parallèles  tan- 
i;ents  à  l'ellipsoïde.  Ces  quantités  tendent,  pour  n  infini,  vers  h\s 
(piantités  L.  L'.  h  délinies  de  la  même  manièie  dans  l'espace  fonc- 
tionnel. D'ailleui's  /i  est  fini  (autrement  le  diamètre  conjugué  du  plan 
sécant  considéré  étant  inlini,  la  quadrique  considérée  ne  serait  pas 
nn  ellipsoïde).  La  formule  évidente 

OU 

K  "  V  K 
donne  à  la  limite  —,  =r  i .  sauf  peut-être  dans  le  cas   où  L'  esl  infini  ; 

mais,  dans  ce  cas,  L  l'est  aussi,  et  Ton  peut  toujours  écrire  L  =  L'. 

On  sait  d'ailleurs  que  les  valeurs  de  /,  L  et  /'  poiii-  l'ellipsoïde 
peuvent  varier  suivant  la  manière  dont  on  définit  la  n'''""'  section. 
D'après  ce  qui  précède,  pour  chaque  définition,  ces  quantités  auront 
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Ic-i  niènic^  valeurs  pour  rpUipsoïde  el  pour  toutes  ses  .seclion>  planes 
(par  (les  plans  à  to  —  i  ou  (.)  —  p  dimensions,  cpii  eontienneul  le 
rentre).  Si  donc  les  suites  de  fonelioiis  normalement  denses  joui>senl 
l)ien  de  eelte  propriété  que  nous  avons  énoncée  comme  très  prohable, 
de  conduire  an  même  résidlat  cpie  le  point  de  vue  de  Gâteaux,  non 
seulement  pour  /et/',  mais  aussi  pour  L,  cela  est  \rai.  non  seule- 
ment pour  l'ellipsoïde  de  l'espace  fonctionnel,  mais  pour  louie^,  ses 
>eetions  planes. 

81.  L'indicatrice  et  la  courbure  totale  d'une  svirface.  —  Soit  une 
surface  S,  passant  par  l'orii^ine.  ?Nous  la  représenterons,  comme  au 
n"  !2i',  par  ré(jiiatiou 

L    =:    L  1  H Uo  -h  .  .  .  =   G, 

l 

L|  et  Lu  étant  des  fonctionnelles  liomogènes  de  dei;r(''s  respeelils  i 
et  2,  dont  nous  supposons  essentiellcnnent  (pTelles  ne  sont  pas  iden- 
tiquement nulles.  On  peut  alors,  en  midliplianl  U  par  un  facteur 
convenable,  supposer  A)  U,  =  i.  Il  sufliia  de  nous  placer  dans  ce 
cas,   les   formules   générales   s'ohlenant    sans  peine  en  remplaçant  U 

par    ,  La  distance  d  un  point  de  la   suilace,  voisin  de  rori"ine, 

^       y/A,  L'.  '  ^ 

au  plan  langent  U,  =  o,  est  alors  équivalente  à-  Lu,  et  la  couihure 

1  •  ,  U,  ' 

des  sections  normales  est  — f  • 

7- 

\^ indicatrice  de  la  surface  à  l'origine  est  la  section  de  la  quadrique 
Uo  =  i  par  le  plan  U)  =  o.  Le  rayon  de  courbure  de  la  section  nor- 
male est  alors  égal  au  carré  du  rayon  de  rindicatrice. 

Les  résultats  obtenus  relativement  aux  sections  planes  des  qua- 
driques  s'appliquent  à  l'indicatrice.  On  sait  donc  reconnaître  si  lin- 
dicatrice  est  elliptique  (ce  qui  ne  suffit  pas,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  aux  n"*  63  à  65  de  la  première  Partie,  pour  que  la  surface 
soit,  dans  le  voisinage  du  point  O,  tout  entière  du  même  côté  de  son 
plan  tangent).  Les  axes  de  rindicatrice  délinisseiit  les  directions 
principales  et  les  rayons  de  courbure  principaux. 

On  peut  de  même  former,  uniquement  en  connaissant  Uo,  el  sans 
connaître  U|  (pourvu  que  A,  L,  =  i),  les  nombres  /.  L  et  /   relatifs 

à  1  indicatrice.  Le  nombre  —  »  moyenne  de  Uo  sur  la   sphère  r-  =  i , 
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t-cf.il  à  l;i  Viilciir  de  A  IJ  ,i  r(iri';in(',  ot  hi  coiirhiiir  innyeiiin-  K  <\>:y,i 
0()ii>i(l«'rc<'.  (le  xMJi  \,\  iiioNciuic  (lc>.  cniirhiii-es  des  sectiidi'-  |)i  iiku- 
pales,  si  CVS  ilircolions  sonl  raii^ét's  dims  un  ordre  norniiil.  «m  si  les 
Videurs  (•(»rrespoiid;mlcs  de  la  ediirhiire  oui  une  liinllc 

Li'  noinhre  1\  ::=z  L-  est  ce  ([uc  nous  appellerons  le  rayon  du  cotir- 
hurc  totale  de  la  surface;  e  est  la  inovrnnc  i;coniflri([ue  des  rayou> 
<ie  eourhure.  rauu(''>.  dans    im   oirlrc  normal. 

<S2.  La  notion  île  rourhnrc  totale  est  lice  a  ccllr  de  icprésentation 
spliérique.  Bien  (^x^^  ces  notiiuis  soient  susceptibles  de  généralisation, 
nous  nous  placeron-  dans  [c  cas  des  surfaces  convexes,  situées  tout 
entières  du  nièuie  e(")lé  de  cliaeun  de  leui'  plan  tancent. 

Soit  A  un  poini  de  la  surface  S.  Soit  OM  un  Nccleur  de  loiii^ueur- 
unité,  partant  de  l'oripue,  l'I  parallèle  en  direcluni  et  sens  à  la  nor- 
male en  A  à  la  surface,  dirigée  du  côté  de  la  convexité.  Le  jyoint  M 
<'st  pai-  d(dinllion  la  représentation  spliérique  du  point  A:  (piand  A 
se  déplace  sur  la  surface  S,  il  décrit,  sur  la  sphère  /•- =:  i .  une  lii^nre 
qui  est  la  représentation  sphérique  de  celle  décrite  par  A. 

Lorsque    le    point   A  décrit    une   aire   S',    le  point    M  décril    une 

V' 

aire  S'.  Le  rapport  ^  est  par  délinihou  la  courbure  totale  movenue 
<le  Taire  S'.  Sa  limite,  pour  une  aire  S'  de  dimensions  très  petites 
\oisine  dun  j)oint  A,  est  la  courbure  totale  de  la  surface  S  en  A. 

Il  resuite  immédiatement  de  cette  délinition  que  lintéorale  de  la 
courbure  totale  dans  une  aire  finie  S'  est  égale  à  Faire  "^^  conespon- 
dante.  En  particulier,  linlégrale  de  la  eonibure  totale  sur  une  sur- 
face convexe  (')  fermée  est  égale  à  Ja  surface  de  la  sphère  de 
ravon  i,  soit  à  co,  avec  les  unités  indiquées  n°  51  ;  on  peut  dire  encore 

qu'elle  est  éiiale  à  Lande  S(dide  total. 

1  ~  ~ 

Cette  courbure  totale  est  liée  au  ravon  de  courbure  totale  Pi. 
Remarquons  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  A,  la  représentation 
>phérique  peut,  sans  erieur  sur  le  ravon  des  sphères  dun  plan  à  co  —  i 
<limensions  équixalentes  aux  aires  considérées,  être  assimilée  à  une 
transformation  linéaire  dans  le  plan  tangent. 


(')  II  esL  évidemment  possible  détendre  cet  énoncé  au  cas  de  surfaces  non  con- 
vexes; mais  il  faut  délinir  dans  ce  but  le  signe  de  la  courbure  totale;  cette  question 
paraît  assez  délicate,  surtout  si  sur  certaines  parties  de  la  surface  il  y  a  une  infinité 
tic  rayons  de  courbure  principaux  de  chaque  signe. 


I 
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Plaçons-nous  d  abord  dans  la  /j'"""'  section.  Les  n  —  i  direclions 
principales  sont  conservées  en  direction,  mais  les  longueurs  corres- 
pondantes sont  agrandies,  si  l'on  pa^se  de  la  sphère  à  la  surface  S, 
dans  des  rapports  égaux  respectiveineiil  aux  ravons  de  couibun' 
correspondants,  c  est-à-dire  aux  carrés  de-;  demi-axes  de  lindicatrice. 

Si  1  on  désigne  par  L„  la  moyenne  géométricpie  des  demi-axes, 
et.R,j=L;]  celle  des  ravons  de  courbe  principaux,  le  rapport  des 
aires  correspondant<'>  de  la  surface  et  de  la  s|)hèr<"  est  L^~'. 

Passons  à  la   limite:  nous   voyons  crue  la  conrbure  totale  est  ^ — ? 

c'est-à-dire  que  les  aires,  déformées  en  général,  sont  en  moyenne 
agrandies  dans  le  voisinage  du  point  considéré  comme  si  S  était  une 
sphère  de  rayon  L. 

L'inégalité  (3()),  appliquée  à  Tindicatrice,  donne  entre  le  rayon 
de  courbure  totale  et  la  courbure  moyenne  rinégahté 

<  ît>;  =k' 

Légalité  est  possible,  dans  les  mêmes  cas  que  l'égalité  (3-),  c'est- 
à-dire  dans  le  cas  où  les  rayons  de  courlmre  principaux  tendent 
presque  tous  vers  une  limite. 

En  particulier,  nne  surface  minima  convexe  a  sa  courbure  totale 
nulle.  11  existe  de  telles  surfaces.  Leur  équation  peut,  avec  des  axes 
convenables,  s'écrire 

r    —  i^       ^  __  ^  _       _ 

les  'k,i  étant  positifs,  avant  une  limite  inlérieure  positive,  et  devenant 
presque  tous  inlinis.  Tel  est  le  cas  en  particulier  si  L  est  une  fonc- 
tionnelle de  Gâteaux,  normale,  el  di'Hnie  positive. 

83.  11  peut  arri\er  que  le  ravon  de  courbure  totale  soit  indéter- 
miné ;  lorsqu'un  seul  des  ravons  de  courbure  principaux  est  infini, 
cela  suffit  pour  que  la  moyenne  géométrique  des  n  premiers  rayons 
de  courbure  (les  directions  principales  étant  rangées  dans  un  ordre 
normal  )  soit  infinie.  !Mais  si  l'on  prend  la  //'•'™''  section  de  la  surface, 
au  sens  de  Gâteaux,  il  n'arrivera  en  général  pour  aucune  valeur 
qii  elle  contienne  Taxe  infini  de  l'indicalrice;  le  plus  grand  demi-axe 
de  la  /i'*"''  section  de  l'indicatrice  augmente  indéfiniment,  mais  en 


ciiAP.  i\.         MKSi'iu;  i)i:s  von  mks  i;t  dks  sim  Aciis.  iô- 

j^énci'iil  J);i,s  iissc/  \  Ile  |)uu  r  (iiu;  hi  inov  ciwic  i^coiiicl  ii(|iir  dr  ces  dciii  i- 
iixcs  (lc\  icimi'  iMliiiic. 

Celle  ili(lelrnniliiill(in  li  es!  ;iii  Ire  (iiie  celle  liepi  M^iiiiL'e.  en  unie  d  ii 
a"  ol ,  diiiis  le  (ils  (I  II  e\  liiidi'e  /•'- —  a-  =  l ,  y.  <i(''Mj;iiiiiil  hi  dishiiiee  ;i 
lin  phiii.  Si  I On  eiin>idere  >i)ii  xolinne  coninie  iidini.  on  r>l  i midiul 
il  eonsideier  son  liiNon  de  eoiiihii  le  loliile  eomine  inlini.  el  ^ii  cour- 
liiire  liiliile  emiinie  iiiiile.  Miiis  on  xoil  iiiMiiiinl  (iii  une  Miiliiee  d<' 
révoliilKMi  ingénie  d;in>  ce  C)lin(li'e  <■!  ii\iinl  ii\ce  lui  un  emiliiel 
(I  oi'dre  ■>,  il  un  iiixoii  de  e()iirl)iii'e  l.oliile  leiidiinl  \eis  i  l(n>(|ii  (in  >e 
rapproche  des  |)iiinls  de  eonliiel;  les  deux  siirlitees  ii\  iinl  iiiiennl;icl 
du  second  ordre,  on  esl  iiiiiM  condiiil  ii  dire  (pie  le  riivoii  de  coiir- 
bnic  loliile  du  (•^llndl•e  esl  i.  (  )n  \oll  donc  (pie  des  considi'iiil  ions 
difit-renles  |)euvenl  conduire  ii  des  conclusions  diilV'renlcs,  el  qii  il 
fiuil  c(»nsid(''rer  le  liiAon  de  coiirhiire  loliile  coinine  indi'MerinnK'  diins 
les  conditions  indi(pi(''es. 

On  peut  naUiiolleincnL  ii\oir  n\iv  deleiiniinilion  d  une  iinlre 
natun^,  lorsque^,  les  rayons  de  courbure  principaux  elanl  iiiiij;és  dans 
un  ordre  normal,  lii  iiio\enne  t;coni('-lrique  des  n  premiers  oscille 
enire  {\{'\\\  limilcs,  (piiind  n  ;iiii;inenle  iinb'-linimenl. 

8i.  A  la  nolion  de  courbure  loliile  se  riillaclie  celle  de  cou  rljii  re 
i;éodési({ne  lotale.  11  esl  sans  doule  possible  de  i;(i'n(''ralisei'  en  utili- 
sant celle  nolion  le  th(^or("'me  de  Ganss  sur  rint(^grale  de  la  courbure 
yéodesKpie.  Nous  n  insisterons  pas  sur  cette  (piestion. 

80.  Propriétés  des  surfaces  parallèles.  —  IMiicons-noiis  d'abord 
dans  l'espace  E,, .  Soit  S  une  surface  parallèle  ii  une  sur(;ice  So,  et 
située  à  une  dislance  h.  En  deux  poi.nts  correspondants  M„  et  M,  les 
directions  principales  sont  parallèles,  et  les  centics  de  courbure 
principaux  C,,  G2,  ...,  (>/»  sont  les  mêmes  pour  les  deux  surfaces, 
de  sorte  qu'on  a  entre  les  rayons  de  courbure  correspondants,  a/eto,, 

la  relation 

0/=  a, —  //, 

doù  l'on  d('"duit,  pour  bi  moyenne  K„  des  courbures  principales  de  S, 


K 


Il  \  ai  — 


et 


/  /    X  d.K„         I   /  I  I  I  \ 
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Of.  |)niii  une  \al('iii-  donnée  de  K,,,  le  minimum  du  second  nu  injjrc 
csl  icjillsc  lorsque  tous  les  0,-  sont  riiaux;  sa  valeur  est  K^.  Dansée 
cas  toutes  les  surfaces  parallèles  onl,  aux  points  Mq  et  M,  un  contact 
du  second  ordre  avec  des  sphères  concentriques. 

Dans  ions  les  autres  cas,  on  a  donc 

ou 

^   /    '•         / 

^  dli\  K„ 


formule   qui    indique    que   le   centre   de    courbure   C,   situé   à  la  dis- 
I 


tance  -^-  du    point    INI,    a    un   déplacement    en   sens   inverse   de   celui 


de^[. 

On  iiinarcpie  d  ailieuis  que.  M  \aiiaul  entre  deux  centres  de  cour- 
bure consécutifs  C/  et  Cy  sur  la  droite  M^M,  la  courbure  moyenne 
vai-ie  de  — oo  à  4-oc,  sannulant  en  un  point  et  un  seul,  fjue  nou^- 
pouNons  supposer  être  M^.  Les  surfaces  obtenues  en  faisant  \arier  Al 
de  C,  à  C/,  autres  que  celle  qui  contient  Mq,  ont  leur  courbure 
moAenne  non  nulle  au  point  M,  la  convexité  moyenne  étant  du  coté 
de  Mq.  Si  alors  on  considère  les  éléments  f/S  correspondant  à  un 
même  élément  û?So  voisin  de  Mq,  ils  forment  une  sorte  de  tube  à  sec- 
tion variable,  limité  par  des  normales  aux  surfaces  S.  D'après  la  for- 
mule (i),  la  section  maxima  de  ce  tube  correspond  à  la  sui'face  Sq, 
les  sections  décroissant  des  deux  côtés,  pour  s'annuler  aux  points  C/ 
et  Cy. 

86.  Effectuons  le  passage  du  iini  à  l'inlini.  La  formule  (  I2)  donne 
à  la  limite 

le   symbole   011.  désionant  la  moyenne  des  ^ale■urs  de  la  quantité— r 

toujours  au  moins  égale  à  K-. 

f*laçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  cette  moyenne  est  suj)érieure 
à  K-.  11  en  est  ainsi  dans  le  cas  où  différentes  valeurs  de  p  inter- 
viennent dans  le  calcul  de  la  moyenne,  c'est-à-dire  où  presque  tous 
les  rayons  de  courl)ures  piincipaux  ne  tendent  pas  vers  une  limite, 
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(litre  (III    iiiliiiK- ;  ((îllc  circonshincc  ;i   (l'allleiirs  lien  <ii  iiurnc  hiiip-. 
pour  l()ul<'s  les  siiilnccs  pju'allrles.  Alors  on  a 


d   l  V 


(.:^-') 


te  (jiii    iiioiilir  ([lU',  non   seiilrineiil    K    ciuîl  a\fc  A.  iiiai-<  qin    - — i- /' 

(Irci'oîl,  c Csl-à-dirc  que  le  (■ciilrc  de  coiirltiirc  moyenne  (i  ^<'  (l<''|)la(c 
en  sens  inverse  de  INI. 

Si  nous  partons  dune  siirlace  S  iéi;idière  en  M,  il  n  )  ii  aiieiiii 
centre  de  courbure  principal  dans  le  voisinage  de  ce  point;  soient  (1, 
et  (  ]^  les  points  de  la  normale  en  M.  les  plus  voisins  de  ce  point  de 
part  et  d'antre,  et  ([iii  soient  centres  de  courbure  principaux  ou 
limites  de  tels  centres.  Tant  (pie  IVl  se  déplace  entre  C,  et  Ca,  les 
surlaees  parallèles  S  sont  réi;ulières;  au  point  C|  et  jGo  elles  cessent 
de  1  être,  les  valeurs  de  la  courbure  des  sections  normales  n"('tanl 
pas  finies.  Comme  il  peut  arriver  qu'un  seul  des  ravons  de  courbure 
principaux  s'annule,  cela  ne  suffît  |)as  pour  que  la  courbure  moyenne 
devienne  inlinie,  et  K  croît  entre  (],  et  (^j,  mais  non  n«*cessairement 
de  — X  à  -|-oo.  On  ne  peut  donc  aKirmer  que  K  s'annule  entre  C| 
et  Co.  -Mais,  d'après  la  formule  (2),  si  K  s'annule,  le  tube  lieu  des 
normales  à  un  élément  f/S  a,  au  point  où  K  s'annule,  non  seulement 
une  section  inaxima.  mais  une  section  dont  l'oidrc  de  grandeur  es! 
maximum,  c'est-à-dire  que  le  ravon  de  la  sphère  équivalente  est 
niaMmum. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où  presque  tous  les  rayons 
de  courbtire  |)rincipaux  ont  une  limite,  qui  est  alors  à  la  fois  le 
rayon  de  courbure  moyenne  et  le  ravon  de  courbure  totale;   on  a 

alors  -77-  =  K-.  d  où    i^ésulte    que    le    point   C,   centre    de    courbure 
an  ^  '  . 

(movenne  ou  totale)  leste  lixe  quand  //  varie.  Les  sphères  tangentes 
aux  surfaces  S  et  ayant  même  courbure  moyenne  qu'elles  sont  des 
sphères  concentriques.  Le  tube  décrit  par  rélément  de  section  t/S  a 
ses  sections  variant  comme  celles  d'un  cône  de  sommet  C. 

Il  peut  arriver  en  particulier  que  le  point  C  soit  à  l'infini,  c'est- 
à-dire  que  les  surfaces  S  aient  leur  courbure  moyenne  nulle  en  !\l. 
Nous  allons  considérer  spécialement  le  cas  où  il  en  est  ainsi  pour 
tous  les  points  de  la  surface  S,  qui  est  alors  minima;  on  a  une  famille 
de  surface  minima  parallèles,  et  le  tube,  lieu  des  portions  correspon- 
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(lantes  de  ces  surfaces,  a  une  section,  sinon  constante,  du  moins  telle 
que  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  soit  constant. 

Dans  le  cas  général,  partant  d'une  surface  mininia  So-  on  obtienl 
des  surfaces  parallèles  tournant  leur  convexité  moyenne  vers  Sq,  et 
les  aires  -S  correspondant  à  une  aire  donnée  -Sq  ^^  ^o  diminuent, 
loi'squ'on  s'éloigne  de  Sq.  de  manière  ([ue  le  rayon  de  la  sphère  équi- 
valente décroisse.  Mais  dans  le  cas  où  presque  tous  les  rayons  de 
courbure  deviennent  infinis,  les  surfaces  S  parallèles  à  So  sont  égale- 
ment minima,  et  les  aires  6  correspondant  à  Taire  S^  varient  assez 
lentement  pour  que  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  soit  constant. 
C'est  une  circonstance  qui  n'est  pas  possible  dans  l'espace  E„.  sans 
que  les  surfaces  S  soient  des  plans. 

Cela  ne  \eut  même  pas  dire,  d'ailleurs,  que  toutes  les  aires  -S  soient 
du  même  ordre  de  grandeur,  en  ce  sens  que  leurs  i-apports  seraient 
des  nombres  finis  et  que  la  moyenne  d'une  fonctionnelle  délinie  dans 
le  tube  dépendrait  de  ses  valeurs  sur  les  'différentes  sections.  Il 
est  facile  de  former  une  condition  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 
Le  rapport  entre  les  aires  élémentaires  correspondantes  c/-S  et  <^-Sn  est 

ce    produil    étant    entendu    en   supposant  les  directions  principales 

raniiées  dans  l'ordre  normal.  Lorsque  la  série    7  —  sera  absolument 

converi^ente,  cette  condition  sera  sûrement  réalisée.  D  après  les  rela- 
tions que  nous  avons  établies  entre  les  axes  dune  quadrique  et 
ceux  de  sa  section  plane,  cela  re\ient  à  dire.  L=  o  étant  l'équation 
de  la  surface  S  et  Lo  la  partie  homogène  du  second  degré  dans  le 
développement  de  U  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  S, 
que  la  quadrique  1-2=  i  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Al  À.        ■  ■  ■        A„  ~ 

la  série    >  ^-  étant  absolument  convergente;  la  série    7  r^  1  est  aussi, 

a  fortiori,  de  sorte  que  L  2  est  une  fonctionnelle  normale  de 
Gâteaux. 

87.   Remarque.  —  Nous  avons  déjà  remarqué  que.  envisagée  loca- 
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Icinonl.  mil'  smliicc  niiniiiia  rs|  jH('S(juc  un  pldu.  en  ce  sfiis  (jiic  la 
<<»url)iii('  (.le^  scclioMs  iKiriii.ih's  (•>!  |)irN(|iic  nulle  (Ifiiis  |)r(;s(|iic 
toiiles  les  dii'cclions.  (]«'la  ne  xciil  |i:is  duc  (|ii('  Ic^  (  (niihiiirs  de 
|iit'S(ni('  loiilcs  les  (I  ircci  ions  |tii  iici  |»al('s  snicnl  inilh-^  mi  Icinlcnl 
xcrs  zéro,  el,  lu  coiiibiuc  nio\  ennc,  élanl  la  ni(t\(MUK'  de  (cs  conr- 
hiircs,  sera  en  ï;éiiei'al  une  nioNcniic  au  ^ciis  linhiluel  fin  mot,  des 
^al('ll^>^  (liUcrcnto  axant  un  |)()mIn  Mm  dans  li-  calcid  de  la  ninvcnnc 
('.<■  cas  (lanl  le  cas  général,  on  p<'n(,  d'ajn-és  ce  qtii  pi-éeèdc,  dis- 
lingiuM-  les  cas  suivants,  dans  lesf|nels  la  surface  niininia  res>enil)lr 
de  plus  en  plus  à  un  plan,  eliaque  cas  ('tanl  un  cas  parlnulirr  du 
précédent  : 

i"  Cas  où,  en  chatpie  poinl.  |)rcN([Mc  l()u>  Icv  ra\ons  de  conrbure 
devicnneni  infinis;  les  snri'accs  |)arallél(s  à  la  surface  considérée 
sont  alors  ('■gaiement  mininia.  ce  (pii  n"a  pas  lieu  en  général; 

2"   (^as  où  tous  les  ravons  de  coiirhurc  deviennent  inlims; 

.)"    (las  où  L  2  est  une  ((  met  lomielle  de  (  latean  \  ; 

'^  Cas  où    7  —  con\('rge  en   tous  le>  points,  de  sorte  cpie  les  aires 

correspondantes  rS  et  -S'  de  deux  snrfaces  parallèles  ont   un  rapport 
fini. 

88.  Propriétés  des  contours  parallèles  tracés  sur  une  surface.  — 
Plaçons-nous  dans  ICspace  )L„.  Soit  un  contour  Co,  variété  d  ordre 
n  —  :>.  tracée  sur  une  surface  S.  En  cluKpie  j)oinl  de  la  surface,  soit  // 
la  plus  petite  dislance,  comptée  sur  la  surface,  an  contour  C,).  Les 
contours  C,  d  équations  /^^consl.,  sont  les  Vi.inhnws  parallèles  a\\ 
contour  Co  sur  la  syrl'ace  S. 

Les  géodésupies  dOrdri'  i,  ou  c(uirbes  (lieux  de  points  à  1  para- 
métre) ayant  leurs  plans  osculaleurs  normaux  à  la  surface,  jouent 
dans  l'étude  de  ces  contours  le  même  rôle  quc^  les  droites  dans  létude 
des  surfaces  parallèles.  Soit  AqA  une  telle  géodésique,  partant  d'un 
point  Aq  de  Co  normalement  à  ce  contour;  soient  M  et  M'  ses  points 
d'intersection  les  plus  voisins  de  Aj,,  des  deu\  cotés  de  ce  point, 
avec  des  géodésiques  analogues  inliniinent  voisines,  ils  jouent  le 
même  rôle  que,  dans  l'étude  d(^s  surfaces  paraHéles,  les  centres 
de  conrbure  les  plus  voisins  de  la  surface. 

Si  /  est  la  distance  AoA  comptée  sur  cet  arc,  le  contour  /=  const. 
peut  être  appelé  aussi  contour  parallèle  à  C,,.  Cette  définition  se 
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distingue  de  la  précédente  parce  que  /  n'est  pas  nécessairement  la 
plus  petite  distance  de  A  au  conlour  Co-  Il  faut  pour  cela  que  A  soit 
sur  l'arc  MM',  car  dans  le  cas  contraire  /  serait  supérieure  à  la  dis- 
tance de  A  à  Go  comptée  sur  une  géodé?ique  voisine  de  AoA  et 
convenablement  choisie;  mais  l'arc  MM'  peut  ne  pas  convenir  tout 
entier,  car  il  peut  arriver  que  la  dislance  de  A  au  contour  C„, 
comptée  sur  une  autre  géodésique  non  inliniment  xoisine  de  AqA, 
soit  intérieure  à  /.  Certaines  parties  des  contours  /  =  const.  peuvent 
donc  ne  pas  convenir  à  la  délinition  donnée  d'abord  des  contours 
parallèles.  Les  contours  parallèles  /i  =  const..  identiques  pour  les 
petite>  valeurs  de  h  aux  contours  /^  const.,  s'obtiennent,  lorsque  h 
augmente,  en  supprimant  des  parties  de  ces  contours  correspondant 
à  des  parties  de  plus  en  plus  grandes  du  contour  initial,  lis  décrivent 
la  surface  S  une  fois  et  une  seule. 

^Nous  allons  étudier  la  variati<ui  de  la  mesure  de  ces  contours  sue- 
cessits.  Cette  étude  est  liée  à  celle  de  la  variation  de  la  courburt' 
géod<-sique  moyenne  K^,.  par  laquelle  nous  allons  commencer. 

89.  La  courbure  normale  de  la  surface  S  étant  connue,  la  coui- 
bure  moyenne  et  la  courbure  géodésique  movenne  diin  contour  (j 
sont  liées  à  langle  H  de  son  plan  osculateur  avec  la  surface.  Dans 
Tétude  de  la  variation  de  8,  lorsqu'on  passe  de  Co  au  contour  paral- 

Fis    3. 


lèle  C  en  décriv^^nt  une  géodésique  normale  à  C,  les  éléments  du 
troisième  ordre  n'interviennent  pas,  et  l'on  peut  supposer  la  valeur  f)o 
de  Q  constante  sur  le  contour  Cq.  La  surface  minima  Sp.  c<uite- 
nant  Cq  et  faisant  avec  S  l'angle  9(,,  a  un  contact  du  second  or(be 
avec  la  normale  principale  movenne  AoN^. 

Soit  C  le  contour  parallèle  à  Co  à  une  distance  très  petite  h.  On 
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priil    I  ,i>>lllill(  T  il   lilllci  M'ilinii  (le  S  iixrc  iiiic  miiIjkc  2l  pu  i. il  Ici.-  ;i  ï,, 
;i   l.i    di-liiMCi'   //  MM  0,,  :  I  «•rieur-,  m  lin  m  uni   |ir|  ilr  du  xcoiul  «tnlrc  |>iii 

riippnii  il  //,  est  ^^ilIl-  i  iilliu  luc  Mir  lit  \iilriii'  de      -  • 

Soit  0,  rillli;lc  «|iii'  liinl  cil  \  les  >.uiriu<'s  S  cl  1'.  Le  pliiii  liiiii;i-|il 
à  -,  [>ariillrl<'  iiii  pliiii  tiini;ciil  l',,  en  un  |iiiinl  II  \uisiii  de  A„,  l:i 
direction  liinile  (\t'  \„  II  cliinl  VoJ^'o>  ''■'•''  ''*'V<>'  une  erreur  iiiiininicnl 
|R-lilc  du  second  ordre.  p;iriillcle  iiu  pliin  liiii};enL  ii  l'„  en  A„.  Lu 
variiilion  0,  —  0,,  provient  donc  de  ee  (jiie  le  j)liin  t;ini;eiil  ii  S  i\ 
loniiic.  cl  csl  ('(piivalcnte  ii  /.//,  /,  dcM^iiiiiU  lii  coiiilnirc  inninale 
de  S  dans  la  direction  iiorinale  i'i  (]„• 

D'autre  part,  la  >nrfiicc  ^  lonrnc  •>;(  con\c\lté  nio\enne  Ncrr-C,,, 
la  eourlîiire  tiéodé>iqiic  inoscnnc  de  i],  eoiuplée  po.sill\einent  du 
côté  des  /i  eroissiinls,  e>t  donc  plu-  ^riindc  cpie  si  S  ('Lut  inininia, 
ecsi-â-dire  que  0^0,.  On  ii  doue 

on 

dh  - 

Si  iilo.r>  la  surface  S  est  convexe,  et  qu'en  toui  point  le  ravon  de 
courbure  de  la  sceliou  normale  soll  infi-riciir  (ui  l'giil  à  un  nonihie 
fixe  R,  pour  toute  videur  positive  de  //, 

et  j>ar  miiIc 

Lii  viiiiiitioa  reliilive  de  la  mesure  £  du  contour  C  c>l  d'ailleurs 
donnée  par  l;i  formule 


d\oi 


dh 


^—"^-^  I  K^„i/S  =  — (/;  —  •i)OrL.  k„i, 


f>R    dé^i^nant   la   movennc.  Donc  log£  croît  nn»in^  r;ipidenient.   ou 
décroît    plus    riipidement.    que    si    K„    était   constamment   éi;al  ;\  sa 

limite  inférieure  g-  eotf'io —  -jt  )  ;  atteinte  dans  le  cas  de  la  sphère  de 

ravon  R. 
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Supposons  qiit*  pour  le  couioiir  initial  Co«  <^i^  ^'it  K^=  o,  c  esl- 
à-dire  que  ee  soit  une  géodésique  d'ordre  n  —  2.  sur  la  surface 
considérée.  Dans  le  cas  de  la  sphère  de  ravon  R.  cette  géodésique 
est  sa  section  ])iir  un  plan  contenant  le  ccnlie.  et  £  décroît  jusqu'à  o 

(luand   A   varie  de  o  à  - — .  Dans  le  cas  d  nne  autre  sni'face.  convexe, 
'  i  ' 

cl   avant  le   ravon   de   courbure  des  sections  normales  toujour>   au 

plus  égal  à  R,  le  rapport  de  S  a  sa  valeur  initiale,  décroît  au  moins 

aussi   rapidement   que    |)our  la    sphère,  et  s  annule  poui'  une  valeur 

—  R 

de  h  au  i)lus  ésale  à  -  •  Il  en  résulte  évidemment,  S'  désignant  Taire 
iiin>i   décrite  quand  h  \arie  de  o  à  sa  valeur  maxima,  et  rSi  y.j  lair.e 

1  -       •  1     ;  -1  •  I  S  (y.)  f       , 

décrite  quand   «  \arie  de  o  a  a.  que  le  ra|jporl  — ^r-  est.  quel  que 

soit  a,  minimum  dans  le  cas  de  la  sphère.  Le  même  résidtat  s'applique 
pour  la  partie  de  S  correspondant  aux  valeurs  négatives  de  h.  Par 
suite,  la  partie  de  S  pour  laquelle  h  est  compris  entre  un  nombre 
positif  7/  et  un  nombre  négatif  a"  constitue,  quels  que  soient  ces 
deux  nombres,  une  fraction  de  la  surface  de  plus  en  phi^  voi>ine  de 
I  unité  quand., R  restant  fixe,  n  augmenle  indéfiniment. 

A  la  limite,  dans  l'espace  fonctionnel,  on  (détient  le  résultat  sui- 
vant :  si  une  surface  fermée  convexe  a  le  rajon  de  courbure  de  ses 
sections  normales  toujours  au  plus  égal  à  un  nombre  fini  R,  et  si  Co 
désigne  une  géodésique  fermée  (d'ordre  w  —  2)  de  la  surface,  le  voi- 
sinage de  Cq  con>titue  presque  toute  la  surface. 


90.  Ce  résultat  peid  d  ailleurs  >>  elablii-  plus  sinqdemenl. 

Dans  Tespace  fonctionnel,  la  surface  minima  S^  limitée  à  Z^t  {  dont 
nous  étabhrons  plus  loin  l'existence)  est  orthogonale  à  S.  L<'  tube,  li- 
mité par  les  normales  à  S(,  aux  points  de  Sq,  a,  d'après  le  n^ST.  toutes 
ses  sections  2  d  Un  ordre  de  grandeur  au  plus  égal  à  la  section  de  Z^^. 
Or  il  est  circonscrit  à  S,  et,  dès  qu  on  s'éloigne  d  une  disianee  h  Au 
contour  S„,  la  partie  de  2!  intérieure  à  S,  obtenue  en  n(''i;ligeant*sur  le 

Contour  une  liande  de  laroeur  au  moins  éyale  à— r-5  est  d  Un  oïdi'e  de 

grandeur  inférieur  à   celui  de  21,  et  a  fortioii  à   celui  de  l,,-  '-'*  voisi- 
nage de  So  constitue  dmic  presque  tout  le  volume  intérieur  à  S. 

Le  raisonnement  du  n°  89.  plus  long,  avait  l'avantage  de  nous 
donnei-  un  r(''siiltal  ap|ilie;d)le    à  1  espace  E„.  Dans  cet  espace,  la  sur- 
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fiicc  niinnrwi  limilt-r  ;i  C»,  fl  lii  sihTjmc  iiiiiiiin;i  foiilciuiiil  C„  cl  uillio- 
i;(>ii;il('  il  S,  soiil  (lisliiicics.  On  ne  |)('iil  ;il(»i^  «'•Icinl  ii-  le  niinciiir  du 
riUSdiiilcriii'iil  prcccdciil  (|ii  en  MCL;li;;r;iiil  les  piirlic-.  ilii  miIiiimc  non 
siliM'CN  diiMs  le  \  oi^niii;;!'  de  hi  su  iI'jk.c.  ce  (|ui  csl  Ic^^ilinic  si  //  csl 
^rand.  On  |)ciil  idois  riiisoniu  r  sur  une  sMiliicc  niiniiiiii  <irlli((j;nnal(' 
à  S.  Mais  dii  Ils  CCS  condrlion  s,  d  (si  jdii  s  simple  de  i;ii  sonner  sni-  la  mi  f- 
lacc,  cl  non  sur  le  \olnnic  inleiicnr.  el  de  reninlacer  les  suiTaccs  1' 
pai'allélcs  à  ï„  par  les  conloiiis  (  ]  j);iiallides  ;'i  (  ]^  ;  on  csl  ;iins|  condnil 
aii\  raisonnetiienis  dn  n"  SI). 

1)1.  La  notion  de  valeur  moyenne  dans  le  cas  des  surfaces  con- 
vexes. CoMsidéions  loiijouis  la  siiilac»'  feiiiK-e  S.  con\e\e,  cl  telle 
(juc  le  lavon  de  coiirhnre  des  séchons  normales  soil  lonjonis  mu  pin-, 
(''j;al  à  nn  iiondtie  lint  lî.  Nous  jdloiis  d(-inonl  icr.  dans  le  c;is  d  une 
lelle  siirlace,  le  I lit-oièiiic  i;('-neral  ('nonce  n"  io,  déjà  di'inontré  dans 
le  cas  de  la  sphère,  d  apr«''s  lecpicl  nue  ioiiclioiuiellc  niiiforniénienl 
conlinue  L'  a  presque  partout  la  même  valeur.  (  >la  rc\  ieiit  au  même 
dans  ce  l»iil,  d'après  le  n"  57,  de  considérer  les  valeiiis  de  U  sur  la 
surface  .S  ou  dans  le  \oliime  A  (piCile  limite;  sien  cHel  une  ijorfion 
de  S  constitue  pi'escpu'  toute  la  siii  lace,  son  voisina«;e  constitue  iiresrpie 
tout  le  \  oiuuu'. 

Il  existe  au  moins  une  \aleur  Uo  fit'  U  hdie  (pie  la  portion  de  la  sur- 
face S  pour  lacpielle  Uo  —  £  <  U  <"  Uo  —  ;  constitue,  (piehpie  petit 
que  soit  t,  une  fraction  finie  de  Taire  totale.  D'après  le  u"  6|,  le  con- 
tour Co  d'équation  U  =  Uo  a  alors  une  mesure  au  moins  du  même 
ordre  (pie  les  contours  U  =  consl.  \oisius  de  lui,  de  sorte  (pic  sii  cour- 
bure i;éodesicpie  moyenne  est  null(^  presipie  partout. 

Raisonnons  d'ahoid  c(unmc  si  elle  ('lait  partout  nulle.  Lc\oisiaao<î 
du  C(Mitour  U  =  Uo  constitue  presqiu^  toute  la  surlace;  en  \ertu  de  la 
continuité  uniforme,  diuis  ce  \  ()isinai;e  L  est  trèsp(Mi  diflVMcnt  de  Uq, 
el  le  théorème  est  démoutr<''. 

92.  Il  reste  à  re\enir  sur  l'assimilation  entre  un  contour  dont  la 
courbure  i;éodésique  moyenne  est  nulle  presque  partout,  et  un  con- 
t(uir  p<Mir  lequel  elle  est  nulle  partout.  A  cet  ellel^  plaçons-nous 
d'abord  dans  l'espace  E„,  et,  comme  nous  lavons  fait  dans  le  cas  de 
la  sphère,  comnieuc;.ons  par  résoudre  un  problème  de  calcul  dei^  varia- 
tions : 
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Parmi  tous  les  contours  limitant  une  aire  donnée  -A  sur  la  sur- 
face rS.  trouver  celui  de  mesure  minima. 

Désionons  par  '^<'lt)  le?*  Jiicsm'cs  du  contour  i\  cl  de  1  aiic  qii  il 
limite,  et  défiaissons  sa  défornialion  par  le  déplacenieni  normal  yV  de 
chacun  île  ses  points.  On  a 


Kg 


dZ 

.("-•2) 


79 
c 


de  sorte  que  le  miniiniim  nepeuLa\oii-  lieu  que  pour  un  contour  pour 
lequel  K^.  soil  constant.  Ce  contour  ne  jX'ut  d'ailleurs  admelti-e  aucun 
point  conique  ou  lieu  de  points  coniques  ;  en  effet,  on  peut  modifier 
1(^  contour  en  évitant  ces  [xtints,  cl  de  mauicie  que  la  \aruilion  de  % 
soil  très  petite  (^n  valeur  absolue  par  rapport  à  celle  de  -1\,  cette  der- 
nière étant  négali\e;  on  peut  ensuite  modifier  le  contour  dans  sa 
partie  réoulière,  de  manière  à  redonner  à  S  la  valeur  \(uduc  -U;Ia 
valeur  finale  de  i^est  alors  inférieure  à  la  valeur  initiale,  qui  ne  peut 
constituer  un  minimum.  Vdmettanl  rc\istence  de  ce  minimum,  nous 
A'oyons  qu'il  existe  un  contoni-  n'oulier,  fermé  sui'  lui-même,  pour 
lequel  K»^  ait  une  valeur  constante  a.  Vdmcllons  de  plus,  j>ar  laison 
de  continuité  (' ).  ({ue  ci  \aric  d'une  manicrr  coulinuc  <\<'  -—  x  à  — -ce 


C)  Il  y  a  d'ailleurs  quelque  diflicullé  à  rendre  la  déiiiDoslralion  rigoureuse  sur  ce 
point.  II  peut  arriver  en  effet  que,  pour  une  valeur  c^'  de  l'air  -Ig  (ou  pour  plusieurs 
valeurs),  le  minimum  de  la  mesure  du  contour  soit  réalisé  pour  deux  Luntours 
diltéronts  C,  et  Go,  les  contours  voisins  du  premier  donnant  le  minimum  quand  taire 
est  inférieure  à  oA>',  ceux  voisins  du  second  le  donnant  quand  l'aire  est  supérieure  à 
cette  valeur.  La  courbure  géodésique  moyenne  est  alors  une  fonction  de  l'aire  dis- 
continue pour  cette  valeur. 

On  peut  échapper  à  cette  difficulté  en  remplaçant  le  problème  de  minimum  absolu 
par  un  problème  de  minimum  relatif.  Un  contour  C,,  réalisant  le  miniinuni,  pour 
une  valeur  très  petite  JU^  de  l'aire,  on  cherchera,  pour  les  valeurs  de  l'aire  un  peu 
supérieures  à  "l-„,  le  contour  \oisin  de  Cj,  et  de  mesure  aussi  petite  que  possible,  et, 
continuant  de  nième,  on  aura  une  famille  de  circonférences  géodésiques  fermées 
dépendant  de  <!Ka  d'une  manière  continue.  L'une  d'elles  sera  alors  une  géodésique 
fermée,  et  la  conclusion  du  texte  subsiste. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  de  cette  question,  dans  le  cas  des  surfaces  con- 
vexes de  l'espace  oi-dinaire,  voir  Poincaué,  Sur  les  géodésiques  des  surfaces  con- 
vexes {Transactions  of  math.  amer.  Society,  t.  VI,  iqoj:  voir  notamment  le 
paragraphe  7  de  ce  Mémoire),  et  Hadamard,  Sur  quelques  questions  de  calcul  des 
variations  {Ann.  Ec.  Norrn.,  1907:  voir  le  n°  7). 
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f|ii;iM(l  -l,  Niinc  (lr  /fii>  à  I  :iiic  Inlalc  >>  de  S.  ikhI'.  \(i\iiii>»  <|iic  ((  -^  iiii- 
niilc  et  (juc  par- siiilf  il  r\is|('  un  cniildiii  rci;iilicr.  Icrinc  >ia"  liii- 
iiu'''in(',  <'l  (lorU  la  coiiihiiic  i;r()(J(''si(|iir  nioNiiinr  m>iI  |)arl()iil  iiiillc; 
iitiii".  (l(''sii;ii<TtiiiN  |)ai-  -S||  la  \alriir  de  I  aiir  liniilcc   pai'  ce  conloii  i'. 

Le  vt»isinai;c  «le  Cf  conloiir,  lieu  de-  |t(iiiils  siluc»,  a  iiiir  dislaiirc  de 
lui  iiili'iH'iirc  à  î,  a  une  aire  '.(■nsd)l(ini ni  ('-i^alc  à  i^z.  Ndiis  sa\  uns  (mm-, 
ptiiir  /i  asst'z  i;rand.  il  coiislil  ne  |)rt'>.(iiic  Imilc  la  sm-facr.  (  ,cla  sfra 
\Vi\\  a  Jnrtioit  pour  lr--  aiil  i('-~  (imloiiis  cnhuiiaiil  la  niriiir  airr -S„,  «'t 
avaiil  par  siiilc  une  iiioiiic  •^^•upiiicii  i  c.  (  )|-,  |)ai"ini  lc>  airo  d»''liiiifs; 
par  uuc  iii('-j;alil(''  de  la  tonne  L  l  „•  'I  '••  «'m^I*'  ««■rlaiiicMu-ul  une 
éi;alo  à  ^j,,.  Le  voisiMa<;('  ilii  coiihuir  L  =Ln  (•oa>liluc  alors  picsinie 
toute  la  surhice;  eu  d  autre>  leinies,  pour  n  assez  i^iaud.  la  \aleiir  Uo 
<"oinple  veille  dans  le  eahiil  de  la  moveniie. 

93.  Le  raisoiiueiiiciii  prt'-eedeiil  prèle  euctu'e  à  nue  ol)|eeliou;  t  y 
apparaît  lanlot  comme  un  Uiunhie  lini,  ia<](''pen(laiil  de  //.  laulôt 
comme  iiu  iiomlue  uilinimenl  petit.  Pour  reiidic  le  rai>omiement 
riiioureiix  à  ce  point  de  \  ne,  ntuis  prendrons  un  noinhres  Itien  déler- 
miiié,  et  appellex'ous  roi  si  liage  de  C,  el  dési«;nerons  par  V';(C),  ou 
simplement  \'>(C).  le  lieu  des  points  de  S  d(uit  la  distance  à  C. 
comptée  sur  la  surface,  soit  inférieure  à  s.  Considérons  le  problème 
de  calcul  des  \ariations  Mii\ant  : 

PaiDiL  tous  les  contours  limitant  linéaire  donnée  -V.  sui-  la  siir- 
pice  S,  trouver  celui  pour  lequel  VM  C)  ait  mie  aire  niiniina. 

La  variation  de  l'aire  V  de  V'  (C)  est  de  la  forme 
o\''  =    /   (a.  —  a»  I  ov  rfS, 


'"=X'"^ 


a,  et  7-2  désiijnant  le  lapport,  à  l'élément  dZ.  les  élèmenls  correspon- 
dants des  contours  parallèles  C|  et  Cj  qui  limit^ent  la  région  \'^(_C). 
La  solution  du  problème  est  alors  un  contour  pour  lequel 
X,  —  7.2^^  const.,  et,  par  raison  de  continuité,  on  peut  encore  trouver 
une  valeur  ^0  de  A,  telle  que  la  constante  soit  nulle,  et  a,  =ao.  Les 
portions  correspondantes  des  contours  C|  et  Co  sont  égales. 

Or  les  régions  élémentaires  correspondantes  d'une  famille  de  con- 
tours parallèles  tonnent,  comme  nous  le  saxons,  un  lube  dont  la  sec- 
lion,   maxima  pour  celui  dont   la   courbure  géodésique   movenne  est 
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nulle,  dé(M'OÎl  des  deiiv  côtés,  ;iii  moins  aussi  \ite  que  sur  la  sphère 
de  rayon  Pi.  Le  maximum  a  alors  lieu  nécessairement  entre  C)  et  C^, 
et,  si  non  seulcnicnl  lo  lavons  de  courbure  des  sections  normales  de 
S  sont  iînis,  mais  qu  ils  soient  des  tondions  uniformément  continues 
du  point  considéré  de  S  et  de  la  direction  de  la  tangente,  il  est  à  peu 
près  équidislant  de  C|  etCo;  autrement,  la  décroissance  de  la  section 
de  chaque  tulje  élémentaire  se  faisant  à  peu  près  suivant  la  même  loi 
des  deux  côtés  de  la  section  maxima,  les  sections  par  C(  et  Co  ne 
pourraient  être  égales.  D'une  manière  précise,  on  peut  limiter  infé- 
rieurement  la  distance  à  chacun  des  contours  C|  et  C2  de  cette  section 
maxima;  soil'/j  cette  limite  inférieure.  Gomme  les  sections  décroissent 
au  moins  aussi  rapidement  que  sur  une  sphère  de  rayon  R,  la  fraction 
de  chaque  tube  située  dans  \'M  C  )  est  au  moins  égale  à  la  fraction  de 
Faire  d'une  sphère  de  rayon  R  (comprise  entre  deux  plans  parallèles 

situés  de  part  et  d'autre  du   centre  à  la  distance  R  sin  ^  •  La  fraction 

de  l'aire  de  la  surface  S  intérieure  à  VM  G)  est  alors  certainement 
inférieure  à  la  même  quantité,  et  tend  vers  i  quand  «  augmente  indé- 
finiment. 

Gela  est  alors  vrai  a  fortiori  pour  tout  contour  G  limitant  la  même 
aire>>o,  et  en  particulier  pour  le  contour  L"  =  LIo,  Lo  étant  défini  par 
la  condition  que  U  soit  inférieur  à  Uo  sur  une  aire  égale  à  §0-  Gette 
valeur  de  Uo  compte  donc  seule,  pour  /t  très  grand,  pour  le  calcul 
de  la  moyenne.  c.  q.  f.  t>. 

94.  Classification  des  surfaces  et  des  volumes  au  point  de  vue  de 
l'aspect  de  la  notion  de  moyenne.  —  Nous  appellerons  surface  de  la 
première  catégorie  toute  surface  finie  sur  laquelle  toute  fonction- 
nelle uniformément  continue  a  presque  partout  la  même  valeur.  Les 
autres  surfaces  finies  sont  dites  de  la  deurième  catégorie. 

D'après  ce  qui  précède,  il  e>l  particulièrement  simple,  dans  le  cas 
des  surfaces  convexes,  de  montrer  qu'elles  sont  de  la  première  caté- 
"orie.  Mais  ce  résultat  une  fois  ol>lenu,  il  est  facile  de  former  d'autres 
surfaces  de  la  première  catégorie. 

Donnons  à  chaque  point  M  d'une  surface  S  un  déplacement,  paral- 
lèle à  une  direction  fixe,  et  de  longueur  a  variable;  nous  supposerons 
(lue  a,  considéré  comme  fonction  du  point  M,  soit  continu  et  admette 
une  dérivée  fonctionnelle  bornée,  c'est-à-dire  que,  si  ds  désigne   un 


i:ii\p.   IV.   —  Mi;si:nK  iii;s  \oi.imks  kt  iiks  sl'iiiacks.  U]') 

arc  élénii'uliii  i<'  de  hi  .siitliirc  S,  ri  f/n  la  \  anal  m  in  cdi  rcspdndanlr  ilf  r/, 

-y  <'xi>lr  cl  son  iimmIiiIc  a  imr  liiiiilc  mi i iciicii ic  iinlùpendauU;  du 
as  '  * 

point    \l    cl   (\r.   la   dirci  lion    dr  I  aie    t/.s.    Le   dcplaccmeiil   considtMi'' 

liansfornn'  la  snrfacr  S  i  n  nnc  aulif  Miilace  S'  lellc  que  les  rapports 

des  lon^iiciiis  on  des  aires  de    S     aux    lon^^nenrs  on  an\  aires  corres- 

pondanli'^  de  S  soienl  liais.  Il  en  résnllo  ais«''inenl,   si  la  surface  S  esl 

de  la  première  catégorie,  (jiie  la  surface  déformée  Tesl  aussi. 

En  n''|)»''laiil  celle  opération,  on  j)euL  obtenir  des  surfaces  d'un  très 

i;rand  de^rt'  de  |4én(''ralil(''.  (|ui  sohI   de  première  eaU'gorie. 

9.').  l^a  dislinclion  en  deux  ealei;ories  (jne  nous  xeinnis  de  laire  au 
sujet  des  surfaces,  ou  des  volumes  qu'elles  limilenl,  s'étend  aisément 
à  toutes  les  xariélés  à  une  inliinle  de  dimensions. 

Soit  une  surface  S  de  la  première  catégorie,  limitant  un  volume  \  . 
Désignons  par  //,.  a.j^  ...,  Up  les  valeurs  moyennes  de  lonclionnelle- 

Li|,  L  o,  L  p,  sur  la  surface  S  ou  dans  le  \olumeA*.  La  variété  <t\/,, 

à  (.) — />  dimensions,  lieu  des  points  de  \  pour  lesquels  L,  =  w,, 
L2=//o.  ...,  L  y,  =  tfp,  constitue  presque  tout  le  volume  \  .  11  en  ré- 
sulte qu'elle  appartient  à  la  première  catégorie.  Si  en  ellet  une  fonc- 
tionnelle l  a\ait  des  \  aleius  dislincles  dan>  di'ux  Iraclions  limes  de 
la  région  ;<{p,  elle  aurait  à  peu  près  les  mêmes  valeurs  dans  les  por- 
tions de  A  voisines  respectivement  de  ces  deux  tractions  de  <^/,.  et 
n'aurait  |)as  par  suite  la  même  valeur  dans  [)resque  tout  le  volume  \  . 

En  partant  dune  région  Ap.  à  (o  —  p  dimensions,  et  de  n'importe 
quelle  catégorie,  il  est  facile  de  constituer  des  volumes  de  la  deuxième 
catégorie.  On  peut  obtenir  un  volume  en  considérant  le  lieu  de  ré- 
gions Ap  dépendant  de  p  jtaramètres  ). ,.  ),o,  ...,  '/.pi  si  toutes  ces  ré- 
gions sont  du  même  ordre  de  grandeur,  c  est-à-dire  si  les  rapports  de 
leurs  mesures  sont  finis,  on  obtient  un  volume  V  de  deuxième  caté- 
gorie. 

Considérons  dans  ce  volume/)  fonctionnelles  L,.  Uo,  t/,-  Les 

variétés  définies  dans  ^  par  les  conditipns  L,  =  01,^2=^2.  .... 
Vp^=Cp  sont    en  général   telles    que    leur   voisinage    constitue    une 

fraction  finie  du  volume  total,  du  moins  si  le  point  c^,  Co,  Cp  de 

1  espace  E^  est  dans  un  certain  volume  île  cet  espace.  Alors  la  moyenne 
d'une  fonctionnelle  de  la  forme /"(L  ,,  I  o,  ...,  L^)  sera  donnée  |)ar 
une  intégrale  d'ordre/). 


370  TROISIKME    PARTIE.    —    MOYENNi:    DANS    LK    DOMAIMC    KONCTIONNKL. 

Supposons  maintenant  les  refilons  ,d^  de  la  première  catégorie,  et 
considérons  un  nombre  quelcon(|ue  q  de  fonctionnelles  U) ,  I.I2,  •••,  U^. 
Chacune  d'elles  a  presque  partout  la  même  valeur  dans  chacune  des 
régions  cR;,.  Par  suite,  en  négligeant  seulement  des  fractions  négli- 
geables du  \olume  total,  ces  fonctionnelles  sont  des  fonctions  de  Ai, 
/.o.  ...,À^.  Quelque  grand  que  soit  ^,  les  systèmes  (h^  valeurs  des 
fonctionnelles  considérées,  réalisés  dans  une  fraction  Unie  du\olume 
total,  déjjendent  au  plus  dey>  paramètres.  La  moyenne  dune  lonction- 
ni'Ile  de  la  forme/ (U,,  Lo,  ...,  L,y)  sera  donnée  par  une  intégrale 
d'ordre  y>. 

Ce  nombre  yj  dépend  évidemment  seulement  du  volume  considéré, 
et  non  du  choix  des  régions  Ap  (pii  le  décrivent.  Nous  dirons  qu  un 
tel  volume,  ou  la  surface  qui  le  limite,  sont  de  la  deuxième  caté- 
gorie^ et  d^ ordre  p.  Ce  volume  ne  peut  être  déciùt  par  des  variétés 
de  la  première  catégorie  que  si  elles  dépendent  d'au  moins  p  para- 
mètres; et  si  elles  dépendent  de  plus  de  p  paramètres,  c'est  que  cer- 
taines sont  négligeables  devant  les  autres,  et  celles  dont  il  y  a  lieu  de 
tenir  compte  pour  les  calculs  de  moyennes  dépendent  exactement  de 
//  paramètres. 

iU).  Il  peut  exister  des  volumes  de  la  deuxième  catégorie  cl  d'ordre 
iulinl.  Tel  est  le  volume  \  '  défini  par  les  conditions 

.r  j  <  rtf ,  .r|<  rt|.  .  .  . ,  xl  <  al,  .... 

les  a,i  étant  t<'Is  que  ï  rtf,  conserge. 

Ce  volume  présente  cette  particularité  d'être  trop  petit  pour  pou- 
voir contenir  une  sphère  à  son  intérieur.  Quelque  petit  que  soit  le 
ravon  p  d'une  telle  sphère,  il  n'y  a  qu'un  nomI)refinide  \aleurs  de  a,i 
supérieures  à  p  en  valeur  absolue,  et  les  diamètres  de  la  sphère  cor- 
respondant aux  valeurs  de  rt„  inférieurs  à  0  en  valeur  absolue  sortent 
du  \olume  considéré. 

Considérons  alors  le  volume  V  .  beu  des  sphères  de  ra\on  R.  ayant 
h'urs  centres  dans  le  volume  \  '.  Il  est  de  dimensions  finies,  et,  si 
grand  que  soit  /j,  les  coordonnées  X\^  x^-,  ...,  Xp  prennent,  dans  des 
fractions  non  négligeables  du  \olunie  total,  des  valeurs  indépendantes. 
Le  \olume  V  est  donc  de  deuxième  catégorie  et  d'ordre  infini. 

Mais  il  présente  une  circonstance  assez  remaïquable.  Soient  u  une 
fonctionnelle  uniformément  continue,  etL|,   en   chacjue   |ioint  M,  le 
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<.<  |j«»lenLicl  .s|iliéri(jiie  »,  nioyenin-  «If  I  daus  la  >pliric  de  (•culic  \\  ci 
<l<'  rav«»n  R.  On  \nil  ai^f'-im'iit  (|im"  la  iinivenin-  de  l  daii>  \  ol  ('i^alc 
à  ('«îlie  de  l  I  daii>  \,.  l'iopoxm^-miiis  de  la  calculer  a\  ce  iiiir  n  ini  1 
au  plus  c^alc  à  un  iionihic  |mMl  il  e,  au>si  pclil  (luc  iinii>  \  «  lultm-.  mais 
<U'leiimnc  ;  désij^iions  par  r|  le  module  de  conliiiiiilé  iiiiiloiiiic  de  la 
lt»iirli(innellc  l  «laiis  le  volume  \,  eorn'spcuidant  à  z;  il  eiuivicni 
aiisM  dans  je  vnluiiic  \  ,  pour  la  loiicl  lonuclh'  l  ,.  Prenons  alors// 
assez  »;iaiid    pour  (pie 

Ou  peul,  pour  le  ealcul  de  la  moyeune  chercliée,  remj)lacer  par  zéro 
loiis  les  ./•  dlndiccs  plus  i^raiid  ipie  p.  l  1  se  réiluil  alors  à  une  fone- 
tion  '-5(0?,,  iV-2,  ...,./•/,),  Ol  la  mo\enue  eliereln-e  est,  à  une  erreur 
près,  au  plus  ('-oale  à  z. 

Les  seules  valeurs  de  L  qui  ((uuphat  [)our  le  calcul  de  la  moyenne 
sont  eelles  de  L  1 .  On  peut  se  contenler  de  considérer  des  valeurs 
dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramétres,  (pu  ne  dépend  pas  de  la 
t'onetionnelle  eonsidéré-e.  mais  seulement  du  module  de  continuité 
uniforme  tj  correspomlanl  à  la  pr(''eisi(jii  cherchée;  ainsi,  pour  une 
pi'éeision  donnée,  il  sera  le  même  pour  Imites  les  fonctionnelles  dont 
les  dérivées  j)remières  ne  dépassent  pas  un  nombre  déterminé,  et  plus 
généralement  pour  toute  tainille  de  fonc'tionnelles  également  et  uni- 
formément continues,  ^lalnrellement  ce  nombre  y?  augmente  indi'-lini- 
menl  avec  la  précision  cherchée. 

Cette  circonstance  s'étend  à  tous  les  \oiumes  de  deuxième  caté- 
1,'orJe  et  d'ordre  infini  (M.  On  peut  donc  les  connaître  assez  bien,  au 
point  de  v«ie  du  calcrd  de  la  moyenne  des  fonctionnelles,  en  n'étudiant 
que  ceux  d'ordres  linis,  dont  la  génération  à  partir  des  volumes  de 
la  première  catégorie  est  très  simple.  On  xoit  doue  le  rôle  essentiel 
que  jouent  ces  volumes  de  la  première  catégorie. 


(  )  Pour  y  échappei-j  il  faudrait  engendrer  un  volume  V  en  doiinanl  à  une  variété 
l'fl  de  la  première  catégorie  des  déplacements  dépendant  M'une  inlinilé  de  paramètres, 
et  d"amplitudes  movennes  telles  que  la  somme  de  leurs  carrés  ne  converge  pas.  Mais 
alors  le  volume  V  ne  serait  pas  situé  dans  une  région  finie  de  respace. 
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97.  Remarques  diverses.  —  Considéi'ons  vin  volume  V,  convexe, 
limité  par  une  surface  S.  On  peut  considérer  plusieurs  quantités  liées 
à  l'ordre  de  grandeur  de  ce  volume.  11  est  intéressant  de  les  comparer 
entre  elles. 

Un  raisonnement  superliciel  pourrait  conduire  à  penser  que.  si  la 
surface  S  est  de  la  première  catégorie,  ayant  presque  partout  même 
rayon  de  courbure  moyenne  et  même  rayon  de  courbure  totale,  elle 
est  presque  une  sphère^  et  que  ces  diverses  quantités  sont  égales.  Il 
n'en  est  rien. 

Une  première  grandeur  à  considérer  est  le  rayon  R  de  la  sphère 
de  volume  équivalent  à  celui  de  \ .  On  démontre  sans  peine  que  c'est 
aussi  le  rayon  de  la  sphère  de  surface  équivalente  à  celle  de  S,  et 
qu'on  ne  change  pas  non  plus  ce  rayon  en  remplaçant  le  volume  A 
et  la  sphère  par  leurs  projections  sur  un  plan  à  co  — p  dimensions. 
Bien  entendu,  la  mesure  de, la  projection  du  volume  dépend  du  plan 
choisi,  mais  le  rapport  entre  les  mesures  de  deux  telles  projections, 
fini  ou  infini,  ne  peut  être  de  l'ordre  de  grandeur  de  a^{^a^\\  et 
est  sans  influence  sur  le  rajon  de  la  sphère  équivalente. 

D'autre  part,  si  la  surface  S  est  de  la  première  catégorie,  le  rayon 
de  courbure  totale  a  presque  partout  la  même  valeur  R',  tandis  que 
si  on  le  considère  comme  fonction  du  point  de  la  sphère  sur  laquelle 
on  représente  l'ellipsoïde,  il  a  presque  partout  la  même  valeur  R'. 

Les  nombres  R.  R  ,  R'  ne  sont  pas  nécessairement  égaux.  Par  des 
remarques  analogues  à  celles  du  n"  76  sur  l'inégalité  (36),  on  peut 
montrer  que 

(47)  R'^RIR". 

98.  11  v  a  d'autre  part  une  relation  entre  la  courl^ure  moyenne  K, 
et  la  distance  p  du  plan  tangent  à  un  point  fixe  O;  nous  compterons 
cette  distance  positi\ement  vers  rinlérieur.  A  cet  efl^et,  faisons  varier 
la  surface  S,  en  la  remplaçant  par  une  surface  homothétique  par 
rapport  à  O  et  très  voisine,  le  rapport  d'homothétie  étant  i-j-î. 
Faisons  se  correspondre  les  points  des  deux  surfaces  situés  sur  une 
même  normale  à  S;  leur  distance  eslpe.  Chaque  élément  d'aire  varie 
alors  d  une  surlace  à  la  voisine  comme  dans  une  homothétie  de 
rapport  i  +  K/?£.  Pour  l'ensemble  de  la  surface,  d'après  la  formule  (8), 
la  varialion  relative  du  rayon  R  de  la  sphère  équivalente  est  alors  ;«)  z 
ou  ;?/2^i  suivant  le  signe  de  s,  m,  et  1112  désignant  les  valeurs  extrêmes 
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«le  K/^  CM  a(''}^lii;i;iMil  ((Iles  (|iii  lie  scr;iu;i»l  priM's  (|ii('  Mirdcs  poi  lions 
(If  hi  sinracc  poui'  Iom|ii(II('s  le  rayon  de  la  spliric  ('(jiiivalento  serait 
inrc'-iiciii'  à  11.  Daiiln-  pari,  comme  il  s  ai;il  d'iMu;  homolliétie,  cette 
vaiialion  relative  est  (îj^ale  à  £,  fjiicl  (|ue  soil  le  sij;ae  de  eetle  quantité. 
D(»n('  /// ,  =z ///^ -=  I .  Le  jiidthiil  \\/>  est  [ircs^iiic  jtarloid  é^al  à  i. 
Il  est  i'enjar(|iial)lc  ([uc  cet  énoncé  s'appliqne  (piel  (pie  soit  le 
|)oin!  O,  el  (piclie  cpie  .soil  la  siiilace.  Si  elle  est  de  la  première  eaté- 


j;orie,  on  peut  dire  <jiie />  et  —  oui  j)resqiie  paitmil  une  même  valeur  A. 

Si  (die  est  de  la  deuxième  catégorie,  p  el  —  sont  presque  partout  éi;aiix, 

et  nous  désignerons  leur  valeur  moNenne  commune   [>ar  //.   \a\   foi- 
mule  (jo)  s'écrit  alors  (') 

(  ',S  )  h=  -—■ 

o 

Montrons  par  uï\  exemple  que  h  n'est  pas  nécessairement  éi;al  à  R. 
\ous  n'avons  qu'à  reprendre  l'exemple,  déjà  considéré  n"  7i,  (Je 
l'ellipsoïde 

/     [x'-{(  )^x{t}x{\  —  t)-r-  cr'^ii  —  t  )]  dl  =  I. 


U 


C'est  une  surface  de  la  première  catégorie.  On  trouve  aisément 


s/  \  —  \  r'- 

de  sorte  que  le  calcul  de  h  se  ramène  au  calcul  de  la  valeur  moyenne 

de  /•-,  ou  de  —  >  sur  la  surface,  ou  ce  cjui  revient  au  même  à  l'intérieur 

(roi/' numéro  suivant).  Comme  une  dilatation  suivant  les  axes  modifie 
tous  les  volumes  dans  le  même  rapport,  on  ramène  aisément  ce  calcul 
à  celui  de  la  moyenne  sur  une  sphère,  et  l'on  trouve  ([ue  /-  a  presque 


('j  Ou  a  une  fonnulc'  analogue  dans  l'espace  E„.  La  varialioii  du  voluine  V'-'  dans 
rtiomolliétie  de  l'apport  i  -f  z  est  en  ell'et 

d\  =   ,i\z   =z     I  pz  dS   =:  -S  A  £. 

(Jn  a  donc  n\  =  A-S,  h  désignant  la  moyenne  de  p  sur  la  suiface  S.  A  la  limite, 
on  retrouve  la  formule  du  texte,  dont  on  a  ainsi  une  démonstration  très  simple.  Le 
raisonnement  du  texte  a  par  contre  l'avantage  de  montrer  la  relation  entre/?  et  k. 
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parloiit  la  valeur  -•  Donc  li  = -— -  tandis  que,  les  demi-axes  de  Tellip- 
soïde  étant  é^aux  les  uns  à  i  et  les  autres  à  — =?  on  a  R  :^  t7=- 

Dij.  Les  surfaces  de  la  première  catégorie  étant  telles  que  toute 
fonctionnelle  uniformément  conlinue  j  a  presque  partout  la  même 
valeur,  cela  est  vrai  en  particulier  de  la  courbure  movenne.  D'après 
le  n"  o7.  nous  pouvons  alors  affirmer  que,  pour  une  telle  surface, 
cela  revient  au  même  de  prendre  la  moyenne  d'une  fonctionnelle 
uniformément  continue  sur  cette  surface  ou  dans  le  volume  qu'elle 
limite.  Ces  deux  moyennes  sont  égales. 

Cette  propriété  n'est  d'ailleurs  ni  générale,  ni  caractéristique  des^ 
surfaces  de  la  première  catégorie.  Considérons  par  exemple  une 
surface  S  de  la  deuxième  catégorie,  et  d'ordre  i,  décrite  par  des  con- 
tours C.  de  la  première  catégorie,  et  situés  dans  des  plans  parallèles. 
Pour  tous  ces  contours,  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  a  une  mèmr 
valeur  R.  D'autre  part,  chacun  des  plans  parallèles  est  presque  |)artout 
normal  à  la  surface  S  (autrement  l'ordre  de  grandeur  de  la  mesure 
du  contour  varierait,  et  Rne  serait  pas  constant).  La  valeur  moyenne, 
sur  chaque  contour  C,  de  la  courbure  moyenne  K  de  la  surface  est 
donc  aussi  celle  de  la  courbure  moyenne  du  contour,  [^'exemple  du 

numéro  précédent  (  M  uiontre  qu  elle  peut  n'être  pas  égale  à  — ?  et  par 

suite  qu'elle  peut  varier  d'un  contour  à  l'autre  ;  alors,  d'après  le  n^ol. 
les  différents  contours  C  n'auront  pas  le  même  poids  pour  le  calcul 
de  la  moyenne  d'une  fonctionnelle  sur  la  surface  S  et  dans  le  volume 
qu'elle  limite.  Si  au  contraire  la  moyenne  de  Kest  la  même  pour  tous 
les  contours  C,  les  moyennes  d'une  fonctionnelle  quelconque  sur  la 
surface  et  dans  le  volume  sont  égales. 


(')  Dans  cet  exemple  nous  considérions  une  surface  de  l'espace  tonctionnel;  il 
suffit  d'en  prendre  la  seclinn  pai'  un  plan  <  ontenant  le  centre  pour  avoir  un  contour  C 
jouissant  dans  un  plan  d'une  propriété  analogue. 
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SoMMAliii':  :  l'oirniile  de  déiivalioii  îles  fctiictionnellcs  composées.  —  Coiisé- 
«lueiice  lelativcà  cciiaiiies  iqnalimis  aux  cl('>riv('-es  fonrlionnclles.  —  Formule 
foiidami-iilale  poiii'  l'tiindo  du  problème  de  (laucliy.  —  Extension  de  la 
formule  de  Giccn.  —  La  formule  de  Grem  -ur  une  surface.  —  La  foiinule 
de  (>r<en  et  le  potentiel.  —  Le  potentiel  de  double  couche.  —  Remarques 
sur  la  solution  du  problcnie  de  Diricblel  et  les  propriétés  des  surfaces 
minima.  -  Les  problème  de  Gaucby  et  de  Dirichlet  pour  des  variétés  quel- 
conques situées  sur  une  surface  fermée  convexe.  —  Cas  de  surfaces  non 
con\e\es.  —  f>a  notion  de  variété  minima;  eonelusion  relative  au  problcnn 
de  la  détermination  d'une  fonclionnelle  harmonique  par  ses  valeurs  sur  uw 
variété  quelconque.  —  Cas  des  variétés  minima.  —  Le  potentiel  tle  simple 
cou(h<'.  —  Le  potentiel  de  volume.  —  Le  problème  «le  Meumann.. 

100.  Formules  de  dérivation  des  fonctionnelles  composées.  -  Soil, 
pour  lixcr  les  idées,  une  ionelion  <!>  =_/  (  U.  \  ,  W'  )  «le  trois  funclioii- 
nellrs  ï  ,  \  ,  VV.  Cherchons  à  exprimei"  A<1>  en  fonction  de  AU,  AV. 
A\\  .  On  a  d'al)ord,  pour  h-s  dérivées  preniières.  la  formule  évidenl(; 

•"•:.=yuu:.+./'vv:.+./w^^':.- 

Si  l  on  calcule  la  vaiialion  de  <I>j.,  en  supposant  que  les  variations 
secondes  de  U,  \  ,  ^V  soient  de  la  tonne  normale,  on  lrou\e 

0.1':,=  (yv  l::.-4-/(  v;u-f-y\v\v:;o  ox 
-^  f  (/ii-;..,-i-./Nv;;.,-,-f-/vw::.,., 

Donc  la  variation  ï»econde  de  <1?  est  aussi  de  forme  normale,  et  Ton  a 
Si  les  varialious  secondes   de  \j,   \  ,  \V  ne  sont  pas  de  la  forme 
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normale,  l'expression  de  o<I>'j.peat  contenir  d'antre  termes,  provenant 
(le  la  différentiation  de  U'^.,  V'^,  W^^.  Mais  cela  ne  changera  rien  aux 
terme  en  oj:%  et  la  formule  (i)  reste  exacte. 

Si  même  les  variations  premières  de  U,  A  ,  W  n'étaient  pas  de  la 
forme  normale,  mais  dépendaient  spécialement  de  certaines  valeurs 
de  i,  soit  /',  t'\  .  .  . ,  la  variation  0$'^,  contiendrait  des  termes  en  oa?(^'), 
rjx{t").  ...,  et.  si  t  est  précisément  égal  à  l'une  de  ces  valeurs  <', 
t\  .  .  .,  l'un  de  ces  termes  se  réunit  au  terme  en  ô.r,  et  la  formule  (i) 
ne  serait  pas  exacte.  Mais  ces  valeurs  particulières  de  /  constituent 
au  ]du8  un  ensemble  de  mesure  nulle,  de  sorte  que,  même  dans  ce 
cas,  la  formule  (i)  est  presque  partout  exacte. 

En  tout  cas,  en  intégrant  par  rapport  à  t  entre  o  et  i.  il  vient 

(  x  .  A.l.  =/l  au  h-/v  A\  +y\v  AW. 

Les  formules  (i)  et  (2)  montrent  que  les  calculs  des  dérivées 
secondes  ou  paramètre  ditîérentiel  du  second  ordre  <I>Î..  et  A<I>  se  font 
par  les  formules  qui  ne  conviennent  habituellement  que  dans  les  cas 
des  dérivées  premières.  Cette  conclusion  ne  s'applique  pas.  bien 
entendu,  à  la  dérivée  $".,._  pour  laquelle  on  a 

<i':;.r. = /u  u;.,,  -^f{-  xLr, + A  \N";;  X.  ^/c-  u:,  u:^, +/^  v:,  v^,  ^y^ .  w:,  wi,, 

formule  tout  à  fait  analogue  à  celle  relative  aux  fonctions  composées 
à  l'aide  de  fonctions  ordinaires. 

Il  résulte  en  particulier  de  ces  formules  que  : 

1°  Si  U,  A  ,  W  sont  des  fonctionnelles  de  (Jateaux,  il  en  est  de 
même  de  4>; 

2"  Si  U,  V,  W  sont  des  fonctionnelles  harmoniques,  il  en  est  de 
même  de  <ï>. 

En  particulier,  on  voit  que  les  fonctionnelles  L  et  /(  L)  sont 
en  même  temps  harmoniques.  On  peut  donc  reconnaître  si  une 
fonctionnelle  est  harmonique  lorsque  Ton  connaît  les  surfaces  de 
niveau  U  =  const.,  sans  connaître  la  valeur  de  U  correspondant  à 
chaque  surface.  Nous  avons  déjà  obtenu  un  résultat  plus  précis  en 
démontrant  (n*^  25)  que  les  fonctionnelles  harmoniques  sont  celles 
pour  lesquelles  les  surfaces  de  niveau  sont  minima. 

101.   On  peut  obtenir  les  mêmes  résultats  par  la  méthode  du  pas- 
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Six^c   (lu    liiii    il    1  iiilliii.  Si,  iiii    lieu   ilc    l    ,  V  ,  W,  *l>,  un  (((ii^idèic  (les 
(onclioii^  u,  r,  n'  'i  de  //  \  aiiiiMcs  iii(lc|>('iul;inl('s,  ou  ,\ 

^;-'9  _  iif  0- Il      0/  i^v       of  o-n> 

ih'f  ~~  <f"  ôx]        <fi'  Ox'f  "^  <)»'  <)xf 


t)ii-  \<)x,  /    ~^  Ov'  \i)x,/         i)W'  \i}x// 


(f- 


ou,  en  tlésionanl  piir  A  lii  iikinciuic  «les  //  (léiivi'-cs  — ;» 
'  ^^  '  •  oxj 

,)f  ,)f ,        of  I  id^f ,         >r-  f ,         o"-  f 

Acp  =  -i-A?/  -H  -y-At'-f-  -p- Au-  +  -     — ^A,i^-f-  — ^  A,^'-h-  --^Ai"' 
lin  <jv  <hv  a  \()ii-  <lv^  <hv^ 


l^ors(jue  n  devient  infini,  A,//,  A,r  d  A,(T'  rcsicnl  Unis,  cl  lOii  a  bien 
à  la  limite  la  formule  [:>.). 

De  inrme,  l'expression  de  — v  donne  à  la  limilc  la  Idiiimlc  (  i  i,  les 
'  '  dxj 

1  du\'i      /  di' \-  /  da'\-     .  .    ,.         ,  ,         ...      1 

leruics   en      —      ,    (  —         et       —        claut    iici;li"cauJcs   a    coU;    des 
\âxj        \dxj  \àx,J  ^    ^ 

autres. 


102.     Conséquence    relative   à  certaines    équations    aux   dérivées 
fonctionnelles.  —  Considérons  l'cqualion 

(3)  A[    =/(L  ). 

Désignons  par  F(^-)  une  fonction  |nlniilive  de  j- — -•  D'après  la  for- 
mule (•>.),  cette  équation  s'écrit 


)u,  comme  A/-  =  :>. 


AF(L)  =  . 


Sa  solution  i;én('-rale  est    donc  délinie   implicilemenl  par  la  tormule 

,2 

l-,U)-  -  =  N\ 

où  V  désigne  une  fonctionnelle  harmonique  quelconque. 
Ainsi  r(kpialion  (3)  se  ramène  à  Véqiiaiioii  de  Laplace  : 

AV  =  o. 


La  solution  du  problème  de  Diricblet  relatif  à  Téqualion  (3),  c'est- 
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à-dire  la  reclierclie  d'une  solulion  prenaiil  sur  une  surface  une  valeur 
donnée  Uo  se  ramène  à  la  recherche  dune  lonctionnelle  harmonique 

6|j,ale  sur  celle  surface  à  F(Uo)  —  —  •  Si  la  solulion  de  ce  problème 

est  unique  j)Our  r(''(juali(»n  de  Laplace,  il  en  est  donc  de  même  pour 
l'équation  (  3). 

On  remarque  que  ces  circonstances  sont  analoi;ues  à  celles  qui  se 
présentent     chins    1  analyse    ordinaire    pour    l'équation    du    premier 

ordre  -j-  =if(u)^  et  tout  à  fait  différentes  de  celles  qui  se  présentent 

pour  l'équation  \u  =  /  (a).  Ainsi  on  sait  que,  pour  l'équation  \ii^Kii, 
en  analyse  ordinaire,  la  solution  du  [problème  de  Dirichlet,  bien 
déterminée  en  général,  devient  indéterminée  pour  certaines  \aleurs 
de  A.  Au  contraire,  en  analyse  fonctionncdle,  l'équation 

(\)  AL=Xi; 

admet  comme  solution  générale,  d'a})rès  ce  qui  précède,  la  fonction- 
nelle ■ 

).  —  V  A  — 

\]  =  e    -      =\\  e    -, 

\\  ,  ou  ce  qui  revient  au  même  son  logarithme  \  ,  étant  une  fonction- 
nelle harmonique  quelconque.  Le  proljlème  de  Dirichlet  est  donc 
détei^miné  pour  récjuation  (^1  comme  il  l'est  pour  l'équation  de 
Laplace,  dans  des  conditions  que  nous  préciserons  plus  loin;  cela 
ne  peut  pas  dépendre  de  À. 

103.  Formule  fondamentale  pour  l'étude  du  problème  de  Cauchy. 
—  En  analyse  ordinaire,  le  problème  de  Cauchy,  relatif  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles   du  second   ordre,   consiste    à    chercher   une 

solution  u  connaissant  sa  valeur  et  celle  de  la  dérivée  normale  -r  sur 

ai 

une  surface;  pour  résoudre  ce  problème,  il  est  commode  de  résoudre 

1  équation  étudiée  par  rapport  a  -tt' 

En  cherchant  la  (ormule  analogue  relative  à  l'équation  de  Laplace 
en   analyse    fonctionnelle,   on   obtient  des   circonstances   tout   à  fait 

différentes  :  -7--  n'int(nvient  pas  dans  l'éQuation.  Al   est  en  effet  une 

moyenne  entre  une  inlinité  de  dérivées  secondes,  et  une  de  ces  déri- 
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vées,  prise  is(»l(iii(iil ,  csl  sims  luIltu'iH't'  siii-«;i  \;ili'iir:  Al     ne  (It-pi-iul 

p;is  dr  -—. 

\nii->   poiiNmis   p;ir  contre   ohleiilr   une    relatimi   eulre   les  valeurs 

(le  l    ^ur  la  siirliici' el  — —  •  l\ous  desi^acroiis  \>:w -—  et  —, —  le*»  <léii\ées 
(/•)  "  •  t/s  r/s- 

rolatives  à  un  déplaeemenl  sur  une  se<linii  normale  de  la  surlace  S, 
cls  désii;iianl  reléinent  d'are  déeiil  ;  pour  un  déplaeemenl  correspon- 
dant  sur  la  lani;enle,  la  dérivée  première  a  la  même  valeur,  et  nous 

désii;neri)ns  la  dérivée  >ee()nde  par  — p—  (  '  ).  (  )ii  a  d'ailleurs 

dy.'-   "    ds-i         '7/7' 

/.désignant  la  enurhiire  de  la  section  normale  corres|)ondante  ;  les 
déplacemeinls  considérés  ajanl  lieu  en  elFel  dans  un  plan  à  deux 
dimensions,  les  lornuiles  de  la  i;éomélric  ordinaire  s'ap|)liqaent  sans 
ditTieuhé. 

(  >r  Al   est  la  moyenne  des  déri\ées  secondes  telles  que—; — ,  rela- 

^         dy- 

lives  à  toutes  les  directions  de  l'espace  :  c'est  une  niovenne  sur  une 
sphère,  et  pour  la  calculer  on  |)eut  ne  tenir  com[)le  que  des  points 
situés  dans  un  plan  à  (-)   —  i  dimensions  contenant  le  centre;  on  peut 

donc   considérer  AU  comme   la   movenne  des  valeurs   de  — ; —  dans 

dy.- 

toute^  les  directions  du  plan  tangent.  Désignons  par  A^L  la  movenne, 

dans   les    mêmes   conditions,    des   valeurs   de  —7—;  celte   (luantité   ne 

cfs-  1 

dép<Mid  qued<s  saleiirs  de  l   sur  la  surface.  Désignons  <'n(in  par  K  la 

courbure  moyenne  de  la  surface  S.  Nous  obtenons  la  formule 

(5)  Al    =:A>1   -^^^' 

d  après  laquelle  le  [troblème  de  Caucliv  relatif  à  léquatiiui  de  Laplace 


(')   Nous  avons  emploxé  dans  des  roiiçlitions  analogues  la   nulalion  -— -  (première 

Partie.  Chap.  V).  Ici  il  y  a  lieu  d'éviter  la  confusion  avec  la  variable  t,  argument 

de  ia  fonction  j:(t).  'Sous  écrivons  de  même  ici  -r-  au   lieu  de  -;—  pour  la  dérivée 

f/v  c/ii 

normale,  pour  réserver  ia  lellrc  //  au\  considérations  relatives  à  l'espace  à  /(  dimen- 
sions. 


38o  TROISIKMK   PARTIE.    —    MOYENNE    DANS   LE    DOMAINE' FONCTIONNKr.. 

en  analyse  fonclionnclle  apparaît  comme  analogue  au  problème  de 
Gauchj  de  l'analyse  ordinaire  relatif  aux  équi\ti<jns  du  premier  ordre, 
el  non  du  second. 


104.  On  remarque  d'ailleurs  que,  si  la  surface  S  est  minima.  la 
dérivée  normale  n'intervient  même  pas.  L'équation  de  Laplace  se 
réduit  à  As[J:^o;  c'est  une  condition  ne  faisant  intervenir  que  les 
valeurs  de  U  sur  la  surface;  nous  dirons  lorsqu'elle  est  vérifiée  que 
la  fonctionnelle  U  est  harmonique  sur  la  surface  S  (définition 
applicable  que  celte  surface  S  soit  minima  ou  non). 

Considérons  alors  un  volume  x*^  décrit  par  une  surface  minima  S, 
dépendant  d'un  paramètl^e  À,  deux  positions  différentes  de  cette  sur- 
face étant  sans  point  commun.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  fonctionnelle  U  soit  harmonique  dans  ce  volume  est 
qu'elle  soit  harmonique  sur  chacune  des  surfaces  S  ( '). 

Cette  remarque  renseigne  sur  la  nature  analyticjue  des  fonction- 
nelles harmoniques.  La  forme  de  la  fonctionnelle  harmonique  définie 
sur  chaque  surface  jjeut  varier  d'une  façon  tout  à  fait  arbitraire  d'une 
surface  à  l'autre.  On  peut  en  particulier  ajouter  à  U  une  fonction 
arbitraire  de  a.  Cette  fonction  peut  n'être  pas  analytique,  avoir  des 
dérivées  discontinues,  être  discontinue  elle-même. 

Pievenons  alors  à  la  formule  (5).  En  n'importe  quel  point  M  d'une 
surface  non  minima  S,  la  dérivée  normale  —7-  peut  ne  pas  avoir  la 
même  valeur  des  deux  côtés  de  la  surface,  comme  on  le  voit  en  appli- 
quant la  remarque  précédente  à  une  famille  de  surfaces  minima  dont 
l'une,  que  nous  désignerons  par  2,  touche  S  en  M.  La  formule  (  5  )  ne 
s'applique  qu'à  une  des  valeurs  de  —j-- 

Il  est  facile  de  préciser  laquelle.  On  peut  supposer  que  la  surface -, 
si  K  n'est  pas  nul  en  M,  soit  tout  entière  dans  le  voisinage  de  ce  point 
d'un  même  côté  de  S,  celui  de  la  convexité  moyenne  ;  —j-  peut  être 
discontinu  à  la  traversée  d  une  telle  surface  ^.  Les  valeurs  deL  sur  S 


(')  (le  résiillal  coiiipiend  Corinne  cas  pavticutier  celui  du  u"  >5  d'apiè>  lequel  il 
suffit,  pour  que  la  fonctionnelle  U  soit  harmonique,  qu'elle  soit  constante  sur  chacune 
des  surfaces  S.  D'ailleuis  la  formule  (  1 3  )  du  n'  2'i,  dont  nous  avons  déduit  ce  résultat, 

n'est  autre  que  la  formule  (5j  appliquée  aux  surfaces  de  niveau  U  =  consl.;  — r—  a  alors, 

au  signe  près,  la  valeur  ^/.iiU. 
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ne  (K'ncndciiL  alors  f'VKiciiiinciil  (juc  des  valcuis  di-  <Tlle  dériver  du 
côté  d<'  la  coiicaNili'  nii)\emie  de  S;  c'esl  donc  la  valeur  relali\e  à  ce 
côté,  el  au  itniiil   M ,  (iiii  iiilci\  leiil  dans  la  juriiiule  (  j  ). 

On  pciiL  arriver  an  im-ine  rééditât  en  reniplaçanl  dans  ce  l'aisonne- 
inent  la  surface  1'  par  le  |daii  lani;eiil  a  la  smlaee  S  eu  M.  (^elle  sur- 
face n'esl  pas  nécessaireuieiil  loni  entière  dn  nn-me  côlé  de  ce  plan. 
mais  elle  ICsl  presque  loni  enlnre  (  pms(|ne  ilans  prcstpie  lonles  les, 
direclions  la  eourhure  normale  a  la  mènn-  valeur  mui  nnlh-  l\  i.  el  cela 
suffit  pour  conclure. 

lOo.  De  cette  formule,  on  petil  lirer  d  i mpnrlanles  conséquences 
relatives  aux.  dillV-renls  |)rol)lènK;s  (pu  peu\(iil  se  poser  jiourla  d(''ter- 
mination  des  fonctionnelles  harmoniques. 

i"  Si  une  louclioiineile  liarmoiinpn'  esl  e(uniue  d  un  c<~ile  d  un. 
surlace  minima,  cela  ne  permet  |kis  de  délcrminer  sa  \aleuren  aucun 
poinl  situé  (le  1  aulre  col»'.  ^1  Jorliori^  si  (die  est  connue  du  (  ôt(''  de 
la  concavité  nio\enne  d'une  surface  S  pour  laqmdle  K  soit  de  signe 
constant,  on  ne  peut  rien  en  déduire  concernant  sa  valeur  de  1  autre 
côté.  Si  S  est  une  surlace  ouverte  limitée  par  un  contour  (',,  on  ne 
|)eut  donc  espérer  la  déterminer  que  dans  le  volume  compris  entre  S 
et  une  surface  minima  linntée  à  C.  Si  S  esl  une  surface  convexe 
fermée,  on  ne  peut  espérer  la  déterminer  qu'à  lintérieur. 

2"  Pla(;ons-nous  dans  ce  dernier  cas.  Les  surfaces  U  =  const.  sont 
des  surfaces  minima  dont  on  connaît  1  intersection  avec  S.  Le  ]>ro- 
hlème  de  Diriclilet  (détermination  de  U  à  l'intérieur  connaissant  ses 
valeurs  sur  la  surface)  se  ramène  donc  au  problème  de  détermination 
de  la  surface  minima  limitée  à  un  contour  donni'-. 

On  |)Ourrail  poursuivre  ces  remarques.  Mais  la  démonstration  de 
l'unicité  de  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  nécessite  1  extension 
de  la  formule  de  Green  à  lanalvse  fonctionnelle.  Aous  allons  étudier 
cette  extension.  Nous  reviendrons  ensuite  à  Ic'tude  des  propriétés  de 
cette  solution. 

106.  Extension  de  la  formule  de  Green.  —  Formons  d'abord  celte 
formule  par  la  méthode  du  passage  du  fini  àl'inlini.  Dans  l'espace  E„, 
considérons  un  volume  V'  limité  par  une  surface  S.  Nous  désignerons 

par  -p7    la  dérivée  d'une  fonction  u  suivant  la  normale  à  la  surlace  S, 
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diiii;ée  vers  lextérieur,  et  poserons 

i  /  d'^u        d'il  à-  Il 

A  »  =  -     — ^  -+-  — ^  +...-+-  -—7 

7/  \'/^7         d.r-  17./',-, 

En  désignant  par  a  et  c  deux  l'onctions  eonllnues  dans  V'  ain^i  que 
leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  la  formule  de  Green  s'écrit 

Tour  n'avoir  à  la  limite  que  des  quantités  linies,  divisons  les  deux 
membres  par  \'>,  mesure  du  volume  \'>  ;  A  ayant  la  même  signiiicalion 
qu'au  n"  98,  en  note,  et  -)1L\.>  et  01^^  désignant  des  moyennes  l'elatives 
respectivement  au  volume  'O  et  à  la  surface  S.  il  vient 

(6')  A  ;)Hv>(  "  A'p  —  (■  A';/)  = '"T^-s  (  i/ — r  —  «' ^  )  • 

^  \     av  a/  I 

J^e  passage  du  fini  à  1" infini  conduil  alors  aux  formules 

('  i  1  h  OlL  v')(  U  AV  —  V  Al  )  =  011 .  f' L  -^  —  A  ^ ]  . 

\      ch  d>  I 

Elles  sont  équivalentes,  la  première  étant  écrite  sous  forme  SAinbo- 

lique,  et  la  deuxième  ne  contenant  que  des  quantités  finies. 

Le  raisonnement  par  induction  qui  précède  ne  constitue  pas  une 

démonstration.  Pour  démontrer  ces  formules,  il  suffirait  de  montrer 

que,   si  u   et   r  sont  les  valeurs   de  U  et  \  dans  la  /?'^""'  section  du 

I  .Ni'  4  '        <^"      dv  ^  ■  i-         ■  1 

volume     \'.     A  a.    A  r.    -—;■,    -—    tendent     unnormement    ve^^    leurs 

d'i        IV) 

limites  AU.  A^  ,  — ^-  — ^-  Or  il  en  est  bien  ainsi   pour  les  deux   nre- 

d't       d-/  1  1 

mières,  du  moins  moyennant  des  conditions  assez  peu  reslricti\es 
imposées  aux  fonctionnelles  L  et  ^  .  Au  contraire,  la  normale  à  la 
surface  S  en  un  point  fixe  fait  avec  le  plan  de  la  /i"'"'*  section  un  angle 
qui  tend  vers  zéro,  mais  le  maximum  de  sa  valeur  dans  toute  la  sec- 
tion peut  ne  pas  tendre  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  et 

■      du  ,  T         '  d\j     ,, 

par  suite  -^  peut   ne  pas  tendre  unnormement  vers  — ^.  rour  cette 

raison,  une  démonstration  par  induction  des  formule-^  {-)  et  ( -' )  ne 
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|>:irail  pas  iacilc;  ikmis  alluii-<  i)|)(-i'ci'  aulrciiiciit ,  en  ii<>ii>  a|i|)iivanl  «iii- 


107.  IMa<'()Ms-i\<»iis  dalxtid  dans  le  cjis  <riiiic  surfa(.(!  S  <lc  la  |ti«j- 
iiiicri'  cali'i^dnc.    Il   Millil   alors  de  dciiH  ml  icr  j;i   ji  iniiii  le 

\\\i  imillipliaiil  les  loïKimiincllcs  iiih-gifcs  par  \  ,  t|iii  a  prcscpic  par- 
Idiil  la  mènif  valeur,  la  (orniiilc  icslc  ovaclr;  inler\  ertissanl  los  fonc- 
t  II  mil  elles  U  et  \  ,  et  relranelianl  In  ne  de  laiil  re  les  lonniilcs  (ddciiues, 
(Ml  (d)tieiil  la  loi'iiiiile  (  -    i. 

Supposons    dahoid    cpie    la    loin  IimuikIIc    l      suit    liainumique  ;     il 

s  aiiit  de  niouli cr  (luc  la  dcii\ée  — ^  e^l  nulle  sur  presque  toute  la  stir- 

lace.  Or  l  a  pres(pi('  pailonl  une  nuMur  \alenr  l  q.  ï.e  contour  (], 
delini  sur  la  siirlaee  par  riMpialion  U  =  L  „.  eonslilne  donc  prexpie 
toute  la  surlaee.  ri  par  suite  sa  courbure  géodésique  niovenne 
presque  partout  nulle  i  n"*  61);  en  d'autres  termes,  la  surface  niinlma 
deliaie  dans  v'>  par  l'équation  U  =  U„,  qui  coupe  la  surface  S  suixant 
le    contour    C,    la    coupe    snivanl    \in    fini;le    presque   partout    droit. 

Donc  —  est    nul   sur  nres(|n<'    loiiL   le    contour    C,    c'est-à-dire    sur 

presque  toute  la  suriaie. 

Ln  raisonnement  analogue  condnil  à  la  loiniule  (S)  cpiand  U 
n  est  pas  harmonique.  Définissons  comme  dans  le  cas  précédent  le 
cttntour  C,  d'équation  U=  Uo,  conslituani  presque  toute  la  surface 
et  dont  le  plan  oscillateur  moyen  est  normal  à  la  surface  S  en  des 
points  M  const  il  liant  presque  toute  la  surface.  En  un  tel  point,  dési- 
gnons par  K  la  coiirl)nre  moyenne  de  S.  qui  est  aussi  celle  de  C,  et 
par  0  l'angle  de  cette  surface  avec  la  surface  L  =  Lq.  l-a  courbure 
niovenne  de  celte  surface  est,  d'après  le  théorème  de  Alensnier, 

^^  1  n 


On  a  d'autre  part  éNidemmcnt,  pour  les  points  M  considérés. 


(/•j 


=  y'A|  L'  cosO, 
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et  par  suite 

AL    =  K  — r-. 
d'i 

Comme  d'autre  part,  pour  presque  tous  les  points  M  considérés,  àÙ, 

^  cl\]  .  .  , 

K,  et  — 7-  sont  e^aux  a  leurs  moyennes,  on  a 

et,  la  surface  étant  de  la  première  catéi;orle,  ,'irLj,=  Olcv'),  ce  qui  établit 
la  formule  (8  ). 

108.  Considérons  maintenant  une  surface  S,  de  la  deuxième  caté- 
<^orie  et  d'ordre  i.  On  peut  la  considérer  comme  lieu  d'une  simple 
infinité  de  contours  C  de  la  première  catégorie,  et  dont  les  mesures 
sont  du  même  ordre  de  grandeur,  de  sorte  que,  pour  chacun  deux, 
la  courbure  géodésique  moyenne  est  presque  partout  nulle. 

On  peut  considérer  chacun  de  ces  contours  comme  constituant 
presque  toute  une  surface  S',  inscrite  dans  S  et  intérieure  à  S,  et,  en 
appliquant  la  formule  (8)  à  cette  surface,  on  voit  qu'on  aune  relation 
analogue  sur  le  contour  C;  les  courbures  moyennes  de  Set  S'  le  long 
de  C  étant  égales,  elle  s'écrit 


ri  /  I  \ 


Les  contours  C  divisent  la  surface  S  en  tranches  Si,  So,  ...,  S,,; 
sur  chaque  tranche  S,,  d'aire  ^S,,  K  a  presque  partout  une  même 
valeur  K,,  et  l'on  a 


1^'M^)-I.t'-^^^^- 


OTlî  désignant  une  moyenne  sur  la  tranche  S/.  Or  la  moyenne  sur  S 
s'obtient  en  donnant  aux  diverses  tranches  S/  des  poids  proportion- 
nels à  leurs  aires,  tandis  que  la  moyenne  dans  X'  s'obtient  en  leur 
donnant  des  poids  proj^ortionnels  à  p^«  La  formule  précédente  donne 
donc,  à  la  limite, 

ce  qui  établit  la  formule  (8). 
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Ce  raisoiiiifiiiciil  se  généralise  sans  peine  à  deux  polni^  de  \iic. 
Dune  pail,  on  peut  raisonner  sur  la  formule  (j)  au  lieu  de  la  Toi- 
niule  (S).  D'aulrc  |)arl,  au  lieu  de  surfaces  de  la  deuxième  ealégoric 
et  d'ordre  i,  lieu  dune  simpl<'  inliniu-  de  contiuirs  C,  on  peut  consi- 
dérer une  surface  de  la  deuxième  catégorie  et  d'ordre  /;,  lieu  de 
variétés  de  la  première  catégorie  dépendant  de  p  paramètres.  La  ior- 
inule  de  Grcen  est  donc  établie  pour  toutes  les  surfaces  d'ordres 
Unis. 

On  peut  passer  de  là  aux  surfaces  dont  l'ordre  est  infini,  en  remar- 
quant (pi'une  telle  surface  S  peut  être  considérée  comme  limite  de 
suifaccs  S'  d'ordres  finis,  telle  que  la  moyenne  sur  S'  dune  fonction- 
nelle uniformément  continue  tende  vers  sa  moyenne  sur  S.  11  est 
probablement  possible  de  supposer  que  le  voisinage  de  S  et  S'  est 
d'ordre  i,  c'est-à-dire  que  l'angle  des  plans  tangents  aux  deux  sur- 
faces tend  vers  zéro,  et  cela  uniformément  sur  presque  toute  la  surface. 

Alors  les  valeurs  moyennes  de  -r-»  et  de  p  (distance  du  plan  tangent 

à  un  point  fixe),  sur  S',  tendent  i-espectivement  vers  les  valeurs 
moyennes  des  mêmes  quantités  sur  S.  et  la  formule  de  Green  en 
résulte. 

Nous  ne  chercherons  pas  à  rendre  ce  raisonnement  plus  rigoureux. 
l*eut-être  serait-on  conduit  à  quelques  restrictions  concernant  le  mode 
de  continuité  du  plan  tangent  à  la  surface.  Ce  qui  pi'écède  nous 
permet  de  considérer  la  formule  de  Green  comme  établie  dans 
presque  tous  les  cas.  D'ailleurs  les  résultats  principaux  que  nous  en 
déduirons  dans  la  suite  reposent  sur  l'application  au  cas  de  la  sphère, 
qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

i09.  La  formule  de  Green  sur  une  surface.  —  On  peut  établir  sur 
une  surface  des  formules  analogues  à  celles  relatives  à  l'espace,  et  ne 
faisant  intervenir  que  les  valeurs  d'une  fonctionnelle  sur  la  surface. 

Considérons  d'abord  une  surface  fermée,  S.  de  la  première  caté- 
gorie. La  comparaison  des  formules  (5)  et  (8)  montre  que,  sur  cette 
surface,  A^L  est  presque  partout  nul.  Ce  résultat  s'étend,  par  un  rai- 
sonnement analogue  à  celui  du  numéro  précédent,  aux  surfaces  de  la 
deuxième  catégorie  et  d'ordres  finis,  que  l'on  peut  considérer  comme 
lieux  de  variétés  de  la  première  catégorie  sur  chacune  desquelles  A^U 
est  presque  partout  nul,  puis  à  celles  d'ordre  infini. 
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On  peut  alors  mdifFéremnient  écrire 

On-s/^^AsU")  =o,  ORs'-^sC)  =  o. 

La  première  formule  n'est  qu'une  forme  dilTérente  de  celle  de  Grcen; 
la  deuxième  apparaît  comme  une  généralisation  de  la  formule 


/ 


relative  au  cas  de  l'espace  à  deux  dimensions,  ou  plus  généralement 
à  une  ligne  fermée  dans  un  espace  quelconcpie. 

Si  l'on  considère  une  portion  de  surface  ouverte,  il  j  a  deux  cas  à 
distinguer,  suivant  que  le  voisinage  du  contour  G  de  cette  surface 
constitue  ou  non  presque  toute  la  portion  considérée.  Ainsi,  divisons 
une  surface  fermée  S',  par  un  contour  C,  en  deux  portions  de  sur- 
face S|  et  So.  En  général  elles  seront  d'un  ordre  de  grandeur  différent  ; 
pour  la  plus  petite,  le  voisinage  du  contour  C  constitue  presque  toute 
la  surface,  tandis  que  pour  l'autre  il  n'en  constitue  qu'une  fraction 
nég^ligeable.  Cela  revient  à  peu  près  au  même  d'écrire  la  formule  de 
Green  pour  cette  dernière  portion  de  surface,  ou  pour  toute  la  sur- 
face fermée.  Nous  nous  contenterons  alors  de  considérer  une  por- 
tion de  surface  S,  située  presque  tout  entière  dans  le  voisinage  de 
son  contour  C.  La  formule  qui  généralise  la  formule  (8)  s'écrit  alors 

—  indiquant  une  dérivation  relative  à  la  direction  du  plan  tangent  à  S 

normale  à  C.  et  K^  la  courbure  géodésique  moyenne  de  C.  Oa  écrit 
de  même  la  formule  qui  généralise  la  formule  ("'). 

Si  la  surface  S  est  minima,  on  peut  la  considérer  comme  consti- 
tuant presque  tout  un  volume,  limité  par  une  surface  S  contenant  G 
et  normale  à  S,  et  la  formule  (p)  n'est  pas  autre  chose  que  la  for- 
mule (^8)  appliquée  à  ce  volume. 

Dans  le  cas  général,  on  établit  la  formule  (9)  en  raisonnant  sur  la 
surface  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'espace  pour  établir  la  for- 
mule (8).  On  considère  d'abord  le  cas  d'un  contour  G  de  la  première 

J|  y 

catégorie,  et  Ton  démontre  que  A^l  ,  -r- et  K^-  sont  presque  partout 
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liés  |);ir  lit  l'cliilioii 

d) 

qui  (Innuc  la  formule  ((>  i  puisque  cliacune  des  quaiitilés  cousidérés  a 
presque  partout  la  nit'ine  \aleur.  Ua  passe  de  là  aux  eonlours  de  la 
deuxle'nie  catégorie,  d'ordre  (ini.  [)uis  infini. 

110.  Dans  l'espace  l'',,,  il  existe  une  relation  simple  entre  les  for- 
midcs  de  Green  dans  l'espace  et  sur  une  surface;  l'uue  peut  se  déduire 
de  l'autre. 

Considérons  par  exemple  un  volume  V'  limite  par  deux  surfaces 
parallèles  S„  et  S,  et  une  surface  latéi-ale  !l!,  lieu  des  noimales  à  S  le 
long  du  contour  C  qui  limite  celte  surface.  La  foruiule  de  Green, 
dans  le  cas  où  c  =:  i .  s'écrit 

n  /       A»rfV)=   /   -—dS—       -T-dS^^       -j-d:L. 

Ecrivons  qu'elle  reste  vérifiée  quand  S  varie,  Sq  restant  fixe.  Il  vient 
r'"~"         ,,         r[d-u        ,  ,■  du'X    ,,         rdu    ,^ 

-p  désignant   une  dérivée  suivant  la  direction  du  plan  tangent  à   S 

normale  à  C.  Or 

,  dUi        ^ 

n  \u  —  -— -  =  (  »  —  1  I  \t  II, 

S[U  désignant  l'expression  de  ^^n  pour  le  plan  tangent,  et 

V  I-  ^" 

A  s  '<  =  A/  «  -i-  Iv  -r- 

dt 
La  formule  précédente  s'écrit  donc 

/•'"-"      „     r^^'-du^^ 

(n  —  i)  /  \f.uab~    I  -7- ac^. 

(^7est  la  formule  de  Gi'een  sur  une  surface. 

D'une  manière  générale,  la  formule  de  Green,  pour  une  surface, 
indique  que  celle  relative  à  l'espace  reste  vi'aie.  quand  une  portion  S 
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(le  la  surface  à  laquelle  on  l'applique  se  déforme,  el  en  parliculier  est 
remplaeée  par  une  surface  parallèle. 

On  peut  étendre  ce  raisonnement  à  l'espace  fonctionnel,  et  cela 
donne  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  (9).  Il  suffît  encore 
d'appliquer  la  formule  (j)  au  volume  ^  compris  entre  deux  surfaces 
|)arallèles  et  une  surface  latérale  I!,  el  de  faire  varier  celle  des  deux 
surfaces  qui  est  de  l'ordre  de  grandeur  le  plus  élevé. 

Ce  procédé  de  démonstration  suggère  en  même  temps  une  remarque 
nou\clle.  Si  Ion  applique  la  formule  de  Green  à  une  surface  S',  et 
que  l'on  déforme  une  portion  S  de  cette  surface  d'un  ordre  de  gran- 
deur inférieur  à  celui  de  S',  la  modification  considérée  n'est  pas  sus- 
ceptible d'agir  sur  les  valeurs  moyennes  de  AL   et  —r-t  et  par  suite  de 

modifier  la  formule  de  Green;  le  raisonnement  qui  précède  nous 
montre  que  cette  formule,  écrite  sous  la  forme  (-),  et  où  les 
termes  principaux  sont  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'aire  rS'  de  S', 
apparaît  comme  si  exacte  que  les  termes  d'un  ordre  de  grandeur 
inférieur  varient  de  quantités  égales. 

Une  aire  peut  de  bien  des  manières  se  décomposer  en  tranches  dont 
les  rayons  de  sphère  équivalente  p  varient  de  zéro  à  R,  et  d'épais- 
seury(p)c?p.  L'ordre  de  grandeur  de  cette  aire  apparaît  alors  comme 
défini  par  la  valeur,  pour  n  1res  grand,  de 

(10)  /    /(p)p"-i  t/p. 

«-0 

Jusqu'ici,    nous    avons    assimilé    cette    quantité   à  sa    valeur   princi- 

R" 
paley(R)  ■ — ■;  c'est-à-dire  que  nous  n'avons  tenu  compte  que  du  con- 

^        .  .  .  .         "^ 

tour  dont  le  voisinage  constitue  une  tranche  qui  l'emporte  sur  les 

autres.  ^Jais  la  remarque  qui  précède  nous  suggère  qu'il  peut  y  avoir 
lieu  de  tenir  compte  des  diflerents  termes  de  l'expression  (10).  Les 
procédés  employés  jusqu'ici  sont  trop  grossiers;  il  faut  trouver  un 
moyen  de  grossir  les  tranches  trop  petites  de  manière  à  leur  permettre 
de  figurer  dans  une  moyenne  au  même  titre  que  les  autres.  C'est  ce 
qui  va  se  produire  dans  l'application  de  la  formule  de  Green  au 
potentiel,  application  qui  va  nous  conduire  à  des  résultats  tout  difle- 
rents de  ceux  qui  précèdent. 

111.   La  formule  de  Green  et  le  potentiel.  —  On  sait  le  rôle  que 
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|Oii(',   (l;iii>  i  f>|)iice  E/,,   1  ii|(|)li(iiliou  d»;  la   loiniiilc  di-  (iicen  au    ciis 

où  rime  (les  loiicl  idiis  (|iii  \   lii^iiiciit  est         „  >  /•  (l»''sij;nanl  la  tlistanco 

à  un  jxtiiil  li\<'  A.  A  la  liiii  ilc,  pdiir  /<  in  liai.  — —  devif  ni  nul  ou  inlini, 

et  ne  conduil  pas  à  une  lonct  Kiiincllc  (l(''l('rmiii(''e.  f[Mc  l'on  |)uissc 
faire  li<;iHer  dans  la  fornuile  (  -' ).  Cela  n'empêche  pas  que  la  formule 
de  Green,  écrile  dans  les  condilions  indiquées,  conduit  à  la  limite  à 
une  formule  bien  déterminée,  \uiû>  (jui  ne  sera  pas  une  application  de 
la  formule  ("')• 

IMaçons-nous  dans  le  cas  d'un  point  A  du  volume  \„  limité  par  la 
surface  S„.  Désij^nons  par  <j,i  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  i  flans 
l'espace  E/,,   et  désignons  toujours  par  A//   non  la  somme,   mais  la 

moyenne  des  dérivées  secondes  ---^:  comptons  la  dérivée  normale 
à  S  positivement  vers  l'intérieur. 

Ea  formule  de  Green  prend  la  forme  connue 

On  remarcjue  aisément  que  cette  formule  présente  l'aspect  que  nous 
attendions;  les  portions  de  volume  voisines  de  A  sont  très  petites, 
si  71  est  grand,  mais  la  multiplication  des  éléments  correspondants 
par  le  facteur  -j^  qui  est  très  grand,  conduit  à  un  produit  qui  reste 

lini  quand  n  augmente,  et  l'on  est  conduit  à  ce  résultat  que,  dans 
l'espace  fonctionnel,  les  valeurs  de  A;^  dans  les  différentes  couches 
concentriques  entourant  le  ]ioint  A  auront  une  influence  sur  la  valeur 
de  «^. 

Pour  faciliter  le  passage  à  la  limite,  transformons  l'expression  (i  i) 
qui  comprend  trois  termes  :  un  potentiel  de  double  couche,  un  poten- 
tiel de  simple  couche,  et  un  potentiel  de  volume. 

i"'  Potentiel  de  double  couche.  —  Piemarquons  que 

f/v  \rn-i  J  ~  '  /•«-!  ^  '      '' 

6  désignant  l'angle  de  la  normale  en  un  point  M  de  l'élément  c/-S  avec 
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la  droite  MA,  et  do  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  cet  élément  du 
point  A.  Le  terme  considéré  s'écrit  donc 


(12) 


±    /  ud<D. 


C'est  la  moyenne  de  la  fonction  u  sur  la  surface  S,  en  accordant  i'i 
chaque  élément  de  surface  un  poids  égal  à  l'angle  solide  sous  lequel 
on  le  voit  du  point  A.  En  d'autres  termes,  c'est  la  moyenne  sur  une 
sphère  de  centre  A  sur  laquelle  on  effectuerait  la  perspective  de  la 
surface  S.  Nous  l'appellerons  «  moyenne  de  u  sur  la  surface  S,  vue  du 
point  A  »,  et  la  désignerons  par  D\Lx{u). 

Comme  Gâteaux  l'a  remarqué,  certe  interprétation  rend  très 
facile  le  passage  du  fini  à  l'infini.  Pour  éviter  toute  difficulté  dans  ce 
qui  suit,  nous  considérerons  une  surface  convexe  de  l'espace  fonc- 
tionnel; nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  cas  des  surfaces  non  con- 
vexes. Par  définition  même  de  la  moyenne  dans  l'espace  fonctionnel, 
la  valeur  de  011a(U),  ou  moyenne  d'une  fonctionnelle  U  sur  une  sur- 
face S,  vue  de  A,  est  la  limite  de  l'expression  analogue  dans  l'es- 
pace E„,  en  prenant  pour  E^  la  /«'^'"*  section  de  l'espace  fonc- 
tionnel, pour  S;,  la  //'^"i"'  section  de  S,  et  pour  n  les  valeurs  de  U 
sur  S„. 

2°  Potentiel  de  simple  couche.  —  On  peut,  comme  pour  le  poten- 
tiel de  double  couche,  mettre  en  évidence  l'élément  dz>.   Ce  terme 

s'écrit  alors 

/•     du  ' 


DTlj 


ces 6  (/v 


La  fonction  dont  on  prend  la  moyenne  restant  finie,  ce  terme  tend 
vers  zéro  à  la  limite.  Le  potentiel  de  simple  couche  disparaît,  tandis 
que  le  potentiel  de  double  couche  a  une  limite  finie. 

3°  Potentiel  de  volume.  —  Réunissons  tous  les  éléments  de 
volume  intérieurs  à  un  cône  de  sommet  A  et  d'ouverture  très 
petite  do;  désignons  par  p  la  distance^  au  point  où  l'axe  de  ce  cône 
perce  la  surface.  L'élément  de  volume  s'écrit  r"~^drdo,  et  par  suite 
le  terme  considéré  s'écrit 

—  7 /  df    /      r\a  dr  = '—  D]l,  l     /      /•  ^u  dr  )  , 
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.V  .Irsi^iianl  une  splirre  do  cculrc  A  d  d-  rayon  i,  et  .m,  la  niov.-niir 
Mir  celle  sphère. 

Kniecluoiis  le  passa-e  du  IJni  à  linliiii  ;  '  A//  tend  vers  AU.  ei 
cela  iinilormémcat,  mojennani  des  conditions  très  peu  restrictives 
imposées  à  la  fonctionnelle  U.  Pour  le  nionlrer.  prenons  pour  /?'*""' 
section  celle  relative  au  point  de  vue  du  Chapitre  III,  les  axes  étant 
définis  par  la  suite  des  fondions  trigononiélriques  rangées  dans 
l'ordre  hahilnel.  Su[)posons  par  exemple  que  IJ  ail  sa  variation 
seconde  normale;  il  résulte  aisément  du  n"  41  que  la  eonvergence 
de  \i!  vers  Al    esl  iiuil'oiine  poiii\ii  que 

'■0        -  0 

soient  inférieurs  en  module  à  un  nombre  délerminé  lorsque  -. 
varie  dans  l'intervalle  (o,  i)  et  que  le  point  représentatif  de  ^{t) 
décrit  le  volume  \.  De  môme,  si  la  variation  o-U  n'est  pas  normale, 
il  suffit  de  conditions  très  peu  restrictives  pour  assurer  la  conver- 
gence uniforme  de  lu  vers  AU.  Le  [)Otentiel  de  volume  s'écrit  donc 
à  la  limite 


-  Dll,sY   f    rWdrY 


Dïis  t^'l  p  ayant  la  même  signification  que  dans  l'espace  E„. 

La  formule  (ii)  donne  donc  à  la  limite  la  formule  fondamentale 

■(i3)  Ua=  OIIa(U)  — Oli,/    frMdr], 


■U 


et,  dans  le  cas  des  fonctionnelles  harmoniques,  on  a 

(i4)  U.v=01La(II). 

1 1!2.  On  remarque  que,  conli'airement  à  ce  qui  s'est  produit  pour 
la  formule  (7'),  la  méthode  du  passage  du  fini  à  l'inliui  suffit  comme 
démonstration  de  la  formule  (i3).  Il  n'est  d'ailleurs  pas  difficile  de  la 
vérifier  directement. 

D'après  les  propi-iétés  connues  de  la  moyenne  sur  une  sphère, 
p  est  dans  presque  toutes  les  directions  égal  à  sa  moyenne  R,  et  l'on 
ne  risque  pas  de  rien  changer  à  la  formule  (i3)  en  remplaçant  S  par 


392  TROISIÈME   PARTIE.    —   MOYENNE   DANS   LE    DOMAINE   FONCTIONNEL. 

iine  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  Pi.  il  suffit  donc  de  démontrer  la 
formule  dans  le  cas  d'une  telle  sphère. 

Soit  A^I  un  rayon  de  la  sphère.  Tenant  compte  de  la  formule  ('5), 
et  A^  U  étant,  en  chacjue  point  du  volume  considéré,  relatif  à  la  sphère 
de  centre  A  qui  passe  en  ce  point,  on  a 

Ua^Um-T     4^c//=Um+/'    rlsUdr—   f    rlV  dr. 

Jo       ^''  -'0  ^'0 

l^renons  la  moyenne  de  cette  expression  lorscpie  M  décrit  la 
sphère.  On  a  d'ailleurs,  par  une  interversion  de  Tordre  des  intégra- 
lions  (  '), 

i^\l  I   f    rl^Ui/A  =  f    7;)R,.(  AsU)f//=o, 

D\Lr  désignant  une  moyenne  sur  la  sphère  de  rayon  r;  en  effet,  nous 
savons  que  la  moyenne  de  A^U  est  nulle  pour  toute  surface  fermée. 
Il  vient  alors 

U.v  =  OÏL  (  U  )  —  D\l  (    f    r  AU  f/r 


formule  identique  à  la  formule  (i3),  jniisque  S   est  une   sphère   d.; 
ravon  R. 

113.  En  prenant  pour  S  une  sphère  de  centre  A,  nous  voyons  que 
la  valeur  d'une  fonctionnelle  liarnionique  au  centre  d'une 
sphère  est  la  moyenne  des  valeurs  quelle  prend  sur  la  sphère. 

Nous  connaissions  déjà  ce  théorème  pour  les  sphères  infiniment 
petites. 

Réciproquement,  toute  fonctionnelle  jouissant  de  la  propriété 
indiquée  est  harmonique;  il  suffit  en  effet,  d'après  le  Chapitre  II, 
f[ue  cette  propriété  soit  vraie  pour  les  sphères  infiniment  petites  (en 
d'autres  termes  cju'elle  soit  vraie  pour  o-U,  considéré  comme  fonc- 
tionnelle de  o:r  j,  pour  que  L  soit  harmonique. 

114.  Revenons  au  cas  d'une  surface  convexe  quelconque.  Le 
problème  de  Dirichlet  consiste,  comme  dans  l'espace  E„,  à  déter- 

(1)  Cette  opération  se  légitime  par  un  raisonnement  tout  à  f;iil  analogue  à  celui 
du  n°  116.  Il  suffit  que  As  U  soit  uniformément  continu. 
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miner  iiiic  shIiiIkiii  de  I  r(|iiiili(iii  AU  =  l'  [  [./'  |  |  cniiMiiissiml  sa  valeur 

MIT  S. 

Si  ce  |ti(il)lriii('  adincl  nue  sdIiiI  ion.  la  loiimilc  (i)j  nous  nututre 
«ju'cllc  est  unique,  eL  nou!^  donne  le  nioven  de  la  l'ornicr. 

Dans  l'espace  E„,  on  sait  ([u'on  ne  peul  ohtenir  ce  résultai  que  pai 
1  introduction  de  la  fonction  de  Gr<'en.  Dans  l'es[)ace  fonctionnel,  la 
dis|taiiliou  du  polentitd  <le  siuqde  coik  lie,  c'esl-à-dire  du  tenue  de- 
là lornude  (  i  i  )  qui  contient  la  dérivée  normale,  entraîne  cette  consé- 
(jucncc  que  la  solulnui  s'ojjtieui  d'une  manière  lieaiicoup  plus  élémen- 
taire que  dans  l'espace  E„. 

Il  reste  à  montrer  rcxistence  de  la  solution.  11  suffit  à  cet  elFet  de 
vc'-rifier  que  la  formule  (!■>)  donne  bien  la  solution  du  ])roblème. 
JNous  devons  dans  ce  but  étudier  successivement  les  deux  termes  de 
la  formule  {\-V)^  le  potentiel  de  double  couche  et  le  potentiel  de 
volume,  et  montrer  (piils  vérifient  bien  les  propriétés  voulues,  tant 
au  point  de  vue  de  leurs  valeurs  sur  la  surface  S  que  des  valeurs 
de  AL.  L'étude  du  potentiel  de  double  couche  nous  permettra 
d'abord  de  conclure  dans  le  cas  des  fonctionnelles  harmoniques. 
jNous  étudierons  ensuite  le  potentiel  de  simple  couche,  puis  le  poten- 
tiel de  volume.  L'étude  des  potentiels  de  surface,  dans  le  cas  de  la 
sphère,  a  déjà  été  faite  par  Gâteaux  (^Bulletin  de  la  Société  mathc- 
niafique,  1920). 

1  lo.  Le  potentiel  de  double  couche.  —  Xous  savons  que  la  moyenne 
d'une  fonctionnelle  sur  une  sphère  est  é<;ale  à  sa  moyenne  sur  une 
section  de  la  sphère  par  un  plan  contenant  le  centre.  Si  A  tend  vers 
un  point  P  de  la  surface,  on  peut  prendre  ce  plan  parallèle  au  plan 
tangent  en  P.  La  surface  étant  toujours  supposée  convexe,  sa  section 
par  ce  plan  est  tout  entière  voisine  de  P,  et,  si  la  fonctionnelle  L 
donnée  sur  la  surface  est  uniformément  continue,  ses  valeurs  sur 
cette  section  tendent  vers  Up.  Ces  valeurs  étant  les  seules  à  consi- 
dérer pour  le  calcul  de  la  moyenne  OIL^(U),  cette  moyenne  tend 
vers  U|. . 

D'autre  part,  la  définition  du  potentiel  s'étend  sans  peine  au  cas 
d'un  point  extérieur.  L'intégrale  (12)  conserve  en  ellet  un  sens  bien 
défini.  Par  un  [)oint  extérieur  A  on  peut,  la  surface  S  étant  convexe, 
faire  passer  un  plan  qui  n'ait  pas  de  point  commun  avec  elle;  le  voisi- 
nage de  l'intersection  de  ce  plan  avec  une  sphère  de  centre  A  consti- 
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tuant,  pour  n  assez  grand,  presque  touLe  cette  sphère,  l'angle  solide 
sous  lequel  ou  voit  la  surface  S  du  point  A  ne  constitue  qu'une  frac- 
tion de  T„  qui  tend  vers  zéro.  L'intégrale  (12  )  tend  donc  vers  zéro. 
Quand  on  traverse  la  surface,  de  l'extérieur  à  l'intérieur,  le  poten- 
tiel de  double  couche  augmente  brusquement  d'une  quantité  égale  à 
l.\  densité.  D'ailleurs,  au  point  P  de  la  surface,  la  perspective  de  la 
surface  comprend  une  demi-sphère,  concentrée  pour  71  très  ^rand  à 
sou  intersection  avec  le  plan  tangent  en  A;  il  en  résulte  que  la  valeur 

ilu  j)olentiel  de  double  couche  en  ce  point  est  -  Lp,  moyenne  arith- 
métique des  valeurs  prises  de  jiart  et  d'autre  de  la  surface  dans  le 
voisinage  de  ce  point. 


*& 


Pf 


IIG.  11  reste  à  monti^er  que  Ortj^(L  j  est  une  fonctionnelle  harmo- 
nique du  point  A.  Cela  est  évident  à  l'extérieur,  où  ce  potentiel  est 
nul.  Pour  le  vérifier  à  l'intérieur,  il  suffit  de  montrer  que  sa  valeur 
eu  un  point  intérieur  A  est  égale  à  la  moyenne  des  valeurs  qu'il  prend 
sur  une  sphère  S,  de  centre  A,  et  de  rayon  inférieur  à  la  distance  de 
ce  point  à  la  surface. 

Nous  allons  utiliser  la  méthode  du  passage  du  fini  à  l'infini.  Dési- 
gnons par  S,t  et  -„  les  /i"""'*  sections  de  S  et  S,  et.  en  chaque  point  M 
du  plan  E„  de  la  /i''"""'  section,  par/„(M)  et /(M)  les  valeurs  de  é^li5,(L) 
calculées  respectivement  dans  E„  et  dans  l'espace  fonctionnel.  Le 
théorème  à  démontrer  est  vrai  dans  l'espace  E„,  c'est-à-dire  que/„(A^ 
est  la  moyenne  des  valeurs  de  y), (M)  sur  la  sphère  2„.  Il  s'agit  de 
montrer  quey(A),  limite  dey«(A),  est  la  moyenne  dey(M)  sur  ï. 
c'est-à-dire  la  limite  de  la  moyenne  de /"(M)  sur  !„.  Il  suffit  alors  de 
montrer  que /«(M)  tend  uniformément  vers /"(M)  sur  la  sphère  Z. 

Soit  Q  un  point  de  la  sphère  -'  de  centre  M  et  de  rayon  i ,  inter- 
section avec  cette   sphère    de   la   demi-droite   MP,    P    étant  sur   S> 

Posons 

Up='f(M,  Q). 

La  fonction /(M)  est  alors  la  moyenne  de  C5(M,  Q)  quand  Q  décrit 
la  sphère  -'. 

Etant  données  les  hypothèses  faites  (surface  S  convexe;  point  M 
intérieur  et  à  une  distance  de  S  limitée  inférieurement),  on  peut 
limiter  inférieurement  le  rapport  de  l'élément  d'arc  décrit  par  Q  sur 
une  sphère  -'  à  l'élément  correspondant  décrit  par  P  sur  S.  Par  suite. 
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SI  l'  csl  iiiif  luiicl  iuniicllc  iiuildiMU'iiicMl  conliiiiir  sur  S.  les  loiu- 
lionncllcs  c2(iM,  ()),  C()ll^i(l<'l■(•('s  coiimu,'  rtm(li(»nncllrs  de  O  doul  la 
loniic  dépond  de.  M,  sonl  éj^aleineiil  et  uiiironuriiicnl  (•f)nlimic'S. 

Le  raisonnement  in't'-cédenl  s'appliquf.'  bien  entendu  eu  pr(!naiil  la 
définilidn  de  la  continuité  d'une  fonelionnelle  liée  à  la  délinillon 
habituelle  de  la  di.Nlanee.  Supposons  que  le  résultat  soit  valaijle  avee 
d'autres  définitions  de  la  continuité,  en  particulier  avec  celle  qui 
|)ernîettra  de  démontrer  les  propositions  admises  au  n"  19.  D'après 
la  deuxième  de  ces  propositions,  /"„(M)  tend  bien  uniformément 
versy(M),  et  le  résultat  annoncé  est  bien  obtenu. 

Nous  reviendrons  au  u"  1  ii)  sur  le  point  (pii  re>ie  a  prt'ciser,  dans 
le  raisonnement  précédent. 

il7.  Une  autre  méthode,  pour  tlémoiilrer  quey'(A)  est  la  moyenne 
de  /{^D  snr  la  sphère  2,  et  que  par  suite  le  potentiel  de  double 
couche  est  harmonique,  consiste  à  le  démontrer  d'abord  dans  le  cas 
où  S  et  S  sont  deux  sphères  concentriques.  La  généralisation  est 
immédiate  par  le  raisonnement  suivant  : 

La  surface  S  étant  une  surface  convexe  quelconque,  M  étant  fixe, 
la  distance  jMP,  considérée  comme  fonction  du  point  Q  où  MP  coupe 
la  sphère  S',  a  la  même  \aleur  C5(M)  sur  presque  toute  cette  sphère. 
Au  point  de  vue  du  calcul  de  la  moyenne  /(M),  la  surface  S  peut 
donc  être  remplacée  par  une  sphère  de  centre  G  ou  de  rayon  'f  (^I). 
ou  encore  par  n'importe  quelle  autre  sphère  la  coupant  suivant  un 
grand  cercle,  par  exemple  la  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  y/p--|-  c5-, 
p .  désignant  la  distance  MA.  D'ailleurs,  les  valeurs  données  sur  S 
importent  seules,  el,  s'il  est  commode  de  supposer  cette  fonction- 
nelle définie  en  dehors  de  S,  nous  pouvons  la  définir  arbitrairement, 
la  continuité  étant  seulement  respectée  dans  le  voisinage  de  S. 

Le  point  M  décrivant  la  sphère  S,  de  centre  A  et  de  rayon  p,  'f  (M  ) 
a  presque  partout  une  même  valeur  a,  et  l'on  ne  change  rien,  au 
point  de  vue  du  calcul  de  la  moyenne  de /(M)  sur  celte  sphère,  en 
remplaçant  'f  (M)  par  sa  valeur  constante  a,  c'est-à-dire  en  rempla- 
çant y^(M  )  par  la  moyenne,  vue  de  M,  des  valeurs  données  sur  la 
sphère  fixe  S'  de  centre  A  et  de  rayon  y/p--t-rt^.  La  moyenne  de /(M) 
est  alors  égale,  le  théorème  cà  démontrer  étant  supposé  vrai  pour  la 
sphère  S',  à  la  moyenne  de  U  sur  cette  sphère.  Comme,  par  la 
manière  même  dont  elle  est  formée,  elle  ne  dépend  que  des  valeurs 
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de  U  sur  S,  c'est  que  presque  Loute  la  sphère  S'  est  concentrée  dans 
son  intersection  avec  S;  cela  revient  alors  avi  même  de  prendre  la 
moyenne  de  U,  vue  du  point  A,  sur  S  ou  S'.  Cette  dernière  étant 
égale  à  la  moyenne  de /(M)  sur  S',  il  en  est  de  même  de  la  première. 

c.  Q.  F.  n. 

118.  Pour  compléter  ce  raisonnement,  il  faut  en  justifier  le  point 
de  départ,  c'est-à-dire  vérifier  notre  théorème  de  la  moyenne  dans  \e 
cas  où  S  et  S  sont  deux  sphères  concentriques.  Dans  ce  cas,  /(M) 
étant  la  moyenne  de  U  sur  le  cercle  C,  la  moyenne  dey(M)  sur  S 
dépend  linéairement  des  valeurs  de  U  sur  S.  «  Par  raison  de  symé- 
trie, les  valeurs  de  U  sur  deux  éléments  d'aires  égaux  ont  des  coeffi- 
cients égaux.  »  Il  en  résulte  que  cette  moyenne  est  égale,  à  un  facteur 
constant  près,  à  la  moyenne  de  U  sur  la  sphère  S;  ce  facteur  est 
d'ailleurs  égal  à  l'unité,  comme  on  le  voit  en  faisant  U  ^  i .  Nous 
arrivons  ainsi  au  résultat  par  un  raisonnement  intuitif.  Mais,  pour  le 
rendre  rigoureux,  il  faudrait  revenir  sur  la  partie  de  ce  raisonne- 
ment écrite  entre  «  ...  »,  et  chercher  à  la  justifier  par  le  passage  du 
fini  à  l'infini.  On  n'échapperait  pas,  ainsi,  à  la  nécessité  de  s'appuyer 
sur  les  propositions  admises  n°  19. 

On  ne  peut  y  échapper  qu'en  assujettissant  les  valeurs  données 
de  U  sur  la  sphère  S,  non  à  vérifier  certaines  conditions  de  conti- 
nuité, mais  à  être  représentable  par  une  série  uniformément  conver- 
gente du  type  étudié  n"  18,  chaque  terme  étant  une  somme  d'inté- 
grales définies,  La  démonstration  consiste  alors  en  un  calcul 
élémentaire,  qui  n'est  autre  que  celui  par  lequel  on  vérifie  que  la 
composition  de  deux  lois  de  probabilité  de  la  forme  de  Gauss  conduit 
à  une  loi  de  la  même  forme. 

Supposons  par  exemple  que 


dt. 


Si  \{t)  el-f](t)  sont  deux  fonctions  de  module  fonctionnel  égal  à 
l'unité,  les  fonctions  p^{t)  et  pç(f )  +  rtr,(«)  sont  représentées  par 
les  points  M  et  Q  du  raisonnement  précédent.  La  fonction /(M)  est 
alors  la  moyenne  de 
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;'i  I  iiiItTiciir  (le  i;i  s|)||('i(' 

,  1 
/     'f^'-yt  I  (Il  =^  \. 

D'après  le  u"  1<S,  clic  a  la  valeur 

I        /•'         /-  +  "  _V 

J.a  mojenno  de/ (M),  lorsque  INI  clccril  la  s[)licrc  -,  csl  alors 
—    I      dt   I  I  (i(z'r  —  ar,.t)e         ^      d:  dr. 

.  =  —=  dl  '^(l^p^+a%t)e     -^  dl_, 

e'esl-à-dirc  la  moyenne  fie  U  sur  la  sphère  S.  La  vèriliealion  est 
tout  à  fait  analogue  dans  le  cas  des  autres  intégrales  considérées  n*"  18 
(yo<'/' Gatfai  X.  Bull.  Soc.  math..  i'<)i9)- 

119.  Remarques  sur  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  et  les 
propriétés  des  surfaces  minima.  —  Les  propi'iélés  du  potentiel  de 
double  couche  nous  permettent,  du  moins  daiis  le  cas  des  volumes 
limités  par  des  surfaces  convexes,  envisagés  jusqu'ici,  de  conclure  à 
l'existence  et  à  l'unicité  de  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  pour 
l'équation  de  Laplace,  comme  dans  le  cas  de  l'analyse  ordinaire. 
Nous  allons  voir,  en  examinant  la  nature  de  cette  solution,  qu'elle 
jouit  de  propriétés  tout  à  fait  différentes  de  celle  qu'on  rencontre 
dans  l'analyse  ordinaire. 

Nous  savons  qu'une  fonctionnelle  harmonique  U  (nous  désignerons 
maintenant  par  cette  notation  la  fonctionnelle  harmonique  obtenue, 
aussi  bien  à  l'intérieur  que  sur  la  surface)  est  caractérisée  par  le  fait 
que  les  surfaces  U  =:  const.  sont  minima.  Une  surface  S,  d'équa- 
tion U  =:  Uo  peut  donc,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  au  n°  105, 
être  définie  comme  surface  minima,  limitée  au  contour  G  défini  sur 
la  surface  S  par  la  même  condition  U  =  Uo-  Le  problème  de  déter- 
miner une  surface  minima  par  la  connaissance  d'un  tel  contour  est, 
dans  l'analyse  ordinaire,  différent  du  problème  de  Dirichlet  relatif  à 
l'équation  de  Laplace.  En  analyse  fonctionnelle,  ces  deux  problèmes 
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sont  équivalents,  la  détermination  des  difTérentes  surfaces  S  équiva- 
lant évidemment  à  celle  l  . 

Si  Ton  remplace  les  valeurs  données  de  U  sur  la  surface  par  des 
valeurs  de  la  forme 

ç(U)=  L-^>.(U-Uo)^         ()->o), 

la  même  transformation  sur  L  donne  à  l'intérieur  la  solution  du 
nouveau  problème  posé.  Sur  la  surface  U  =  Uo,  la  valeur  de  la  solu- 
tion n'est  pas  modifiée.  Il  en  résulte  que,  vue  d'un  point  A  de  cette 
>urtace,  la  surface  S  paraît  concentrée  sur  le  contour  C;  si  en  ertet 
il  n'en  était  pas  ainsi,  la  moyenne  des  valeurs  de  X(L  —  Uo)-  sur  la 
surface  S,  vue  de  A,  serait  positive,  et  la  valeur  de  la  solution  en  A, 
qui  est  augmentée  de  cette  moyenne  par  le  cliangement  des  données, 
serait  modifiée. 

Nous  obtenons  ainsi  une  propriété  des  surfaces  minima  qui  géné- 
ralise une  propriété  déjà  connue  du  plan.  Si  une  surface  minima  S, 
contenant  un  point  A.  coupe  suivant  un  contour  C  une  surface 
fermée  S  entourant  ce  point,  le  contour  C,  vu  du  point  A,  paraît 
constituer  presque  toute  la  surface.  La  valeur  en  A  d'une  fonction- 
nelle harmonique  ayant  des  valeurs  données  sur  S  ne  dépendant 
donc  que  des  valeurs  données  sur  C;  on  l'obtient  toujours  par  le 
calcul  de  la  moyenne  .M^(«),  mais  les  valeurs  de  U  sur  C  inter- 
viennent seules  clans  ce  calcul. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  L  est  une  fonctionnelle 
linéaire,  nulle  en  A.  Désignons  par  ^£  le  plan  L  =:  o.  Les  valeurs  de  L 
sur  S,  ou  sur  C,  vues  du  point  A.  sont  presque  partout  nulles, 
puisque  Orc^(L)  =  U^^  o,  et  que  sur  la  sphère  de  centre  A,  sur 
laquelle  on  effectue  la  perspective  de  S,  une  fonctionnelle  est  presque 
partout  égale  à  sa  moyenne.  En  d'autres  termes,  le  contour  G,  vu 
de  A,  paraît  presque  situé  dans  le  plan  <£.  Vue  d'un  de  ses  points, 
une  surface  minima  paraît  presque  un  plan,  puisqu'il  en  est  ainsi 
de  tout  contour  C  situé  sur  cette  surface  et  entourant  ce  point.  Nous 
généralisons  ainsi  une  propriété  des  surfaces  minima  que  nous  avons 
déjà  établie  localement. 

11  ne  faut  pas  que  les  mots  «  presque  un  plan  »,  que  nous  employons 
pour  rendre  plus  intuitifs  les  résultats  obtenus,  en  fassent  oublier  le 
sens  et  fassent  croire  que  l'analogie  avec  un  plan  est  plus  complète 
qu'elle  ne  l'est  en  réalité.  Lorsque  nous  disons,  dans  ce  qui  précède, 
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«[lie  la  SIM  l'ace  ï,  vue  de  A,  est  prescjiic  confondue  a\ee  le  plan  'J?, 
'A'  représente  n'importe  quel  plan  [)assant  j)ar  A,  et  non  comme  on 
pdiinail  le  (Croire  le  plan  tancent  à  la  Miilaee  1'.  Pour  bien  voir  le 
sens  tic  cet  énoncé,  appliipions-le  au  cas  où  la  surface  ^  elle-même 
est  un  plan,  soit  'j?'.  Linlerseclion  d'une  sj)lière  de  centre  A  et  des 
plans  ^  et  ^i"  constitue  presque  tonte  la  sphère,  et  par  suite  prestpie 
toute  rinlersection  de  (P'  et  de  la  >plière;  en  d'autres  termes,  \ue 
de  A,  l'intersection  de  y?  et  <!*'  constitue  presque  tout  l'espace,  et  par 
suite  presque  tout  le  plan  ^'.  On  peut  donc  dire  que  le  plan  ^'  est 
presque  confondu  avec  <JP,  entendant  par  là  que  seuls  les  points  de 
leur  intersection  comptent  jiour  le  calcul  de  la  moyenne  d'une  fonc- 
tionnelle, vue  de  A,  mais  non  (pi'ils  font  un  angle  très  petit.  C'est 
dans  le  même  sens  que  nous  disons  qu'une  surface  minima  est  presque 
nu  plan. 

l!20.  I.cs  remarques  (pii  précèdent  permettent  de  présenter  sous 
un  aspect  différent  la  solution  du  problème  :  Trouver  une  surface 
minima  S  limitée  à  un  contour  C. 

Soit  C,j  la  /j""""  section  de  C.  Désignons  par  S,,  la  surface  minima 
de  l'espace  E«  limitée  à  C,/.  On  peut  montrer  que  '^„  tend  vers  ï 
quand  n  augmente  indéliuiinent. 

Soit  d'autre  part  S)^  la  surface  lieu  des  points  A  d'où  le  contour  C^ 
pr.raît  diviser  l'espace  en  deux  angles  solides  égaux;  un  tel  point  A 
étant  pris  comme  point  de  vue,  la  perspective  de  C  sur  une  sphère 
de  centre  A  la  divise  en  deux  aires  égales,  et  par  suite,  si  n  est  assez 
grand,  son  voisinage  constitue  une  fraction  de  plus  en  plus  grande 
de  la  sphère*,  la  mojenne  d'une  fonctionnelle  délinie  sur  la  sphère 
ne  dépend  à  la  limite  que  de  ses  valeurs  sur  la  perspective  de  C. 
c'est-à-dire  que  le  contour  G,  vu  de  A,  constitue  |)resque  la  surface  S. 
C'est  donc  que  A  est  sur  S.  La  surface  S^^  tend  vers  ï. 

Dans  l'espace  E,,,  la  détermination  de  S,;  est  un  problème  trans- 
cendant. Celle  de  ^„  est  au  contraire  un  problème  élémentaire,  dont 
la  résolution  dépend  du  calcul  d'une  intégrale  définie  d'ordre  n  —  i . 

qui  i-eprésente  l'angle   solide;   en  l'égalant  à-  a-„,   on  a   léquation 

de  Z)^  sous  forme  implicite.  A  la  limite,  les  surfaces  'Z]^  el  ^„.  tendent 
toutes  les  deux  vers  il.  Le  problème  transcendant  se  ramène  au 
problème  élémentaire. 
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Iî2l.  Les  problèmes  de  Cauchy  et  de  Dirichlet  pour  des  variétés 
quelconques  situées  sur  une  surface  fermée  convexe.  —  Plaçons- 
nous  encore,  pour  commencer,  dans  le  cas  dune  surface  S  fermée  et 
convexe.  Nous  avons  vu  que  si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  la  fonc- 
tionnelle harmonique  L  sur  un  contour  C  de  cette  surface,  cela 
suffit,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans  l'analyse  ordinaire,  pour  la 
déterminer  sur  la  surface  minima  il  limitée  à  C.  Si  l'on  considère 
sur  S  deux  contours  C  et  C  sans  points  communs,  les  surfaces 
minima  ^  et  S'  limitées  à  C  et  C  sont  aussi  sans  points  communs. 
On  peut,  en  eflet,  se  donner  des  valeurs  de  U  sur  la  surface,  qui 
aient  sur  C  une  valeur  constante  u  et  sur  C  une  valeur  constante  u' 
différente  de  n\  on  a  alors  U  =  m  sur  S  et  L  =  u'  sur  S',  ce  qui 
prouve  que  ces  surfaces  sont  sans  points  communs. 

Supposons  maintenant  que  L  soit  donné  sur  une  surface  ou- 
verte S,,  constituée  par  une  des  portions  de  S  séparées  par  le  con- 
tour C.  On  peut  décrire  cette  surface  par  des  contours  C,  partant 
du  contour  C  et  arrivant  à  se  réduire  à  un  point.  Les  surfaces 
minima  S'  limitées  à  ces  contours  décrivent  alors  tout  le  volume 
compris  entre  S  et  la  surface  S  limitée  à  C.  Dans  ce  volume,  la  fonc- 
llonnelle  U  est  bien  déterminée.  Elle  est.  au  contraire,  indéterminée, 
aussi  bien  à  l'extérieur  de  S  que  dans  le  volume  V|  intérieur  à  S 
et  situé  de  l'autre  côté  de  Z;  pour  la  déterminer  dans  ce  dernier 
\  okime.  il  faudrait  se  donner  ses  valeurs  sur  S  de  l'autre  côté  de  C. 

Nous  Aovons  ainsi  que  le  prolongement  de  la  fonctionnelle  U, 
définie  dans  V,,  est  indéterminé  au  delà  des  surfaces  S  et  S;  il  en 
résulte  que  les  surfaces  minima  définies  dans  ce  volume  ont  un  pro- 
longement indéterminé  à  l'extérieur;  on  peut,  en  effet,  choisir  une 
foiiclionnelle  harmonique  L  ,  définie  dans  V,  et  ayant  sur  la  surface 
considérée  la  valeur  constante  L,,;  il  n'v  a  à  l'extérieur  de  V'j  aucun 
point  où  l'on  connaisse  la  valeur  de  L  ;  il  n'y  en  a  par  suite  aucun 
qui  soit  certainement  situé  aur  la  sui-face  minima  U  =  Lo.  Le  pro- 
longement de  cette  surface  est  indéterminé. 

Dans  le  cas  de  la  surface  ouverte  S,,  la  solution  du  problème  de 
Dirichlet,  comme  dans  le  cas  de  la  surface  fermée  S,  est  représen- 
table par  le  poti^ntiel  d'une  double  couche  de  densité  U  étalée  sur  S, . 
Ce  potentiel,  qui  représente  dans  \ ^  la  solution  cherchée,  est  nul  en 
dehors  de  ce  volume.  Cela  est  bien  évident,  ce  potentiel  pouvant 
être  considéré  comme  le  potentiel  d'une  double  couche  étalée  sur 
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loutc  la  sniïacc  S.  mais  donl  la  densilé  serait  nulle  au  delà  de  C;  il 
représente  aloi-s  une  fonctionnelle  harmonique  ayant  les  valeurs 
\oulues  sur  S,  el  \)nv  suite  dans  V,,  et  évidemment  nidlr  aussi  bien 
en  dehors  de  S  qin"  dans  le  \(»liiine  intiiinir  à  SsihK'  de  1  autre 
côté  de  iJ. 

On  remarque  la  disconlinuili';  de  ce  potentiel.  Il  e^t  disconlinu, 
non  seulement  à  la  traversée  de  S,  comme  cela  a  lien  dans  l'analyse 
ordinaire,  mais  à  la  traversée  de  la  surface  S,  (pii  n(!  porte  aucune 
masse  altiianle.  Cela  lient  à  la  discontinuité  de  l'angle  solide  sous 
lequel  on  voit  S'  ([uand  on  traverse  S.  Nous  avons  déjà  remarqué  que 
la  portion  du  volume  Vj  voisine  de  S  peut  être  décrite  par  une  sur- 
face minima  ï,,  (pii  se  déforme  en  partant  de  S  sans  que  deux  do 
SCS  positions  aient  de  point  commun;  on  peut  de  même  définir  de 
l'autre  côté  de  1'  des  surfaces  analogues  S".  J>'intersection  avec  S  de 
chacune  des  surfaces  S,  S'  ou  S",  vue  d'un  point  de  la  surface  consi- 
dérée, paraît  constituer  presque  tout  l'espace.  S'il  s'agit  d'une  sur- 
face S',  cette  intersection  appartient  à  S|,  et  par  suite,  vue  d'un  point 
de  2',  c'est-à-dire  d'un  point  quelconque  de  V,,  la  surface  S,  paraît 
constituer  presque  tout  l'espace.  Vu  d'un  point  de  S,  c'est  son  con- 
tour C  qui  paraît  constituer  presque  tout  l'espace.  Si  l'on  se  place 
de  l'autre  côté  de  S,  la  surface  S",  qui  paraît  constituer  presque  tout 
l'espace,  ne  coupe  pas  S),  et  par  suite,  l'angle  solide  sous  lequel  est 
vue  cette  surface  ne  représente  plus  qu'une  fraction  négligeable  de 
l'angle  solide  total. 

Le  potentiel  de  double  couche  est  donc  discontinu^  d\ine  part 
à  la  traversée  de  la  surface  attirante,  4  ai^^^'^ P<^^^'^  ^^  ^^^  traversée 
des  surfaces  minima  limitées^  soit  aux  contours  qui  limitent  la 
surface  attirante,  soit  (ce  qui  revient  au  même)  aux  contours  sur 
lesquels  la  densité  est  discontinue. 

122.  Considérons  le  cas  où  la  portion  de  surface  S|  est  très  petite. 
La  solution  du  problème  de  Dirichlet  est  alors  seulement  définie 
dans  un  très  petit  volume  V,  voisin  de  S,.  Ce  problème  apparaît 
alors  comme  identique  au  problème  de  Cauchy. 

Nous  avons   déjà  remarqué  que,  d'après  la  formule  (5),  sur  une 

surface  non  minima  S,  la  dérivée  normale  première  —j-  intervenant. 
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juais  non  la  dérivée  seconde  -^-r  >  le  problème  de  Cauchv  se  pré- 
senle  comme  pour  les  équalions  dti  premier  ordre  de  l'analyse  ordi- 
naire. Daiitre  part,  nous  venons  de  voir  que  le  problème  de  Dirichlct 
s'étend  au  cas  de  surfaces  ouvertes.  Toute  différence  entre  les  deux 
problèmes  a  disparu. 

Ce  problème  unique  est,  par  la  manière  dont  il  se  pose,  analogue 
au  problème  de  Cauchj  relatif  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
<ki  premier  ordre.  Mais  la  solution  est  entièrement  différente,  sur- 
tout par  la  région  où  elle  est  définie.  Dans  le  cas  d'une  surface 
fermée  S,  elle  est  définie  à  1  intérieur  et  indéterminée  à  l'extérieur; 
dans  le  problème  considéré  de  l'analyse  ordinaire,  elle  est  définie 
des  deux  côtés  de  la  surface,  mais  n'est  en  général  pas  prolongeable, 
en  restant  uniforme,  dans  toute  la  région  intérieure.  Dans  le  cas 
d'une  surface  ouverte  S|,  la  différence  est  encore  plus  nette;  nous 
venons  de  voir  que  la  région  où  U  est  définie  est  limitée  par  S,  et 
une  surface  minima  S;  or  il  n'y  a  aucune  analogie  entre  ces  surfaces 
et  les  caractéristKpies  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

La  différence  entre  les  deux  problèmes  apparaît  d'ailleurs  dans  le 
calcul  des  dérivées  normales  successives.  iNous  avons  remarqué,  en 
effet,  à  propos  de  la  formule  (5),  que  la  valeur  de  -i-  déduite  de  cette 
formule  était  relative  au  côté  de  la  concavité  moyenne,  et  que,  de 
l'autre  côté,  la  dérivée  normale  pouvait  avoir  une  valeur  différente. 

123.  La  surface  S  étant  toujours  suj)posée  convexe,  considérons 
sur  celte  surface  une  variété  ^'^  définie  par  un  nombre  fini  de  condi- 
tions d'égalité  ou  d'inégalité.  Les  conditions  d'inégalité  expriment 
qu'un  point  quelconque  de  \')  est  situé  sur  une  région  S,,  limitée  par 
un  contour  C,  simple  ou  multiple;  les  conditions  d'égalité  expriment 
qu'il  est  sur  l'intersection  d'un  certain  nombre  de  contours  C,, 
C2,  .  .  .,  C^.  il  est  facile  de  définir  la  région  dans  laquelle  une  fonc- 
tionnelle harmonique  est  déterminée  si  l'on  se  donne  sa  valeur  en 
tous  les  points  de  la  variété  \'>.  C'est  la  région  Jl  commune  au 
volume  V,  et  aux  surfaces  S,,  So,  ...,  S^,  en  désignant  par  S,  S,,  ...,  I^ 
les  surfaces  minima  limitées  respeclivemenl  aux  contours  C,  C) , . . . ,  C,,, 
et  par  V,  le  volume  compris  entre  S,  et  S. 

En  effet,  la  variété   \'^  où  la  fonctionnelle  U  est  donnée  apparie- 
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naillùS,.  celle  rniiclioiuielle  iiepeiil  ("H'e  tl<'|(M'llilM<'e  (|iie  pour  <le^ 
points  (lu  volume  \  .  où  elle  seiail  (lélerniinée  si  ses  valeurs  élaieiil 
données  dans  loute  l'aire  S,.  On  voit  de  même  qu'elle  ne  peut  èlre 
déterminée  que  |)our  (l<'S  points  ap|)artonant  aussi  à  chacune  des  sur- 
faces 1',,  l'o,  .  .  ..  ï^,,  et  par  suite  à  la  région  A. 

Soit  inversement  A  un  point  do  cette  légion.  La  lonctionnelle  ( 
y  a  la  valeur  ;")llj^(U  ),  moyenne  <le  U  sur  la  surface  S,  vue  de  A.  Le 
point  A  étant  dans  \  ),  les  valeurs  d<-  l  |)our  les  points  de  S  non 
situés  sur  S|  sont  sans  inlluence  sur  le  calcul  de  la  moyenne;  A  étant 
sur  1\,  il  en  est  de  même  des  points  n'appartenant  pas  à  d  ;  il  en 
est  de  même  aussi  de  ceux  n'appartenant  pas  à  Co,  . . .,  ou  C^.  Les 
valeurs  de  U,  données  pour  les  points  de  la  variété  V,  suffisent  donc 
à  déterminer  Uv=  .^^^^(Ll). 

C-ela  i-evient  à  dir-e  que,  vu  de  A,  le  voisinage  de  la  variété  \'^  paraît 
constituer-  |)resqrre  toute  la  surface  S,  ou  que  la  perspective  X''  de  V 
sur  une  sphère  de  centre  A  constitue  presque  loute  celte  sphère. 
Cela  revient  alors  au  même  de  prendre  la  moyenne  sur  \'>'  ou  sur 
cette  sphère.  Par  analogie  avec  le  théorème  du  n"  57,  ramenant  la 
moyenne  dans  un  volume  à  une  moyenne  sur  la  surface  qui  le  limite, 
on  peut  en  efï'et  montrer  que  la  moyenne  sur  la  sphère  se  ramène  à 
«ine  moyenne  dans  \'J',  calculée  en  donnant  à  des  éléments  de  mesures 
égales  des  poids  proportionnels  à  des  nombres  finis,  mais  non  néces- 
sairement égaux.  Comme  la  fonctionnelle  considérée  a  la  même  valeur 
surpi^esque  toute  la  sphère,  et  par  suite  sur  presque  toute  la  variété  \'^, 
le  fait  que  ces  poids  ne  soient  pas  égaux  est  sans  influence  sur  la 
moyenne;  il  faudrait  qire  leurs  rapports  soient  <le  la  forme  a*^  (ou 
fiM-p—\  ^  ^  -^  j  j  pour  que  cela  modifie  la  moyenne.  On  peut  donc  dire 
que  U^,  pour  un  point  A  de  la  région  <R,  est  la  moyenne  des  valeurs 
données  sur  la  variété  '^,  vue  de  A.  Cette  moyenne  est  un  potentiel 
de  double  couche  généralisé. 

11  est  d'ailleurs  peut-être  préférable  de  considérer  la  double  couche 
comme  étalée  sur  S,  mais  de  densité  nulle  en  dehors  de  "C  Le  poten- 
tiel de  double  couche  cjui  en  résulte  a  alors  les  valeurs  voulues 
daiis  M,  et  est  nul  en  dehors  de  cette  région.  Cette  circonstance 
généralise  mieux  ce  qui  se  produit  si  \9  est  une  portion  S,  de  la 
sui'face  S,  c'il  étant  alors  le  volume  ^  , . 

Dans  le  cas  général,  on  peut  définir  la  région  A  de  la  manière 
suivante  :   la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  A 
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soit  extérieur  ù  Jl  est  qu'on  puisse  trouver  une  surface  minima  con- 
tenant ce  point  et  sans  point  commun  avec  \'\ 

Si  en  efFet  un  point  A  est  dans  la  région  Si,  n'importe  quelle  sur- 
face minima  contenant  ce  point  coupe  S  suivant  un  contour  Y  qui^ 
vu  de  A,  constitue  presque  toute  cette  surface.  Comme  la  variété  \'^. 
vue  de  A,  constitue  aussi  presque  toute  cette  surface,  non  seulement 
le  contour  Y  et  la  variété  P  ont  des  points  communs,  mais  cespoints, 
vus  de  A,  constituent  presque  toute  la  surface  S.  On  ne  peut  donc 
pas  faire  passer  par  A  une  surface  minima  sans  point  coinmun 
avec  X'). 

Supposons  au  contraire  le  point  A  non  .situé  dans  la  région  3i.  Si, 
23ar  exemple,  il  est  situé  en  dehors  de  V,,  on  peut  faire  passer  par 
ce  point  une  surface  minima  tout  entière  du  même  côté  de  S,  et  par 
suite  sans  point  commun  avec  \'^  Il  suffît,  par  exemple,  de  définir  à 
l'intérieur  de  S  une  fonctionnelle  harmonique  U  par  la  condition  de 
prendre  sur  S  des  valeurs,  constantes  sur  l'aire  S,  et  sur  son  con- 
tour C,  et  croissant  quand  on  s'éloigne  de  S|  ;  la  surface  U  =  const., 
qui  passe  par  le  point  A,  est  alors  une  surface  minima  sans  poinl 
commun  avec  S.  Dans  tous  les  autres  cas  où  A  n'est  pas  dans  la 
région  fl,  on  voit  de  même  qu'on  peut  faire  passer  par  ce  point  une 
surface  minima  sans  point  commun  avec  l'une  des  surfaces  S|, 
So,  •••.  S/),  et  par  suite  avec  "Ç.  Le  résultat  énoncé  est  donc  bien 
établi. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  p  fini.  L'extension  de 
ces  résultats  est  possible  dans  certains  cas  où  p  devient  infini;  nous 
reviendrons  sur  cette  question  au  n°  127. 

l!2i.  Cas  de  surfaces  non  convexes.  —  Soit  un  point  M  dune 
surface  S,  où  la  courbure  moyenne  ait  une  valeur  non  nulle  K;  sup- 
posons l'équation  de  cette  surface  de  la  forme  $  =  o,  <I>  étant  une 
fonctionnelle  admettant  en  M  des  variations  première  et  seconde  au 
sens  de  M.  Fréchet  (avec  notre  définition  habituelle  de  la  distance  /■). 

Dans  le  voisinage  du  point  M,  on  peut  définir  une  sui'face 
minima  ilo  [>î^r  Ifi  condition  que  la  courbure  de  sa  section  normale 
tangente  à  n'importe  quelle  direction  du  plan  tangent  soit  égale  à  la 
courbure  de  la  section  correspondante  de  la  surface  S,  diminuée 
de  K.  Cette  surface  est  située  tout  entière  du  même  côté  de  S. 

Soit  S  une  surface  minima  très  voisine  de  Sq  et  située  tout  entière 
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par  rap|)()rl  à  rWr  «lu  cùlr  de  la  concavilr  nioyeiiiic  (vMc  pourra,  j)ar 
exemple,  être  (Jrduilc  de  ïo  |>'""  '"if  iranslalion  parallric  à  la  nor- 
male en  M),  l^'lle  roiipe  S  suivanL  un  contour  fermé  C,  cpii  enlourc 
coMiplt'lemenl  le  jxtini  A  où  elle  couper  la  normale  en  IM  (dans 
l'exemple  indiqué,  (1  diirér<;ia  Irrs  peu  de  l'intersection  de  ïa\e(: 
nnc  sphère  de  centre  A).  La  donnc'c  d'une  fonctionnelle  liarnionicpie, 
sui"  S  et  dans  le  voisinage  de  M,  suffit  donc  pour  la  déterininei'  en  A 
et  sur  toute  la  portion  de  S  limitée  à  C,  et  par  suite  en  n'importe 
quel  point,  voisin  de  M,  situé  du  coté  de  la  concavité  moyenne. 

An  contraire,  par  un  point  situé  du  côté  opposé,  on  peut  faire 
passer  une  surface  minima  ne  coupant  pas  S,  du  moins  dans  le  voisi- 
nage de  M,  et  la  fonclionnelle  est  indéterminée  en  ce  ]>oint. 

Ces  remarques  vont  nous  permettre  de  oénéraliser  les  résultats 
précédents  aux  cas  de  surfaces  non  convexes. 

125.  Soit  d'abord  une  surface  fermée  S  sur  laquelle  K  conserve 
\\n  signe  constant  (nécessairement  positif  si  la  normale  est  conq:)lée 
positivement  vers  l'intérieur).  On  peut  dire  qu'elle  (^sl  convexe  en 
moyenne,  ou  qu'en  eliaque  point  il  existe  une  siiilace  minima  tan- 
gente qui  la  laisse  tout  entière  du  même  côté. 

11  n'y  a  dans  ce  cas  rien  à  changer  aux  résultats  développés  dans 
le  cas  des  surfaces  fermées  convexes.  Les  surfaces  minima  limitées 
aux  contours  U  =  const.  sont  deux  à  deux  sans  point  commun,  et 
la  fonctionnelle  L'  est  bien  définie  sur  chacune  d'elles.  Le  potentiel 
de  double  couche,  qui  représente  la  solution  à  l'intérieur,  est  nul  à 
l'extérieur. 

126.  Soit  maintenant  une  surface  fermée  S  sur  laquelle  K  n'ait 
pas  un  signe  constant.  En  un  point  M,  où  K  est  négatif,  on  peut 
définir  une  surface  minima  Z,  tangente  à  S  en  ce  point  et  intérieure 
à  S  dans  le  voisinage  de  ce  point.  Elle  recoupe  évidemment  S  suivant 
un  contour  C,  entourant  complètement  M.  La  valeur  de  la  fonction- 
nelle harmonique  U  tn  M  est  déterminée  par  ses  valeurs  sur  C,  et  la 
donnée  de  L  en  M  est  surabondante.  Les  points  de  S  où  il  est  inutile 
de  se  donner  L  comprennent  alors  tous  les  points  où  K  est  négatif, 
mais  peuvent  comprendre  certains  points  où  K  est  positif  [par 
exemple,  dans  le  cas  d'une  surface  de  révolution  ayant  l'axe  et  la 
niéridienne  figurés  ci-après  {/ig'-  4)]- 
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Désignons  par  S,  la  portion  de  S  où  il  est  nécessaire  de  ><- 
donner  U,  el  par  So  le  reste  de  la  surface.  Ces  deux  régions  sonL 
séparées  par  un  contour  C  sur  lequel  K  ==  o  (ou  plusieurs  contours 
analogues).   Soii   I  la  surface  mini  ma  limitée  à  C  (un  plan,  dans  le 


cas  de  la  figure).  Elle  touche  S  suivant  le  contour  C;  en  eflet,  ce 
contour,  étant  situé  sur  une  surface  ininima,  et  étant  fermé,  ne  peut 
avoir  qu'exceptionnellement  sa  courbure  ntoyenne  nulle;  les  deux 
surfaces  S  et  S,  qui  contiennent  ce  contour  et  ont  leur  courbure 
moyenne  nulle,  ont  alors  pour  plan  tangent  le  plan  osculateur  moyen 
de  ce  contour  (d'après  le  théorème  de  Meusnier). 

Si  la  fonctionnelle  harmonique  U  est   donnée  sur  la  surface  ou 
verte  S,,   elle  est  évidemment  bien  déterminée  dans  tout  le  volume 
compris  cnti-e  S,  et  S.  Le  potentiel  de  double  couche,  qui  définit  la 
solution  dans  ce  volume,  est  nul  dehors,  et  par  suite  discontinu  à  la 
traversée  de  Si  et  S. 

Supposons  maintenant  U  donné  sur  toute  la  surface  S^  ses  valeurs 
étant  compatibles,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  données  sur  Sa  sont 
déterminées  par  les  autres  comme  il  vient  d'être  dit,  et  cherchons  ce 
que  représente  le  potentiel  de  double  couche  de  densité  U  sur  toute 
la  surface  S.  Pour  simplifier,  supposons  K  négatif  sur  toute  la 
région  So  {fig-  •'>)-^L''  volume  V,  compris  entre  S,  et  S  et  le  vo- 
lume Vo  compris  entre  Sa  et  S  sont  tous  les  deux  convexes  en 
moyenne,  et,  de  même  qu'à  l'intérieur  du  premier  la  solution  est 
représentée  par  U,,  potentiel  de  double  couche  étalé  sur  S,  à  l'inté- 
rieur du  second  elle  est  représentée  par  L  o  potentiel  de  douille 
couche  étalée  sur  So.  Le  signe  du  potentiel  de  doujjle  couche  dépen- 
dant du  sens  positif  de  la  normale;  ce  dernier  terme  change  de  signe 
si,  au  lieu  de  considérer  la  surface  Sj  comme  limitant  Vo,  on  la  con- 
sidère comme  limitant  le  volume  V  intérieur  à  S.  Le  potentiel  de 
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tl(»ul)lc   couche   (Ir  (Inisilc    (      siir  huile  hi    surlacc  S  ;i  donc  lu   \;ileui- 
U,  —  Uo.  Comme    diius  |c  ciis  d  uue   siirluee  cousexe,  il  reiiri-^enl  c  [ 
à  riulérieur  cl  y.rio  ii  ICxlei  ieiir  (ausM  lueii  iiiiu>-  \  ,  (|ii  en  dcliois  de 
ce  volume). 


On  reiuanjuc  fju'il  estcouliuu  à  la  lra\  crsce  de  ï.  On  aiiriiil  |ii( 
se  demander  si  une  sucface  telle  (jue  S,  «  surlace  minima  houcliant 
les  trous  d'une  surface  S  »,  ne  pourrait  pas  être  une  suiface  de  dis- 
continuité pour  le  potentiel  de  doulile  couche,  il  n'eu  est  rien,  et 
l'on  ne  trouve  comme  surfaces  de  discontinuité,  cpie  celles  déjà 
signalées,  c'est-à-dire  les  sui'faces  attirantes,  et  les  surfaces  minima 
limitées,  soit  aux  contours  de  surfaces  attirantes,  soit  aux  contouis 
sur  lesquels  la  densité  est  discontinue. 

l!27.  La  notion  de  variété  minima;  conclusion  relative  au  pro- 
blème de  la  détermination  d'une  fonctionnelle  harmonique  par  ses 
valeurs  sur  une  variété  quelconque.  —  Les  remarques  du  n°  123  rela- 
tives aux  variétés  situées  sur  une  surface  convexe  s'étendent  aisément 
au  cas  de  variétés  qui  ne  sont  situées  sur  aucune  surface  convexe.  Elle> 
s'étendent  aussi  aux  cas  de  variétés  définies  par  une  infinité  de  con- 
ditions d'égalité  ou  d'inégalité.  Pour  pouvoir  énoncer  les  conclusions 
sous  une  forme  générale,  nous  allons  introduire  la  notion  de  variété 
minima.  Nous  dirons  quiine  vaiiété  t  est  minima  si  toute  sur/ace 
la  contenant  a  sa  courbure  moyenne  nulle  en  chaque  point  de  t. 
Ainsi  le  contour,  intersection  de  deux  surfaces  minima  non  tangentes., 
a  sa  courbure  moyenne  nulle,  et  est  une  variété  minima.  11  en  est  de 
même  de  l'intersection  de  p  surfaces  minima  si,  pour  les  points  de 
cette  intersection,  sauf  peut-être  certains  points  particuliers,  les  plans 
tangents  à  ces  p  surfaces  ont  des  équations  indépendantes. 
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Pour  qu'une  variété  n  soit  minima,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  : 

i"  Elle  soit  assez  étendue; 

2°  Elle  ait  sa  courbure  moyenne  partout  nulle. 

Précisons  d'abord  le  sens  de  la  première  condition.  En  un  point  M 
de  a-,  choisissons  un  système  complet  d'axes  orthogonaux  qui  soient 
tous  tangents  ou  normaux  à  n.  11  faut  qu'ils  soient  presque  tous 
tangents,  au  sens  du  Chapitre  III,  c'est-à-dire  que,  si  on  les  range 
dans  un  ordre  normal,  la  fréquence  de  ceux  qui  sont  normaux  à  t 
tende  vers  zéro.  Cette  condition  sera  sûrement  remplie  si  la  variété  t 
est  définie  par  un  nombre  fini  de  conditions. 

La  moyenne  d'une  fonctionnelle  du  second  degré,  sur  une  sphère 
de  centre  M,  est  la  moyenne  des  valeurs  qu'elle  prend  aux  extrémités 
des  axes  considérés.  La  condition  précédente  expiime  donc  qu'il 
suffit  de  considérer  ceux  tangents  à  S,  et  que  par  suite  la  moyenne 
dans  la  sphère  considérée  de  l'espace  fonctionnel  est  égale  à  sa 
moyenne  dans  sa  section  par  le  plan  tangent  à  rr.  Cette  section  cons- 
titue presque  toute  la  sphère.  En  particulier,  la  courbure  moyenne 
d'une  surface  S  contenant  rj  est  la  moyenne  des  courbures  de  ses 
sections  normales  tangentes  à  la  variété  t. 

Supposons  alors  la  courbure  moyenne  de  t  nulle  au  point  M.  Pour 
presque  toutes  les  directions  tangentes  à  7,  on  peut  tracer  sur  7  une 
ligne  tangente  à  la  direction  considérée  et  dont  la  courbure  soit  nulle. 
D'après  le  théorème  de  Meusnier,  la  section  normale  de  S  tangente  à 
cette  direction  a  a  fortiori  sa  courbure  nulle,  et  pai'  suite  celte  sur- 
face a  sa  courbure  moyenne  nulle. 

Si  d'ailleurs  l'une  des  conditions  précédentes  n'était  pas  réalisée, 
on  pourrait  aisément  définir  une  surface  contenant  a-  et  dont  la 
courbure  moyenne  ne  soit  pas  nulle.  Ces  deux  conditions  sont  donc 
bien  nécessaires  et  suffisantes  poiii'  que  la  variété  a-  soit  minima. 

La  deuxième  condition  équivaut  à  dire  que  la  variété  a-  peut  être 
définie  comme  intersection  de  surfaces  minima  dont  les  plans  tangents 
soient  indépendants,  c'est-à-dire  qu'aucune  de  ces  surfaces  n'est  tan- 
gente (sauf  peut-être  en  des  points  particuliers)  à  l'intersection  des 
autres. 

Si  l'on  considère,  sur  une  variété  o-,  une  variété  définie  par  une 
condition  d'égalité,  sa  courbure  movenne  est  évidemment  é2,ale  à  sa 
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«•oLirhuie  ucotloiciiic  rnovcimc.  Si  clic  ot  nulle,  c'ol-à-din;  si  celle 
\ariélé  est  une  géodésique  do  7,  c'est  une  variele  niiniiua  à  un(i 
dimension  de  moins  que  t.  Elle  peut  être  délinie  comme  intersection 
de  1  et  d'une  suiface  minima  non  tangente  à  t.  Réci|>io(|nemont,  nue 
telle  intersection  est  une  géodc'sique  de  g-. 

On  peut,  au  >ujel  de  ces  variétés,  se  proposer  de  delermiuer  nue 
\ariété  minima  1  limiu'-e  à  une  varic'-lé  non  minima  \'\  f.a  xdulion  est 
la  suixante  :  t  e>l  le  lit-u  do  points  V  tels  (|ue  la  peispeclive  dc^;^  vue 
de  A.  sur  une  splièic  de  centre  \  (ou  du  moins  le  \niMnage  de  celle 
j)erspeclive),  constitue  pres(|ue  toute  celle  sphère. 

Si  la  variété  V>  n'est  pas  assez  étendue,  la  varif-h-  7  ne  comprend 
aucun  point. 

On  peut  alors  énoncer  de  la  manière  suivante  le>  r<'Mdlats  relatifs 
au  problème  de  la  détermination  d'une  fonctionnelle  harmonique  ï 
]>ar  la  donnée  de  ses  \aleuis  sur  une  variété  v'^  : 

1"  La  réi^ion  où  l  est  délermiiK-  e>l  la  xaiielé  minima  r:  limili'-e 
à  V^ 

2"  Le  contour  de  t  eonq)reud  de>  porlii)Us  de  \' ;  il  peut  com- 
prendre en  outre  des  géodésiques  i\e  t.  qui  sont  elles-mêmes  des 
variétés  minima  sur  le  contour  dcscpiels  on  peut  faire  des  remarques 
analogues. 

Si  \'^  comprend,  soit  des  portions  de  telles  géodésiques.  soit  des 
points  n'appartenanl  pas  au  contour  de  o-,  la  donnée  de  L  pour  ces 
points  est  surabondante. 

3"  Soit  X,>'  une  variété  délinie  sur  <,>  par  la  condition  V  =-.u]  la 
variété  minima  limitée  à  <,>'  constitue  dans  a-  le  lieu  des  points  pour 
lescpiels  L  =  M. 

On  peut  rendre  ces  résultats  intuitifs  en  concevant  qu'une  variété 
minima  puisse  être  matérialisée  par  une  nappe  d'un  liquide  visqueux, 
comme  une  surface  minima  de  l'espace  ordinaire.  La  portion  d  une 
telle  variété  que  Ion  doit  concevoir  comme  pouvant  être  ainsi  maté- 
rialisée doit  être  limitée  par  un  contour  convexe,  c'esl-à-dire  qu  en 
aucun  point  sa  courbure  géodésique  moyenne  n'est  dirigée  vers 
l'extérieur.  Concevons  de  plus  qu'une  telle  nappe  puisse  exister  si 
elle  est  maintenue  sur  les  parties  de  son  contour  non  constituées  par 
des  géodésiques.  La  région  a-  considérée  ci-dessus  est  alors  constituée 
parla  nappe  pouvant  être  maintenue  parla  variété  V'. 

Si  <>  est  une  surface,  n  est  unc^  portion  de  volume.  Si.  pour  faciliter 
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la  représentation  des  nappes  considérées,  par  analogie  avec  l'espace 
ordinaire,  on  admet  qu'elles  peuvent  au  plus  constituer  des  surfaces, 
il  faut  alors  concevoir  le  volume  où  L  est  défini  comme  limité  par  la 
surface  V)  et  par  des  nappes  de  liquide  visqueux  bouchant  les  trous 
de  cette  surface. 

128.  Cas  des  variétés  minima.  —  Les  variétés  minima  jouent  dans 
ce  qui  précède  un  rôle  particulier.  Une  fonctionnelle  harmonique  est 
harmonique  sur  une  telle  variété,  c'est-à-dire  que  AU  =  A5L,  A^U 
étant  défini  comme  AsU  dans  le  cas  d'une  surface.  U  est  alors  défini 
sur  T  si  1  on  se  donne  ses  valeurs  sur  le  contour  de  cette  variété, 
comme  cela  a  lieu  dans  le  cas  des  surfaces  minima. 

Pour  faciliter  le  langage,  plaçons-nous  dans  le  cas  dune  surface 
mininia  finie  ^. 

Etudions  d'abord  le  potentiel  de  double  couche  de  densité  U  étalée 
sur  2i;.  11  est  nul  dans  tout  l'espace.  Des  deux  côtés  de  S,  cela  résulte 
évidemment  de  la  possibilité  de  faire  passer  par  chaque  point  de 
cette  région  une  surface  minima  ne  contenant  pas  S.  (Si  la  surface  Z 
était  illimitée,  si  par  exemple  elle  était  constituée  par  un  plan  indéfini, 
elle  serait  vue  d'un  des  points  considérés  sous  un  angle  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  solide  total;  le  potentiel  de  double  couche  serait 
alors  égal  à  la  moitié  de  la  moyenne  des  valeurs  de  U  à  l'infini.) 

Pour  un  point  A  de  ^,  on  peut  montrer  que,  sur  un  contour  C 
entourant  ce  point,  vu  de  A,  l'angle  du  plan  tangent  à  S  avec  le 
rayon  venant  de  M  est  presque  partout  nul.  La  surface  5  est  alors 
vue  tellement  en  raccourci  que  sa  perspective  sur  une  sphère  de 
centre  A  est  presque  partout  sans  épaisseur.  Bien  que  le  voisinage 
de  cette  perspective  constitue  presque  toute  cette  sphère,  la  surface  II 
est  donc  vue  de  A  sous  un  angle  solide  nul,  et  le  potentiel  de  double 
couche  est  nul  ('  ). 

129.  Lne  autre  question  se  pose,  au  point  de  vue  delà  détermi- 
nation  (le  L    dans  le  voisinage   de  S,   d'un  côté  déterminé  de  cette 


(')  II  n'en  esl  pas  de  même  du  potentiel  de  simple  couclie.  Le  potentiel  de  simple 
couche  sur  une  variété  minima,  en  particulier  sur  un  plan  à  w  —  i  dimensions,  est 
dans  cette  variété  analogue  à  ce  qu'est  dans  l'espace  le  potentiel  de  volume,  que 
nous  étudierons  plus  loin;  il  vérifie  l'équation  de.  Poisson,  A  étant  seulement  rem- 
place pnr  A..  Kn  dehors  de  cette  variété,  il  esl  nul. 
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siiirarc.  La  valeur  iiiilialc  ilf  l  i-^l  liai  iiH)iiii[iir  mit  1",  r  eNl-à-tliif 
(iiic  Avll=:o.  ()il('ll<'s  M»iil  les  (1)11(1  il  loir,  i  m  |)(is{'tn  aii\  dciivées 
nonualcs  succcsNiscs  ? 

Parlons  (le  rcxiiicssKui   (iiii  doimcj  la   vaiialiou  de  la  \al(iii'  de  — p— 

i'(daliv('  à  une  dircclKHi  itriiuipalc,  ([iiaiid  (Hi  i'cm|da(('  -  par  une 
.siirlacc  j):iiMll(''lf  inliiiiincMl  voisin»^.  ()n  a 

as-  (Is-  ils-      (Is  as-  as- 

oii,  en  pi'enanl  la  niovenne  [loiir  loiilcs  les  direelions  principales, 
rangées  dans  un  onlic  luuinal. 

/    fP  U 

et,  d'ftprès  la  formule  (5), 

(  1 3  )  0  Al   =  Av-  0  L  -I-  xin  D\l  (  /-  — — -     —  K  — r—  on  —  o K  -r-  • 

\      ds-  )  dn-  (In 

Deux  cas  sont  alors  à  dislin^uer  pour  les  Mirtaees  minima. 

Premier  cas.  —  Surfaces  mininia  pour  lesquelles  presque  tous  les 
rayons  de  courbure  deviennent  infinis;  oK  est  alors  nul  {voir  n"  87  ), 
el  la  forninle  (i5)  s'écrit 

(iG)  SAU=Av;oL. 

de  sorte  que  la  condition  à  imposer  à  -t-j  poui-  que  AL  reste  nul,  est 

que  cette  dérivée  soit  harmonicpie  sur  Z.  DenK-nie  toutes  les  dérivées 
normales  successives  sont  harmoniques  sur  -. 

Deuxième  cas.  —  Surfaces  miniina  pi)ur  les(|uelles  presque  tous 
les  rayons  de  courlinre  ne  deviennent  pas  infinis. 

Il  existe   d'autres  termes  dans  la  formule  à  écrire,  qui  prend  la 

forme 

,     dV  d{] 

Av-7 -a- b  =  o, 

-  dn  dn 

a  et  b  étant  des  fonctionnelles  déterminées  snr  S.  Daprès  le  n"  10!2. 
on  peut  raisonner  sur  les  équations  de  ce  type  comme  si  A  ou  Av 
étaient  des  dérivées  ordinaires.  Cette  équation  s'intègre  alors  comme 
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une  éqiialion  difTérentielle  ordinaire  du  premier  ordre  (  '  ').  La  solulion 
est  de  la  forme 

'JiU  -h  '^, 

a  et  ,3  étant  des  fonelionnelles   déterminées,  et   u  une   fonctionnelle 
harmonique  sur  2. 

Les  mêmes  circonstances  se  reproduisent  puni'  le  calcul  d(^s  dérivéo 
norniîiles  successives. 

130.  Revenons  sur  le  premier  cas,  et  supposons  que  la  valeur  de  U 
sur  la  surface  S  soit  constante.  Cherchons  quelle  est  la  condition  pour 
qu'une  surface  2'  voisine  de  S.  la  dislance  de  S'  à  2  ayant  en  chaque 
point  une  valeur  ô«,  soit  minima.  Il  est  à  cet  effet  nécessaire  et  sufli- 
sant  qu'une  fonctionnelle,  égale  sur  2  à  une  constante  u  et  sur  2'  à 
une  constante  u  -f-  ùu,  soit  liarmonique  sur  2',  c'est-à-dire  d'après  le 

numéro  précédent,   que   ^  soit  harmonique   sur  2.   Or,    d'après   le 

n"   100,    ^r-    et  —   sont  harmoniques  en  même  temps.  La  condition 
on  ou  1  1 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  2'  soit  minima  est  que  o/i  soit  har- 
monique sur  2. 

Ce  résultat  s'étend  au  cas  où  la  surface  2'  n'est  pas  infiniment  voi- 
sine de  2.  Si,  en  chaque  point  M  de  2,  on  porte  sur  la  normale  une 
longueur  ^IM'=y(M).  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
la  surface  lieu  du  point  M'  soit  minima,  est  que  /(M)  soit  harmo- 
nique sur  2.  Cet  énoncé,  comme  celui  relatif  au  cas  où  la  surface  2' 
est  très  voisine  de  2,  ne  s'applique  bien  entendu  que  si  2  appartient 
à  la  première  des  catégories  de  surfaces  minima  distinguées  au  n°  87 
et  au  n°  129. 

Il  s'applique  en  particulier  si  i  est  un  plan.  Désignons  par  a,, 
«27  •••,  ««,  ...  un  sjstème  de  coordonnées  rectangulaires,  rangées 
dans  un  ordre  normal;  prenons  pour  2  le  plan  rt,^o.  jNous  vojons 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface 

'^l  =  /'>'2,    «3,    •  ••,    On,    ■  ■  •) 


(')  L'opération  de  quadrature  est  seulement  remplacée  par  la  résolution  de 
l'équation  Av;U  =  <i>,  qui  s'exprime  par  un  potentiel  de  simple  couche  (d'après  la 
note  précédente  ).  On  généralise  de  même  aisément  la  tliéorie  des  équations  ou  sys- 
tèmes d'équations  linéaires  d'ordres  quelconques. 
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soil  minima  est  que  lit  louctiony  soit  harmonique.  C'est  un  résullat 
déjà  connu;  cela  revient  eu  elï'et  au  même  de  dire  quey  est  uiui  fone- 
tion  harmonique  de  «07  •  •  •?  ^h?  •  •  -i  <>»  que  /'  -  a,  est  une  fonction 
harmonique  de  tt,,  (f.,,  . .  .,  a„,  ...  ;  eehi  (h)nc  revient  aussi  au  même 
(]ue  de  dire  que  les  surf'acesy' — ■  a,  =  eonst.  (déduites  de  l'une  d'elles 
par  une  Iranslalion),  sont  minima. 

131.  Le  potentiel  de  simple  couche.  —  Pour  monirer  les  analogies 
et  les  dillerences  entre  le  potentiel  de  simple  eouehe  et  le  potentiel 
de  double  couche,  il  nous  suffira  de  nous  placer  dans  le  cas  d'une 
surface  S  fermée  et  convexe,  ou  du  m(»ins  à  courhure  moyenne  tou- 
jours dirigée  vers  l'intérieur. 

Soit,  dans  l'espace  E^,  un  potentiel  de  sinq)le  couche,  de  densité  u.. 

Si  on  le  multiplie  par  le  facteur —   introduit  à   propos    du 

potentiel  de  double  couche,  nous  avons  vu  au  n"  Hl  que  le  produit 
tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  Si  au  contraire  on  le 

multiplie  seulement  par — >  il  prend,  d'après  le  n"  111,  la  valeur 


(17)  U.v^orcAf;^-^. 

\     cosU 


qui  a  un  sens  bien  déterminé,  et  reste  finie,  pour  n  infini;  c'est  cette 
valeur    que    nous    appellerons     «    potentiel    de    simple   couche   de 

densité  u.  ».  C'est  un  potentiel  de  double  couche  de  densité  u. -' 

'  ^  '    ciisO 

En  chaque  point  A,  cette  remarque  en  définit  bien  la  valeur,  mais 
comme  cette  densité  est  fonction  de  A,  il  est  nécessaire  de  préciser 
les  propriétés  qui  résultent  de  cette  définition. 

En  premier  lieu  le  potentiel  de  simple  couche  est  évidemment  nul, 
comme  le  potentiel  de  double  couche,  à  l'extérieur  de  S. 

Considérons  maintenant  un  point  A,  situé  sur  la  normale  en 
un  point  M  de  la  surface,  du  côté  intérieur,  à  une  distance  très 
petite  h.  Par  ce  point,  faisons  passer  une  surface  minima  S,  normale 
à  AM,  et  telle  que  la  courbure  normale  relative  à  chaque  direction  ait 
la  valeur  k  —  K,  k  étant  la  courbure  normale  de  la  surface  S  en  M 
relative  à  la  même  direction,  et  K  la  courbure  moyenne  de  la 
surface  S  en  M  (cette  surface  S  a  déjà  été  considérée  n"  12o).  Vue  du 
point  A,  la  surface  S  paraît  concentrée  dans  le  voisinage  de  son  inter- 
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section  C  avec  S.  Or  sur  le  contour  C,  vu  de  A. a  presque  par- 

tout  une  même  valeur,  qui  tend  vers  R=  —  quand  li  tend  vers  zéro; 
<x  a  de  même  presque  partout  une  même  \aleur  (jui  tend  vers  jj.,,. 
Donc  le  potentiel  de  simple  couche  prend  en  A  une  valeur  qui  tend 
vers  RuLp  quand  h  tend  vers  zéro.  Il  se  comporte,  au  point  de  vue  des 
valeurs  à  l'extérieur  et  des  valeurs  sur  la  surface,  comme  un  potentiel 
de  double  couche  de  densité  uR,  R  étant  le  rayon  de  courbure 
moyenne. 

Ce  résultat  nous  met  sur  la  \oie  du  théorème  suivant,  déjà  établi 
par  Gâteaux  dans  le  cas  de  la  sphère  :  Le  potentiel  de  simple  couche 
de  densité  <x  est  égal  au  potentiel  de  double  couche  de  densité  [jlR. 

Pour  le  démontrer,  on  peut  employer  deux  procédés  : 

1°  11  suffit,  étant  donnés  les  résultats  déjà  obtenus,  de  démontrer 
que  le  potentiel  de  simple  couche  est  harmonique.  On  peut  le 
démontrer  en  reproduisant  les  raisonnements  des  n°*  116  et  117,  qui 
s'étendent  sans  difficulté  au  potentiel  de  simple  couche,  pourvu  que 
1  on  suppose  R  uniformément  continu. 

2°   On  peut  le  vérifier  directement. 

La  distance  r  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface  S  au  point 
intérieur  A,  la  surface  étant  vue  de  ce  dernier  point,  a  presque  partout 
une  même  valeur  o.  L'intersection  C  de  S  et  de  la  sphère  de  centre  A 
et  de  rayon  p,  constituant  presque  toute  cette  sphère,  a  sa  courbure 
géodésique  moyenne  presque  partout  nulle,  c'est-à-dire  qu'en  presque 
tous  les  points  le  plan  osculateur  moyen  de  C  est  normal  à  la  sphère. 
Pour  les  points  où  il  en  est  ainsi,  on  a,  d'après  le  tliéorème  de 
Meusnier. 

'    cos  0        '    ces  0        '       ' 
et,  comme  ces  points,  vu  de  A,  constituent  presque  toute  la  suilace 

(1 8)  Ua  =  -TcA  i:^-^)!  =  ORa<'  u  R), 

\     cos'J/ 

ce  qui  démontre  le  résultat  énoncé  (  '  ). 

(')  Si  le  point  A  est  variable,  la  seconde  expression  est  évidemment  préférable  à 
!a  première.  S'il  est  fixe,  il  peut  être  indiqué  d'employer  la  première  qui  no  fait  pas 
intervenir  le  rayon  de  courbure  moyenne  de  la  surface,  mais  seulement  le  plan 
tanscnt. 
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lli!2.  Le  potentiel  de  volume.  -  (  ".oasidérons,  diins  IV'spuco  E,,.  \c 
|)(>t('nlirl  l  „  (lii  à  dos  lua.sSfs  cl(;  (Jciisiu'-  -^  réparlics  dans  un  vnliimc  \  „. 
L.C  voliiinc  \  „  peut  êlrr  considéré  connue  dc<  ril  par  des  smlacrs  S„ 
<l«''|)cndaMl  d  lin  paraiiiclrc  ).  (pil  varie  de  a  à  'j.  Dilinissons  la  déloi- 
ntalion  de  la  surlace  S„,  <piand  /.  aiij^nienle  de  (//,.  jtar  la  donnc'-e  du 
déplacement  normal  de  cIkkjiic  |K»int,  o//  =^  -^  r/)..  Désignons  j>ar  //„ 

le  potentiel   dû  à   une   sminle  coiielie  de  dmsilé  -^         é-lahlie  sur  la 

'  '  "«    0/. 

surface  S„.  On  a 

(  Kl  1  r 


n=    I        Un  'I'- 

Supposons  (pie  //  aMi;in.nle  iiidetinimeut.  \  „  cl  S,^  désignant 
les  n'^"^"^  sections  d'un  volume  \  et  d'une  surface  S  de  l'espace  fonc- 
tionnel. Pour  que  la  formule  (19)  reste  vraie  à  la  limite,  il  suflil 
que  u,i  tende  uniformément  \ers  sa  limite  u.  Le  potentiel  u  se  rame- 
nant par  la  formule  (17)  à  un  potentiel  de  double  couche,  celte  con- 
\crgence  uniforme  s'établit  par  le  même  raisonnement  qu'au  n"  H6, 
moyennant  certaines  hypothèses  assez  peu  restrictives  sur  la  conti- 
nuité de  ;jL  et  le  choix  des  surfaces  S  :  il  faut  ciue  -j.  et  '-r-  soient  con- 

*       '         c'a 

linus  au  sens  du  n"  116;  il  faut  é\iter  que  presque  tout  le  volume  \  . 
^  u  de  A,  paraisse  concentré  sur  une  seule  surface  S,  comme  ce  serait 
le  cas  si  l'une  de  ces  surfaces  était  une  surface  minima  contenant  A. 
On  évite  sûrement  toute  difficulté  en  prenant  pour  surfaces  S  des 
s|)hères  de  centre  A.  ou  bien  des  sphères  a^aut  pour  centre  un  point 
dillerent  B,  si  la  sphère  de  centre  B  passant  par  Ane  contient  aucune 
masse  attirante. 

Le  potentiel  U  de  densité  a  dans  le  volume  \  étant  par  définition 
la  limite  de  L«  pour  /)  infini,  nous  avons  alors  la  formule 

(>o)  ^  =  f     "  '^^'- 

•-   A' 

Supposons  en  particulier  qu'on  prenne  pour  surfaces  S  des  sphères 
de  centre  A.  Désignons  par  R  le  maximum  de  la  distance  à  A  d'un 
point  du  volume  \,  et  par  ;)H,.(a)  la  moyenne  de  la  densité  sur  la 
sphère  de  ravon  /•;  il  vient 

.H 
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On    peut   interverlir    Tordre    des   deux    intégrations,    c'est-à-dire 
écrire 

(22)  U  =  0n  (     r     \}.r,h 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  chaque  demi-droite  parlant  de  A, 
et  3rc(-)  désignant  la  moyenne  des  valeurs  obtenues.  Cette  formule 
s'établit  sans  difficulté  en  écrivant  la  formule  analogue  dans 
l'espace  E«,  et  passant  à  la  limite.  Dans  celte  formule,  on  peut  rem- 
placer les  limites  d'intégration  par  /•'  et  /•",  dislances  à  A  des  points 
où  chaque  demi-droite  partant  de  A  entre  ou  sort  dans  le  volume  \  . 
ce  qui  donne 

(23)  U  =  OÏL  (    /       \xrilr 


si  A  est  dans  le  volume  \ .  et  Ion  retrou\e  Texpi-ession  utilisée  for- 
mule (i3). 

Enfin,  une  fonctionnelle  définie  sur  une  sphère  étant  presque  par- 
tout égale  à  sa  moyenne,  on  peut  remplacer  r'  et  ;  "  par  leurs 
moyennes  p'  et  p",  et  écrire 

(  24  )  U  =  niL  l    f     [x r  r/r  ]   =  f     ^^l'L  r(lJ-)  '•  <Ir. 

133.  De  ces  formules,  de  la  dernière  par  exemple,  résultent 
immédiatement  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Le  potentiel  L  est  nul  en  tout  point  par  lequel  oti  peut  faire 
passer  une  surface  minima  ne  coupant  pas  le  volume  \ . 

En  effet,  chacun  des  potentiels  de  surfaces  dont  il  est  la  somme  est 
nul  dans  ces  conditions. 

La  région  où  U  est  nul  est  alors  la  même  que  s'il  s'agissait  d'un 
potentiel  dû  à  des  masses  réparties  sur  la  surface  qui  limite  le 
volume  V.  Celle  où  U  n'est  pas  nul  comprend  le  volume  ^  ;  de  plus, 
si  ce  volume  est  limité  par  une  surface  composée  de  plusieurs  nappes 
(nappe  extérieure  S,  nappes  intérieures  S',  S".  ...),  ou  si  la  nappe 
extérieure  comprend  des  régions  S,,  So,  ...,  où  la  courbure 
moyenne  est  dirigée  vers  l'extérieur,  la  région  où  U  n'est  pas  nul 
comprend  les  volumes  intérieurs  aux  surfaces  S',    S".   .  .  . ,  et  ceux 
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compris  ealrc  les  |)()ili(jiis  de  .siiilaccs  S,  ri  les  siirracfs  niiiiiin.i  ï, 
liinll(';es  à  leur  coiilotir. 

2"  Dans  toutes  les  régions  où  il  n'  y  a  pus  de  ni  fisses  al  tirantes^ 
le  potentiel  est  harnionifjiie . 

I*(jiir  le  démoiilrcr.  il  siiKil  de  nu)nlicr  (iiic  sa  Nalciir  an  ccntK; 
d'uiic  sphère  est  ('-^alc  à  la  moyenne  de  ses  valeurs  sur  la  surfaee  de 
la  s|)hère,  s'il  \\y  a  pas  d(;  niasses  à  son  inl<''rieui'.  Celte  ])ropriété 
ri'sultc  aisément  de  ee  fju'elle  est  vraie  pour  chacun  des  potentiels  de 
surfaces  dont  l    csl  la  >onime. 

13i.  Eludions  mainicnant  le  potentiel  au  point  de  vue  de  la  con- 
tinuité. 

Remarquons  d'ahord  qu'au  centre  d'une  sphère  de  rayon  p  le 
potentiel  dû  à  des  masses  de  densité  inférieure  en  valeur  absolue  à  un 
nombre  donnt'  'j.   réparties  à  l'intérieur  de  celle  sphère,  est  inférieur 

a  |J.  —  •  Il  iJnd  vers  o  avec  p.  De  cette  circonstance  résulte  la  con- 
tinuité du  polenliel  à  rintéiieiir  des  masses  attirantes;  le  raisonne- 
ment est  exactement  le  même  que  dans  la  théorie  ordinaire  du 
potentiel;  il  repose  sur  la  convergence  uniforme  de  l'intégrale  qui 
définit  le  potentiel. 

Il  j  a  toutefois  une  différence,  provenant  de  ce  que  nous  n'avons 
pas  démontré  que  le  potentiel  est  continu  en  tout  point  n'appartenant 
pas  au  volume  Y .  Ce  résultat  n'est  pas  exact.  On  peut  alors  seulement 
énoncer  le  résultat  suivant  :  Si  le  potentiel  est  discontinu  en  un 
point  A,  celte  discontinuité  n^a  pas  une  cause  locale;  elle  subsiste 
certainement  si  Von  supprime  les  masses  situées  dans  une  sphère 
de  centre  A  et  de  rayon  suffisamment  petit. 

Ce  résultat  s'applique  en  particulier  si  le  point  A  est  situé  sur  une 
surface  où  la  densité  est  discontinue,  par  exemple  sur  la  surfaee  S  qui 
limite  le  volume  ^  .  Mais  en  ces  points  la  dérivée  normale  est  discon- 
tinue. Pour  nous  en  rendre  compte,  considérons  un  point  A.  où  le 
rayon  de  courbure  moyenne  de  S  ait  une  valeur  .^il,  et  soit  dirigé  vers 
l'intérieur.  Prenons  sur  la  normale  en  A  à  la  surface  S,  du  côté 
intérieur,  un  point  B  situé  à  une  distance  h  du  point  A.  Ln  plan 
normal  à  AB  passant  par  B  coupe  la  surface  S  à  une  distance  équivalente 
dans    presque    toutes   les  directions  à  \^iAh.  Le  potentiel  en  B  est 
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alors  équivalenL  à  un  polentiel  de  densité  u^  dans  nne  sphère  de 
centre  B  et  de  rayon  y/aAA,  c'est-à-dire  à  ^.^lA/i.  La  dérivée  normale, 
comptée  positi\  cnient  vers  rintérieui",  augmente  donc  brusquement, 
quand  on  passe  de  l'extérieur  à  l'intérieur,  de  o  à  [i-x^^-  (Dans  ICspace 
ordinaire,  on  sait  que  la  dérivée  du  potentiel  de  volume  est  continue 
dans  ces  conditions.) 

Considérons  maintenant  un  point  A  de  la  surface  S,  dans  le  ^oisi- 
nage  de  laquelle  cette  surface  soit  minima.  Soit  C  le  contour  de  la 
portion  S  de  cette  surface  qui  est  minima.  Dans  presque  toutes  les 
directions,  la  distance  des  points  de  C  au  point  A  a  une  même 
valeur  0.  Supposons  pour  fixer  les  idées  qu'au  delà  de  i]  la  courbure 
moyenne  de  S  soit  dirigée  vers  l'intérieur,  de  sorte  que  la  surface  S 
peut  être  prolongée  de  manière  à  ne  pas  couper  le  volume  \  .  En  un 
jxnnt  voisin  de  A  extérieur  à  \  ,  le  potentiel  est  nul,  tandis  qu'en  un 
point  intérieur  voisin  de  A  il  a  la  valeur 

JOH,.(lJi)/w//-. 
0 

Il  est  donc  discontinu.  Il  est  de  même  discontinu  toutes  les  fois 
que  la  densité  est  discontinue  sur  une  surface  mininia. 

Ceci  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  fait  que  la  discontinuU(''  ne 
peut  pas  avoir  une  cause  locale.  On  peut  modifier  la  densité  à 
l'intérieur  d'une  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  p'-<  p,  de  manière  à 
la  rendre  continue.  La  discontinuité  subsistera,  mais  n'aura  plus  que 
la  valeur 

J        DÏLrilJ-)''  ftr. 

Vinsi  les  régions  voisines  de  A  contribuent  à  la  discontinuité  pour 
une  fraction  infinitésimale,  et  LI  ne  peut  augmenter  brusquement 
d'une  quantité  fini^  que  si  la  surface  minima  sur  laquelle  la  densité 
est  discontinue  s'étend  à  une  distance  finie  du  point  A. 

On  remarque  que  celte  discontinuité  peut  exister  en  un  point  où  la 
densité  soit  continue.  La  seule  cause  de  discontinuité  possible  est 
r€x:lstence  d'une  surface  minima  S  à  la  traversée  de  la({uelle  u.  aug- 
mente brusquement  d'une  quantité  [j.,  .  Le  potentiel  H  augmente  alors 
à  la  traversée  de  S  d'une  quantité  égale  au  potentiel  dû  à  uiu^  simple 
couche  de  densité  ul,  étalée  sur  i\  Si  le  contour  de  S  est  composé  de 
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plusieurs  {j;irLu;>,  (»u  s  il  n'a  pas  sa  «onrhurc  ^(]i}(\{',s'uuic  moyenuo 
liiujours  dirigée  ^■c^.s  i],  il  c.visle  ries  |)(>iiiis  napparloiianl  pas  à  Soù 
1<^  polcnliel  de  surface  considéré  iiCsi  |»as  nul.  I>c  polenliir-l  <'|c 
Ndlunio  rsl  alors  (lis(M)nlinu  en  ces  poinis. 

i'riti.  (léni-ralisons  uiainlcuMUl  la  loiinnlr  de  l'(->issnn.  lelalisr  ;i  l.i 
valeur  de  Al  en  un  poinl  A.  PSous  utiliserons  [)Our  y  arriver  le 
résullal   du    n"  '2:2,    d'après   le(juel    la    uioyenne  de    l    — Uy    sur    nne 

sphère  de  eenlrt;   V  <'l  de  ra\ou  tics  petit  /•  est  e(pii\alenle  à  '^  AU^. 

pour  calculer  cette  moyenne,  divisons  le  potentiel  en  deux  ternies 
Ll'  et  V",  le  priMuicr  correspondant  au\  masses  extérieures  à  la  |)etit(; 
sphère,  le  deuxième  aux  masses  intérieures.  Le  terme  U'  étant  har- 
monique à  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  y,  la  moyenne  de 
1  —  L'a  est  nulle;  il  n'y  a  qu'à  tenir  compte  de  U" —  U'^.  Or,  sur  la 
sphère,  U"=o,  ce  potenti<d  étant  continu,  et  nul  à  l'extérieur; 
l  \  est  d'autre  pari  ('quixalcnt  à  u^  — •  11  vient  donc 

(2J  )  AU\-4-  ;jiA  —  o, 

formule  qui  constitue  bien  la  i;énéralisatlon  de  celle  de  Poisson. 

De  ces  propriétés  résulte  que  le  potentiel  de  volume  joue  liien, 
pour  la  résolution  de  l'équation  de  Laplace  à  second  membre,  le  rèjle 
que  nous  attendions.  Dans  un  volume  limité  par  une  surface  dont  la 
courbure  moyenne  est  toujours  différente  de  zéro  et  dirigée  \ers  l'in- 
térieur, il  est  nul  sur  la  surface,  et  le  problème  de  Dirichlet  relatif  à 
l'équation  de  Laplace  à  second  membre  est  bien  résolu  par  la  for- 
mule (i3).  Dans  le  cas  contraire,  nous  savons  que  la  solution  du  pro- 
blème relatif  à  l'équation  sans  second  membre  n'est  pas  possible  en 
général,  et  il  en  est  a  jOrliori  de  même  de  l'équation  à  second 
membre. 

130.  Le  problème  de  Neumann.  —  Dans  l'espace  E^,  on  sait  c|ue  la 
solution  du  proldème  de  Neumann  est  analogue  à  celle  du  problème 
de  Dirichlet,  le  r(Me  que  joue  le  potentiel  de  double  couche  dans  ce  der- 
nier problème  étant  seulement  joué  par  le  potentiel  de  simple  couche. 
On  pourrait  s'attendre  à  ce  qu'il  en  soit  de  même  dans  l'espace  fonc- 
tionnel; il  n'en  est  rien,  et  la  symétrie  entre  les  deux  problèmes  dis- 
paraît.   Dans   la  formule  de  Green,  le  potentiel  de    sim])le    couche 
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devient  négligeable  devant  le  potentiel  de  double  couclie,  et  l'étude 
directe  du  potentiel  de  simple  couche  nous  a  montré  qu'il  n'était  pas 
en  réalité  distinct  du  potentiel  de  doidjle  couche. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  se  demander  si  le  problème  de 
Neumann,  comme  celui  de  Dirichlet,  peut  se  résoudre  d'une  manière 
plus  élémentaire  que  l'on  ne  s'j  attendrait  d'après  ce  qui  a  lieu  dans 
l'analjse  ordinaire.  La  réponse  semble  être  affirmative. 

Il  est  probable  en  effet  que  les  théories  relatives  à  léquation  de 
Laplace  à  second  membre  dans  l'espace  fonctionnel  s'étendent 
à  léquation  analogue  relative  à  une  surface  non  minima  de  cet 
espace  ('),  soit 

(•26)  AsUm=/|[M]|, 

M  désignant  un  point  quelconque  de  la  surface  S.  S'il  en  est  ainsi  on 
peut  ramener  à  des  calculs  de  moyenne  la  détermination  de  la  solu- 
tion de  cette  équation  prenant  une  valeur  constante  sur  le  contour  C 
de  la  surface  S  considérée,  si  celle-ci  est  ouverte;  le  cas  de  la  surface 
fermée  S  se  traite  comme  cas  limite;  il  est  évidemment  nécessaire 
|)our  qu'il  existe  une  solution  que  la  fonction/ (M)  soit  j)resque  par- 
tout nulle,  et  dans  ce  cas  \]  n'est  déterminé  qu'à  une  constante  près. 
Pour  la  détermination  d'une  fonctionnelle  harmonique  à  l'intérieur 
d'une  surface  fermée  S,  cela  revient  au  même^  d'après  la  formule  (5), 

de  se  donner  sur  la  surface  les  valeurs  de  -p-  ou  celle  de  A^U.  11  faut 

an 

que  -r^  soit  nul  presque  partout.  D  après  les  remarques  qui  précèdent 

sur  l'équation  (26),  U  est  déterminé  à  une  constante  près  sur  la  sur- 
face, et  par  suite  à  l'intérieur. 

(')  Dans  le  cas  des  surfaces  minima,  nous  savons  que  le  prol)Icme  n'esl  p;is  dis- 
tinct du  problème  analogue  dans  l'espace. 


CHAPITRE  VL 


JUSTIFICATION  DE  LA  NOTION  DE  MOYENNE  DANS  LE  CAS 

DE  LA  sr;;i:i(E.  questions  diverses. 


Sommaire  :  Le  cas  des  fouclionnelles  de  Gâteaux.  —  l'2tude  d'un  autre  cas  par- 
ticulier. —  Elude  d'un  cas  plus  général.  —  Généralisations  du  ihéorènie  de 
Gâteaux.  —  La  notion  d'écart.  —  Application  à  la  inoxcnnc  dans  une  sphèn-. 
—   \pplicatiiin  au  potentiel  de  diuihlc  eouclie.  —  (  tue-tions  diverses. 

137.  Nous  avons  étudié  dans  les  Chapitres  I  à  IV  de  la  troisième 
Partie  les  propriétés  de  la  moyenne  dans  l'espace  fonctionnel,  mais 
nous  avons  admis  l'existence  de  cette  moyenne,  en  deliors  de  certains 
cas  où,  la  fonctionnelle  étudiée  étant  représentée  par  des  séries  uni- 
formément convergentes  d'intégrales  définies,  cette  moyenne  est 
aisée  à  calculer,  et  son  existence  établie  par  ce  calcul  même.  Il  y  au- 
rait lieu  de  combler  cette  lacune  en  généralisant  le  raisonnement 
classique  par  lequel  on  établit  l'existence  de  l'intégrale  définie.  Il 
s'agirait  d'arriver  au  résultat,  sans  supposer  aucune  représentation 
[)articulière  de  la  fonctionnelle  étudiée,  en  partant  uniquement  dliy- 
pothèses  relatives  à  son  mode  de  continuité. 

Nous  allons  exposer  cette  justification  dans  le  cas  de  la  sphère. 
Commençons  par  un  cas  simple. 

138.  Le  cas  des  fonctionnelles  de  Gâteaux.  —  L  ne  fonctionnelle  de 
Gâteaux  L,  uniformément  continue  dans  une  sphère  S  de  rayon  R 
ayant  l'origine  pour  centre,  est  caractérisée  par  cette  propriété  que, 
pour  n  assez  grand,  la  différence  L\  —  L,,  est  inférieure  en  module, 
dans  toute  la  sphère,  à  n'importe  quel  nombre  donné  î,  H  désignant 
la  projection  de  A  sur  le  plan  de  la  n"''"''  section.  La  fonction  qui  cor- 
respond au  point  H  étant  la  fonction  simple   d'ordre  n  ayant  dans 

chacun  des  intervalles  ( j  -  )  même  valeur  moyenne  que  celle  qui 
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correspond  au  poiiil  A,  la  piopriété  qui  précède  n'est  pas  autre  chose 
en  effet  que  la  propriété  CJf  du  n"  80  de  la  première  Partie,  énoncée 
sous  forme  géométrique. 

Dans  le  calcul  de  la  moyenne  de  U  dans  la  sphère  ~^  on  peut  donc 
remplacer  L  ^^  par  Un.  en  ne  risquant  de  commettre  sur  la  moyenne 
qu'une  emcur  au  plus  égale  à  s.  l^a  moyenne  de  L  dans  la  sphère  se 
ramène  ainsi  à  une  moyenne  dans  une  sphère  S,;  de  Tespace  E„,  chaque 
élément  de  volume  d\ n  ayant  un  poids  proportionnel  à  la  fraction  de 
la  sphère  S  dont  il  est  la  projection. 

Soit  /•  la  distance  au  centre  de  S  d'un  point  de  l'élément  considéré, 
et  p  =  y,^R- —  h-.  La  moyenne  dans  la  (n  -j-y))'^""'  section  de  S,  à  une 
erreur  près  inférieure  à  s,  s'f'crit 

^  n    ^  R        ^  Il 

/        /      •  •  •   /      i(  (  .Ti,  X2,  .  .  . ,  Xn  )  p''  'Ixi  dx-i  .  .  .  dx,i 

''(I      «-^n  «  n 


^  I!     ^  R  ^  R 

•   0       '^0  •-  0 


X\^  X2,  ■••■)  Xn  désignant  les  coordonnées  du  point  H,  et  a(j7,, 
X2,  •••,  x,i)  hi  valeur  de  U  en  ce  point.  Lorsque  y>  devient  infini,  les 
éléments  voisins  du  centre,  où  p  est  maximum,  deviennent  prépon- 
dérants pour  le  calcul  de  la  moyenne,  et  l'expression  précédente  tend 
vers  Uo,  valeur  de  U  au  centre  de  la  sphère.  La  moyenne  de  U  dans 
la  sphère  S,,^^,,  pour/>  assez  grand,  c'est-à-dire  dans  la  sphère  S^? 
pour  n  assez  grand,  est  donc  comprise  entre  Lq  —  £  et  L'oH-  £•  Comme 
il  en  est  ainsi  quelque  petit  que  soit  s,  elle  tend  vers  L^.  Donc 
la  moyenne  de  U  dans  la  sphère  2  existe  et  est  égale  à  L'o   (')• 

Ce  résultat  est  très  particulier  et  n'apprend  rien  que  nous  ne 
sachions  déjà;  les  fonctionnelles  de  Gâteaux  étant  représentables  par 
des  séries  uniformément  convergentes  de  polynômes  normaux  de 
Gâteaux,  l'application  des  formules  de  Gâteaux  permet  de  définir  la 
moyenne,  non  seulement  pour  ces  fonctionnelles,  mais  même  pour 
des  fonctionnelles  beaucoup  plus  générales.  Mais  il  nous  donne  une 


(');Par  un  raisoanemeat  tout,  différeat,  moins  rigoureux,  mais  plus  intuitif,  on 
peut  dire  :  dans  l'espace  E„,  si  une  fonctionnelle  est  linéaire  par  rapport  à  chacune 
des  coordonnées,  sa  valeur  au  centre  d'une  sphère  est  la  moyenne  de  ses  valeurs  sur 
la  sphère.  Ce  résultat  est  vrai  à  la  limite  pour  les  fonctionnelles  de  Gâteaux. 

C'est  d'ailleurs  un  cas  particulier  du  théorème  analogue  pour  les  fonctionnelles 
harmoniques. 
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idiT  (le  la  maiiiiir  (Idiii,  on  |)iuL  ('sp(''i(M' arriver  à  f'-tablir  rcxislcncc 
delà  inovcniic  vu  parlant  dli  \  pollir'^i-s  rdal  ivcs  au  rinidc  dcconli- 
niiih'  de  la  lonclionncllc  l   . 

139.  Étude  d'un  autre  cas  particulier.  —  Soit  -  =J'{\  )  la  fouclion 
soinmaloire  de  x{t)^  c'esl-à-dirc  la  mesure  de  reuseniblc  d(;.s  valeurs 
de  ^,  comprises  entre  o  et  i,  pour  les(pMdles  ;r<;.  Les  foiietion- 
iielles  LI  c\ue  nous  allons  considérer  sont  C(dles  qui  ne  dépendent  qu(.' 
dey(ç).  Elles  prennent  donc  la  même  valeur  pour-deux  df'-lerminalions 
de.r(/)qui  se  transforment  l'une  dans  l'autre  par  une  substitution 
elleetuée  sur  la  variable  t  et  n'altérant  la  nu^sure  d'aucun  ensemble. 
Tel  est  le  cas  des  fonctionnelles  représenlables  par  des  intégrales  dé- 
finies de  la  forme 

•^  0      «^  0  «-  0 

dans  lesquelles  la  fonction   inlégrée  ne  dépend  pas  explicitement  de 

Nous  supposerons  de  plus  que  L  soit  une  fonctionnelle  continue 
de/(;).  Comme  d'ailleurs/ (;)  est  essentiellement  une  fonction  non 
décroissante,  cela  revient  au  même  de  supposer  qu'il  s'agit  de  conti- 
nuité liée  au  voisinage  uniforme  ou  au  voisinage  en  moyenne. 

l^our  étudier  la  moyenne  de  U  dans  la  sphère  i^,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  sur  sa  suiface,  prenons  une  fonction  J7(/)  sur  sa  n"'"^''  section 

-;i.  Ce  sera  une  fonction,  é^ale  dans  chacun  des  inlervallesf :  -  )? 

^  \   n      nj 

à  une  valeur  constante  Xi,  et  telle  que  x'î  -+-  xl  -i-  . . .  -^  x^  :=  /iK-. 
Chacun  des  Xi.  pour  7i  assez  grand,  a  la  loi  de  Gauss  pour  loi  de  pro- 
babilité. Il  résulte  alors  de  raisonnements  connus  de  calculs  de  pro- 
babilité que,  pour  n  assez  grand,  la  répartition  des  valeurs  x^j 
x>,  ...,  x,i  reproduit  sensiblement  la  courbe  de  Gauss.  Dune  manière 
précise,  pour  n  assez  grand,  la  fonction  sommatoire  /(ç)  difTère  de 
la  fonction  de  Gauss 


R 


dans  tout  l'intervalle  ( — oo,  -r-  oo),  de  moins  de  t,  sauf  dans  une  fraction 
de  la  sphère  ^,i  égale  à  e',  t  et  î' étant  arbitrairement  petits. 
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Par  suite  L  ,  sauf  dans  une  fraction  néaliçrfidile  de  -„,  tend  vers  la 
%  aleur  obtenue  pour  f{  ;)  =  cp  (ç  j,  c'est-à-dire  en  prenant  pour  x  (t) 
lu  fonction  'li{f)  inverse  de  z>(q).  La  moyenne  de  L  dans  la  sphère  S 
existe  donc,  et  a  la  valeur  L  1  [^r(f)]  [. 

"140.  Étude  d'un  cas  plus  général.  —  Passons  à  une  catégorie  de 
fonctionnelles  très  générale,  qui  comprend  les  précédentes  comme 
cas  particulier.  Nous  supposerons  que.  z  étant  arbitrairement 
petit,  on  puisse  détermine?'  n  de  manière  que,  si  x  (t)  et  y  (t)  sont 
deux  fonctions  intéiieures  à  la  sphère  S  et  ayant  même  fonction 

sommatoire  dans  chacun  des  i/iten-alles  ( •  —  )  ;  on  ait  certai- 

nement 

(V  lU|[j(0]I-U|[x(o]||<E. 

Cette  propriété  est  évidemment  beaucoup  moins  restrictive  que  la 
propriété  Çt  des  fonctionnelles  de  Gâteaux  ;  elle  définit  donc  une  caté- 
gorie plus  étendue  de  fonctionnelles.  fsousVùppeWerons  propriété  3Z 
(définie  dans  la  sphère  -;  on  peut  de  même  la  définir  dans  un  volume 
quelconque  i. 

Clioisissons  le  nombre  n  de  manière  à  vérifier  l'inégalité  (2),  et 
•étudions  la  moyenne  de  L  sur  la  (7?^)'*"*  section  }i],y/,  de  I,  /;  étant 
très  grand.  D'après  la  loi  des  grands  nomlires.  chacune  des  moyennes 


n   /     x'^{t)dt 


est  presque  égale  à  R-,  sauf  dans  une  fraction  négligeable  de  S^y,  ;  on 
])eut  donc,  pour  calculer  la  limite  de  la  moyenne,  supposer  ces 
moyennes  égales  à  R-.  De  même,  d'après  le  numéro  précédent,  on  ne 
néglige  que  n  fractions  négligeables  de  2„y,,  en  supposant  que  dans 
chacun  des  intervalles  considérés,  la  fonction  sommatoire  de  x{t) 
•diftere  très  peu  de  — cp(ç).  L'ensemble  des  erreurs  ainsi  commises  sur 
la  moyenne  est,  pourp  assez  grand,  inférieur  à  î. 

D'autre  part,  d'après  la  propriété  3C,  on  commet  une  erreur  au 
plus  égale  à  s  en  remplaçant  x{t)  par  une  fonction  particulière  ayant 
la  fonction  sommatoire  considérée,   par  exemple  la  fonction  X„  (/) 

«ii;ale.  dans  chacun  des  intervalles  i- ^-'  -  ) ,  k  'l  int  —  /  -h  i). 

\    n     ■  n)  '  ^ 
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Donc,  SI  Idii  clidi-iil  //.  j>iii>y^,  .siiCli.sainnicnL  ^t;iii(Is,  lit  inôNcniu' 
«If  l  Mil-  la  .s|>licrc  )ù,i,,  (lillVic  (le  l  ||  \„(^)j|  cJ'aii  plus  az;  donc  la 
ino^jcnnc  de  L  sur  la  splicre  1'.  mi  dans  colle  sjdicic.  cxislo,  cl  esl 
i'^alc   à   la  limilc  de  l   |  |  \„(  /  1 1[. 

111.  Généralisations  du  théorème  de  Gâteaux.  -  La  propriété  (/,, 
(pu  caracicrisc  les  ioiuiionncilcs  de  (laicaiix,  esl ,  d'après  le  ihéorème 
de  Galeanx.  idenlnpii'  à  la  propriété  (j.  qui  indique  que  ces  fonction- 
nelles peuvent  être  repiésenlées  par  des  séries  uniformément  conver- 
j;cntes  de  pidynomes  normaux  de  Gâteaux.  Par  analo<;ie,  on  peut 
penser  que  la  propriété  ;5C  caractérise  les  fonctionnelles  représentables 
par  une  série  uniformément  convergente  de  pol\  nomes  normaux 
quelconques. 

A\anl  déludicr  celte  queslion,  nous  dc-moiili-erons  un  tliéorème 
analoi;ue  concernani  une  propriéh'  inlerincdiaiic  cuire  les  propriétés 

Nous  dirons  c^u  une  fonctionnelle  L  |[j.'(/)]|  possède  la  pro- 
priété CJp  dans  un  domaine  fonctionnel  A  si.  étant  donné  un  nombre 
positif  e  arbitraiiement  petit^  on  peut  déterminer  n  de  ma- 
nière que,  -^{f-}  ^O'(0  él-fmt  deux  fonctions  du  domaine  ,'R 
ayant  mêmes  valeurs  moyennes  d'ordres  i,  2,  ...,  p  dans  chacun 
des  inter\alles  ( ,  -  ]  ^  on  ait  certainement 

^\[yKt)]\-\:\[x{t)]\\<t. 

Les  propriétés  (|',,  (/o,  ...,  Ç^p,  ....  5C  sont  évidemment  de  moins  en 
moins  restrictives. 

Kous  dirons  d'autre  part  qu'un  polynôme  normal,  somme  de  termes 
de  la  forme 

(3j        /       /     ■'•  j     t:^[tx,  t^,,  .  ..,  t,,)x^^iti)xMt-i).-.x'^^-{ti,)(ltidti...dln 
«^0     «-^0  «-'0 

est  de  classe  p  si  les  exposants  a/  sont  tous  au  plus  égaux  à  p. 

Nous  appellerons  distance  de  degré  p  de  deux  fonctions  x{t)  et 
y  U),  ou  des  points  correspondants  de  l'espace  fonctionnel,  le  nombre 
positif  rp  défini  par  la  formule 


;:=  f  \yin-^{t)\i> 


dt. 
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A  cette  définition  correspond  la  notion  de  coiitinaiié  de  degré  p 
dune  fonctionnelle.  Une  sphè/e  généralisée  de  degré  p  sera  le  lieu 
des  points  dont  la  distance  de  degré  p  à  un  point  fixe  a  une  valeur 
constante. 

Ces  définitions  posées,  on  a  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cpî une  fonction- 
nelle U  soit^  dans  une  sphère  généralisée  de  degré p^  représen- 
table par  une  série  uniformément  convergente  de  polyno/nes 
normaux  de  classes  p  et  continus  de  degré  p  ('),  est  cju^elle  soit 
conti?iue  de  degré  p  dans  cette  sphère  et  y  possède  la  propriété  CJp. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  de  Gâteaux 
(première  Partie,  n"  86). 

jNous  ne  recommencerons  pas  la  démonstration  du  fait  que  la  con- 
dition est  nécessaire,  la  démonstration  indiquée  dans  le  cas  où  p  ^=  i 
sappliquant  sans  modification. 

Inversement,  soit  U  une  fonctionnelle  continue  de  degré  p  dans  la 
sphère  généralisée  de  degré  /> 

(4)  f   \^(.t)\"dt^R^„ 

et  y  possédant  la  propriété  Qp.  Pour  démontrer  le  théorème,  nous 
allons  montrer  qu'on  peut  la  représenter  avec  une  erreur  au  plus 
égale  à  s  en  valeur  absolue  par  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes 
de  la  forme  (3). 

Dans  la  sphère  considérée,  les  moyennes  w^,,,,  définies  par  la  for- 
mule 


(5)  {mi,ri)i=  n  j\i(t)dt.  ( 


1=^1,1,  . . . .  n 


sont  limitées  supérieurement.  On  peut  évidemment  définir  une  fa- 
mille de  fonctions  y  (<)  dépendant  de  np  paramètres,  telle  qu'il  existe 
une  fonction  et  une  seule  définie   par  chaque  système  de  valeurs  des 


(•)  La  condition  que  ces  polynômes  soient  continus  de  degré  p  impose  aux 
fonctions  '-?(<i,  t.,,  ...,  ^,,)  certaines  restrictions  faciles  à  préciser.  Ainsi,  si 
a,  =  a,  =  ...  =  a,,  =  jD,  il  faut  que  9(<,,  t^,  •••,  f;,)  soit  une  fonction  mesurable 
bornée.  Pour  le  cas  de  p  =  2,  voir  première  Partie,  n°  79. 
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ni()\  cniirs  /?/,  .  et  que  l;i  «lislance  <le  dei^ré />  de  deux  lonelinns  de 
celle  lainille  leiide  vers  zi  ro  si  les  moyeiities  relatives  à  l'une  dCJIc-. 
leiident  reb|)eel.i\  eiiu'nt  vers  les  nioNcniies  rt'Ialives  à  l'aulrc. 

Soil.  al()rs  xi  t  )  une  tunelioii  vérifiant  1  iiié|;;alilé  (  \).  Soil  \„(  t  )  la 
l'(»nel.i(Ui  de  la  laniille  eoiisidi'rée  avant   dans  chacun   des  intervalles 

(  j  -  )  les  inriiies  nut\euues    d Onire    i,    ■>, n.   Si    //    est  assez 

\    n        nj  ■  I 

urand,  on  commet  sur  la  lonctiunui'llc  l  une  erreur  au  plus  ('••raie  à - 
en  remplaçant  xit)  pai-  \„{  t  )  (dapn-s  la  propriétt-  (j^,  ).  On  (d)lient 
ainsi  un<'  nouvelle  fonctionnelle 

(pii  est  une  fonction  continue  des  np  moAennes  m,  '^  on  peut,  avec 
une  nouvelle  erreur  au  [)lus  égale  à  ->  la  remplacer  par  un  j)oljnonie. 
En  remplaçant  dans  ce  polvnome  les  ///,,.  par  leurs  valeurs  (5),  on 
obtient  une  fonctionnelle  l„|[a7(^)]j,  dilVérant  de  L  d'au  plus  £,  et 
rcjtrésenlée  par  une  somme  de  termes  de  la  forme  (3). 

c.  Q.  K.  n. 
\'À\  opérant   comme    nous    venons   de  1  indiquer,  on  trouve  pour 

'S>(t^,  fo,  ///)  des  fonctions  discontinues.  Parle  même  procédé  que 

pour  le  théorème  de  Gâteaux,  on  peut  s'arran^ev  ])our  avoir  des  fonc- 
tions continues. 

142.  On  peut  chercher  à  étendre  les  résultats  précédents  au  cas  où 
p  devient  iniini.  Désignons  symboliquement  par  a?'''  une  fonction  en- 
tière de  la  forme 

î;- {x  )  ^=  CiX  -^  c-,x'-  -^  .  .  .-^  c ,,xi' -r  .  .  . , 

les  coefficients  étant   tous  positifs,  (^omme  dans  le  cas  du  degré  fini, 
on  définit  aisément  les  notions  de  disiaiice  de  degré  o).  sphère  géné- 
ralisée de  degré  w,  fonctionnelle  continue  de  degré  oj. 
Désignons  par  (^i^  le  volume  intérieur  à  la  sphère  généralisé 


/ 


8\_\{xt)\\dt^g\.\ 


cl  par  V'a  le  volume  homothétique  du  précédent,  par  rapport  à  l'ori- 
gine, dans  le  rapport  h>\.  Le  théorème  suivant  paraît  vraisem- 
blable : 


4-28  TROISIÈME   PARTIE.    —   MOYENNE    DANS   LE    DOMAINE    FONCTIONNEL. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quiiiie  fonction- 
nelle U  soit  représentable  par  une  série  de  polynômes  normaux 
et  continus  de  degré  to  dans  le  volume  \'>  qui  con^'erge  uniformé- 
ment dans  n'importe  quel  volume  \'^a,  est  qu' elle  soit  uniformé- 
ment continue  de  degré  w  et  possi'de  la  propriété  '3t  dans  n  im- 
porte quel  volume  Va- 

Cela  revient  au  même  de  dire  de  deux  fonctions  qu'elles  ont  même 
fonction  sommatoire  dans  un  intervalle  ou  qu'elles  ont  mêmes 
moyennes  de  tous  ordres,  si  ces  moyennes  sont  finies,  ce  qui  a  lieu 
nécessairement  à  l'intérieur  du  volume  \'>.  Cette  remarque  montre 
bien  l'analogie  de  la  propriété  Ç^p  et  de  la  propriété  3C,  qui  est  la  limite 
de  la  précédente  poui-  p  infini,  et  l'analogie  de  ce  théorème  et  du  pré- 
cédent. Le  fait  que  la  condition  soit  nécessaire  se  démonti'c,  comme 
pour  le  précédent,  par  la  méthode  indiquée  à  propos  du  théorème  de 
Gâteaux. 

Pour  démontrer  qu'elle  est  suffisante,  on  peut  la  supposer  vérifiée, 
et  chercher  à  représenter  U  par  un  polynôme  normal  avec  une  erreur 
inférieure  à  un  nombre  e  arbitrairement  petit.  On  fera  à  cet  effet  tmis 

erreurs  successives  inférieures  à  ^: 

i"  En  remplaçant  x  (<)  par  une  fonction  X  (<),  avant  même  fonction 
sommatoii'c  dans  chacun  des  intervalles  (  ,  -  1  j  et  qui  soit  crois- 
sante, ou  du  moins  non  décroissante,  dans  chacun  de  ces  intervalles; 
si  n  est  assez  grand,   l'erreur  est  bien,   d'après  la  propriété  ^,  infé- 

,    e 
rieure  a  -; 

2"  En  remplaçant  X(<j  par  une  autre  fonction  Y(<),  ayant  dans 
chacun  des  intervalles  considérés  même  moyenne  d'ordre  i,  2,  ...,/>, 
et  dont  la  forme  dépende  suivant  une  loi  déterminée  de  ces  np 
moyennes;  si  ^  est  assez  grand,  cela  est  vraisemblablement  possible 

en  commettant  sur  U  une  erreur  inférieure  à  -; 

3"  En  remplaçant  U|[\  (^)]|,  qui  est  une  fonction  continue  de  np 
variables,  définie  dans  un  domaine  fini,  par  un  polynôme.  Ce  poly- 
nôme, considéré  comme  fonctionnelle  de  x(t)^  est  bien  un  polynôme 
normal. 

La  seule  difficulté  consiste  dans  la  deuxième  opération.  S'il  s'agit 
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(le  loiutu)n>  (jiic'lcoïKjuo.  la  c()niiai>.>?uncc  de  ses   lîiitvcniiH;^  d  unJrus 

I,  2 /)  «liius   un   intervalle  ne  donne  pas  une  connaissance  très 

exacte  de  ces  fonctions,  et  deux  fonctions  X(i)  et  Y(/)  peuvent  avoir 
même  moyenne  de  tous  les  ordres  sans  qu'il  soit  possible  de  Irouvei- 
pour  leur  distance  de  ilegrc  p  une  limite  supérieure  nieilleuie  que  la 
somme  de  leui-  dislance  à  lOrii^ine. 

Si  au  contraire  il  s'agit  de  fonctions  croissantes  a[>partenant  au 
volume  V',  la  c<jnnai>sance  des  p  premières  moyennes  les  définit  assez 
l>ien,  si/?  est  giand;  cela  revient  à  dire  qu'une  loi  de  probabilité  est 
bien  connue  si  l'on  connaît  les  valeurs  moyennes  d'ordres  i,  2,  ...,/> 
de  la  variable  x  obéissant  à  cette  loi,  et  si  l'on  sait  que  la  valeur 
moyenne  de  «(|jr|)  est  inférieure  à  g(p).  Dans  ces  conditions,  on 
peut  sans  doute  montrer,  si  p  est  assez  grand,  et  si  X(^  )  et  \  (f  j  ap- 
partiennenl  à  un  même  volume  \''a,  que  la  distance  de  degré />  de  ces 
deux,  fonctions  a  une  limite  supérieure  r,.  fonction  de  /.et  de/?,  et 
tendant  vers  zéro  ciuand  /,  auumente  indéfiniment.  En  vertu  de  la 
continuité  uniforme  de  L,  l'erreur  sur  cette  fonctionnelle  ré>^ultant 
du  remplacement  de  X(^)  par  \  (t.)  peut  alors  être  rendue  inférieure 

à  ^  en  prenant  p  as^ez  grand. 

143.  La  notion  d'écart.  —  L'idée  qui  nous  a  conduit  à  définir  la 
propriété  (j"^  est  la  suivante  :  la  connaissance  des  p  premières 
moyennes  d'une  f(uaction  dans  un  intervalle  définit  assez  bien  les  va- 
leurs de  la  fonction,  mais  sans  rien  apprendre  sur  les  valeurs  corres- 
pondantes de  la  variable.  Si  l'intervalle  considéré  est  très  petit,  cette 
indétermination  est  sans  importance.    Aussi,    si   l'on  se    donne   les 

moyennes  de  degré   i,  2,  ....p  dans  tous  les  intervalles  ( 5  —  )> 

n  et/?  étant  grands,  la  courbe  représentative  de  la  fonction  apparaît 
comme  bien  connue,  en  ce  sens  qu'on  en  connaît  les  différents  points 
avec  des  erreurs  qui  ne  peuvent  être  très  grandes  ni  sur  l'abscisse,  ni 
sur  l'ordonnée. 

On  peut  préciser  la  nature  du  voisinage  entre  deux  fonctions  x  (t ) 
el  y  (t)  ayant  ainsi  mêmes  moyennes  de  degrés  i,  2,  ...,  p  dans  tous 

les  intervalles  (  ,  -  ],  en  introduisant  une  nouvelle  définition  de 

la  distance,  que  nous  appellerons  écart  de  degré  p. 

Concevons  entre  les  variables  t  et  t.  variant  toutes  deux  entre  o 
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cL  1,  une  corres-pondance  biunivoque   telle  que  les  mesures  des  (m- 
serables  correspondants  soient  égales.  Posons 

et 


'"i>  =  I     9" 


dt. 


Nou-s  a^ppellerons  écart  de  degré  p  des  fonctions  x(^t)  et  j(^),  et 
désignerons  par  Zp,  le  minimum  de  ep  lorsqu'on  fait  varier  la  loi  de 
correspondance  entre  t  et  •:(').  On  définirait  de  même  l'écart  de 
degré  (o. 

Si  les  fonctions  xi^t)  ç\y(^t)  vérifient  l'inégalité  (4),  on  peut,  à 
condition  que  n  soit  assez  grand,  trouver  deux  fonctions  \(V)  et  t, (f), 

constantes  dans  chacun  des  intervalles  (  i-\i  et  dont  les  dis- 

tances  de  degré  p  k  x  {()  ely(  l)  soient  aussi  petites  qu'on  veut.  On 
en  déduit  aisément  que,  dans  la  définition  de  î^,,  on  peut  se  contenter 
de  considérer  les  correspondances  entre  i  et  t  obtenues  en  divisant 
l'intervalle  (o,  i)  en  n  parties  égales,  et  en  permutant  ces  intervalles 
partiels.  On  a  ainsi  seulement  une  infinité  dénombrable  de  nombres  Sp, 
dont  le  minimum  est  tp. 

Une  des  valeurs  possibles  de  e^,  obtenue  pour  f  =  x,  est  la  distance 
du  degré /j,  /-p^  entre  les  fonctions  a^  (/)  etj'(/).  Il  eir  résulte  évi- 
demment que  tp'Si'p.  Deux  fonctions  x{t)  ely(t)  peuvent  donc,  au 
point  de  vue  actuel,  apparaître  comme  plus  voisines  que  si  l'on  définit 


(')  Il  y  a  une  grande  analogie  entre  celte  notion  d'écart  et  l'écart  de  deux 
courbes  considéré  par  .M.  Fréchet.  Pour  arriver  à  la  définition  de  M.  Fréchet,  il  faut 
effectuer  à  la  détînition  du  texte  les  modifications  suivantes  : 

1°  Remplacer  e  ,  moyenne  de  degré />  de  o,  par  le  maximum  de  p;  il  y  a  entre 
ces  deux  points  de  vue  la  différence  déjà  signalée  entre  le  voisinage  uniforme  et  le 
voisinage  en  moyenne: 

2°  Supprimer,  dans  la  loi  de  correspondance  enlre  t  et  t,  la  condition  que  les 
ensembles  correspondants  aient  même  mesure.  Si  l'on  n'a  pas  pour  objet  d'étudier 
des  fonctionnelles  représentables  par  des  séries  d'intégrales  où  t  est  la  variable  d'in- 
tégration, celte  condition  est  sans  intérêt; 

3°  Imposer  par  contre  à  celte  loi  de  correspondance  d'être  continue. 

La  définition  de  M.  Frécliel  est  naturelle  lorsque  l'on  considère  deux  courbes 
voisines  comme  deux  traits  continus  tels  qu'avec  un  crayon  imparfaitement  pointu 
on  ne  puisse  pas  les  distinguer.  La  nôtre  est  naturelle  dans  les  questions  où  .r  (/) 
et  jK  {/)  sont  des  fonctions  mesurables,  ce  qui  est  le  caractère  de  pres(|ue  toutes  les 
questions  traitées  dans  le  présent  Ouvrage. 
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leur  \  oiNina^c  |)ar  la  (lislaiicc  /f,.  (  Ida  o.sl  vrai  sihIdiiI  si,  sui'Laul  du 
•  lomaiiic  (l<liiii  par  riii(''j;alilù  (  \  ),  on  peut  a\(iir  des  distances  fp  dc- 
\(iianl    inlinics.    Ain^i,   la  dislancc   /',,,  (/>  vi' i  )  di-  deux   ionrlidiis  du 

l\  pc 

I 

x(f  )  =  


rst  inlinic.  laiidis  (|uc  Ircarl  C/,  <!•'  ((Iles  (pu  ((Hicspoiidciil  a  d(  ii\ 
xalciirs  inlininienl  Noisines  de  a  csl  inliiiinicul  j»(til. 

La  dclinilion  de  la  conlinnili'  diuK;  r()ncli()nn(dle  lice  a  la  n(»ti()n 
dCcart  ej,  csl  donc  plus  reslricli\c  (pic  (rdlc  Vwrh  la  dislauct;  Z'^;  mais 
elle  no  l'est  pas  beaucoup  plus.  Si.  dans  une  spl^'i-e  g"cnéralis(!'e 
de  degré  p,  on  considère  une  faniillc  de  lonclions  jc(1)  dépendant 
d  un  paramétre  a,  de  manière  que  la  variation  de  chaque  point  de  la 
courbe  représentative  de  x{t),  quand  a  varie  de  oa,  puisse  se  décom- 
poser en  une  variation  o.r  et  une  variation  ol  très  pelilesen  moyenne, 
une  fonctionnelle  L,  d(''rinie  dans  cette  splière.  sera  en  général  une 
l'onction  ( outinue  de  a.  11  serait  même  sans  doute  assez  difficile  de 
donner  une  fonctionnelle  continue,  avec  la  d(''(!nltI(Mi  j'p  de  la  distance, 
(|ui  ne  le  soit  pas  avec  la  définition  e^,  au  moins  {)our  vnic  \aleur  de  r/ 
supérieure  à  p.  ou  en  tout  cas  avec  la  définition  de  l'écart  s,,,.  Vussi 
les  fonctionnelles  continues  avec  la  définition  s^^,  et  une  fonction  gÇx) 
très  rapidement  croissante,  semblent  cire  à  peu  de  chose  près  les 
fonctionnelles  les  plus  générales  que  l'on  puisse  concevoir,  ayant  une 
continuité  que  l'on  puisse  mettre  en  évidence  sans  faire  intervenir  les 
d('- rivées  de.r(0- 

La  restriction,  très  peu  restrictive,  ainsi  introduite,  est  cependant 
suffisante,  si  la  continuité  est  uniforme,  probablement  pour  permettre 
la  représentation  des  fonctionnelles  considérées  par  des  séries  unifor- 
mément convergentes,  en  tout  cas  la  démonstration  rigoureuse  de 
l'existence  de  la  moyenne  dans  une  sphère,  résxdtats  que  nous 
n'avons  pu  obtenir  avec  la  définition  habituelle  de  la  distance.  Pour 
les  démontrer,  il  suffit  de  montrer  que  la  définition  de  la  continuité 
liée  à  l'écart  tp  entraîne  la  propriété  .IC. 

En  efTet,  deux  fonctions  x{t)  ely\t)^  avant  mêmes  fonctions  som- 

matoires  dans  chacun  des  intervalles/ ,  -j  peuvent  se  ramener 

l'une  à  l'autre  par  un  changement  de  v^ariables  faisant  dans  chaque 
intervalle  se  correspondre  les  points  où  elles    ont  mêmes    valeurs. 
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Ou  a  alors  p  <<  -  j  et  par  suite  tp,  et  même  l'écart  obtenu  en  rempla- 
çant ep  par  le  maximum  de  o.  sont  au  plus  égaux  à  -•  Si  donc  n  est 

assez  grand,  et  si  U  est  uniformément  continue  dans  son  domaine,  on 
a  dans  ce  domaine 

|U|[7(0]|-LM[:r(/)]lI<E, 
c'est-à-dire  que  U  possède  la  propriété  3C. 

144.  Application  à  la  moyenne  dans  une  sphère.  —  Le  fait  qu'une 
fonctionnelle  soit  représeatable  par  une  série  unifoiménient  conver- 
gente dans  un  domaine  permet  de  définir  la  moyenne  de  cette  fonc- 
lionnelle  comme  somme  de  la  moyenne  des  différents  termes.  Si  les 
séries  précédentes  sont  uniformément  convergentes  à  l'intérieur  de  la 

sphère  2,  d'équation 

1 

x^(t)dt  =  R2, 


/ 


ou  dans  presque  tout  le  \olume  de  celte  sphère,  on  peut  donc  appli- 
quer les  formules  de  Gâteaux  relatives  à  la  moyenne  dans  une  sphère, 
et  cela  donne  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  du  n°  140. 
Nous  devons  donc  comparer  à  la  sphère  !S  les  volumes  dans  lesquels 
nous  avons  établi  la  convergence  uniforme  dans  nos  séries  de 
polynômes. 

Dans  la  sphère  S,  ni2p  désignant  la  moyenne  d'ordre  ip  de  la  fonc- 
tion de  x{t)^  ml'l^  est  presque  partout  égal  à  sa  valeur  moyenne 

'A';,=  -=    /         a:2/'e"^- ^  =i.3...(2/>-i)R2/', 
c'est-à-dire  que  in-ii,  est  pres(pie  partout  égal  à  sa  moyenne 

\X-2i,=   R'/l  .3.  .  .(2y0  —  l). 

Si  donc  on  considère  une  représentation  par  une  série  de  polynômes 
normaux  de  classe  2p  uniformément  convergente  dans  une  sphère 
généralisée  de  degré  2/>  et  de  ray(»n  au  moins  égal  à  ulo/»,  elle  est 
valable,  non  toute  la  sphère  S,  mais  presque  toute  cette  sphère.  La 
série  considérée,  qui  ne  saurait  évidemment  con\  erger  dans  toute  celle 
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>|)lu  TC  (  .>>i  />  ^^  1  ),  com  or|;c  loiiL  di'  mriiic  imilnrinénient  clans  presque 
hmle  cotte  sphère. 

On  obtient  des  résultais  analogues  pour  les  moyennes  d'ordres 
impairs,  ou  [)onr  celles  d'ordre  <-).  Kn  prenant  par  exemple  ^'{■x)  =  e'*, 
on  trouve  comme  moyenne  <Je  l'intégi-ale 


i 


1 

0 


(c'esL-à-dire  de  la  ("onelion  caractéristique  de  Poincaré)dans la  sphère  ï 

■^      .  .  H^z 

la  valeur  e   -  .  Si  fjors  le  nombre  p  du  n"  14-2  est  au  moins  égal  à  -; — ? 

la  série  obtenue  est   bien  uniformément  convergente  dans  presque 
toute  la  sphère  1\ 

Tant  que  la  fonction  ^(.r)  croît  moins  rapidement  fjue  e'*'.  A  étant 
une  constante  convenable,  la  valeur  movfunc  dans  la  sphère  ^  de 

f   ,::[\x(t)\]r/f, 
c'est-à-dire  l'intégrale 


/ 


a  un  sens  pour  R  assez  petit,  et,  si  l'on  choisit  o  de  manière  que  ,^(p) 
soit  presf|ue  au  moins  égal  à  celte  valeur,  le  volume  V^  dans  lequel  la 
série  (jui  représente  U  est  uniformément  convergente  comprend 
j)resque  toute  la  sphère  S  à  son  intérieur;  cela  suffit  pour  qu'elle  soit 
applicable  au  calcul  de  la  moyenne, 

c- ■  ■  loSs^(^)     1         •  ■      /•      •      -1        •         •  1    -  r. 

oi  au  contraire  — 2j__ — .  devient  iniini,  il  n  existera  aucune  sphère  1 

à  l'intéreur  de  laquelle  on  puisse  affirmer  que  la  série  qui  représente  U 
dans  \')  soit  presque  partout  uniformément  conv^ergenle  ;  il  pourra  au 
contraire  arriver  que  cette  fonctionnelle  soit  infinie  dans  presque  toute 
la  sphère  S,  et  cela  quelque  petit  que  soit  le  rayon  R. 

lio.  Application  au  potentiel  de  double  couclie.  —  Soit  U  une 
fonctionnelle  déiinie  sur  une  surface  S  et  dans  son  voisinage,  et  pos- 
sédant la  propriété  3C.  Nous  supposerons  la  surface  S  fermée  et  con- 
vexe, et  ayant  une  équation  de  la  forme  <I>  =:  o,  la  fonctionnelle  <I>  ayant 
elle-même  la  propriété  JC.  Nous  supposerons  de  plus  qu'on  ait,  sur  la 

LÉVY.  28 
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siii'face  s  et  dans  son  voisinage, 

et  que  les  surfaces  <ï>  =  const.  soient  convexes.  Nous  allons  nionlier 
que  dans  ces  conditions  le  potentiel  ;'>rL;^(lJ)  dû  à  des  masses  de  den- 
sité U  réparties  sur  S  a  en  chaque  point  A  intérieur  à  cette  surface  une 
valeur  bien  déterminée,  et  que  c'est  une  fonctionnelle  harmonique  du 
point  A.  Nous  allons  pour  cela,  utilisant  les  résultats  du  n"  140,  rendre 
rigoureux  les  raisonnements  du  n°  116. 

Désignons  par  P  et  P'  deux  points  de  la  surface  S,  par  Q  et  Q'  leurs 
perspectives  sur  la  sphère  S'  de  centre  M  et  de  rayon  i ,  et  par  P'j  le 
point  situé  sur  la  demi-droite  MP'  et  à  une  distance  de  M  égale  à  MP  ;  dé- 

signons  par  A  le  rapport  ^^  =  ^^,  et  par  o{i),x{l),  x'{t),  ^iK^)^ 

y(^t),y,{t)\es  fonctions  représentées  respectivementpar  les  points  M. 
P,  P',  P;,QetQ'.  On  a 

oi;{i)  =  o{t)  +  l[y{t)-^{t)], 

Supposons  les  points  Q  et  Q'  choisis  de  manière  que  les  fonctions 
correspondantesy(f)  et  y'(^)  aient  même  fonction  sommatoire  dans 

chacun  des  intervalles/ »  — )»  et  montrons  que,    si   7i   est  assez 

\     n        n  /  >■      ■ 

grand.  Up — Up- est  sûrement  inférieur  en  module  à  n'importe  quel 
nombre  donné  s.  11  en  résultera  bien  que  Up=cp(M,  Q),  considéré 
comme  fonctionnelle  du  point  Q,  a  la  propriété  3C,  et,  par  suite, 
d'après  le  n"  140,  que  le  potentiel  de  double  couche  OR j,  (  U),  moyenne 
de  cs(M,  Q  )  sur  celle  sphère,  existe. 

Or  étant  donnée  Ihypothèse  relative  aux  fonctions^  et  y',  les  fonc- 
tions X  et  x\  ont  aussi  même  fonction  sommatoire  dans  chacun  des 

intervalles! ,  -  )  •  On  a  donc,  si  ii  est  assez  «rand. 

\     n        n  j  ^ 

|Up-l"p.|i^,  l'IV.  1=1*1., -*p1^^'- 

Or,  les  surfaces  $^  const.  voisines  de  S  étant  convexes,  et  le 
point  M  étant  dans  une  certaine  région  intérieure  à  ces  surfaces,  on 
peut  trouver  une  limite  inféi'ieure  a  de  Fangle  de  MP'  avec  ces  sur- 
faces. La  variation  de  <1>,   pour  un  déplacement  dl  sur  cette  droite. 


cil  AI».  VI.  —  NOTION  nii:  sioyicn.nk  dans  m-;  cas  hk  i.a  si'iii;iie.  (' > 

rsl  (loue  ;iii  moins  ///  siii  a  <^//,  et  csl  de  sii;ii('  ((msliiiil ,  lundis  qiK)  ci  Ile 
de  D  csl  an  |)liis  M  dl.   Il  en  i(''miIic  (iiic 


si  I  (III  a  i)iis  z  =z  -  — T-, —  •  (  )n  a  alors 

cf  ([iii  (Mitiaînc    rcxislcncc  de  la  inovcimr  Mj,(L])  =y'(M). 

Si,  d'après  le  n°  1 10,  on  précise  le  nombre  n  pour  Iccpic;!  la 
moyenne  /«(M)  de  '^(M,  i))  dans  la  //''""'  section  de  ï'  dillére  de 
y(M)  de  moins  de  s,  il  esl  eerlain  (pi'on  ()cmI  le  liniilcr  sii|ieiienre- 
menl  dans  lonle  rét;ion  inlérieure  à  S,  l'angle  a  élanl  liniiU"  inférieu- 
remenl,  el  le  poinl  M  n'intervenant  dans  les  raisonnements  (jue  par 
cet  angle  (').  Donc/„(M)  tend  uniformément  vers /(M),  el  les  r<ri- 
sonncmenls  dn  n"  1  iO  sont  bien  rendus  rigonrenx. 

D'ailltMirs  on  p(>ut  élargir  les  livpotlièses  faites.  On  sait  que  la 
movenney(M)  ne  dé])end  que  des  valeurs  de  U  sur  certaines  [)arties 
(le  la  surface;  <ni  peut  alors  supprimer  les  antres,  <;t  le  résultat  obtenu 
s'élend  ainsi  aisément  an  eas  de  surfaces  ouvertes.  On  1  el(Mid  de  même 
sans  peine  au  eas  de  surfaces  non  convexes. 

J  iO.  Questions  diverses.  —  Nous  pensons  a\<)ir  monlié,  par  ce 
(pil  précède  et  spécialement  dans  cette  dernière;  Partie,  combien  l'ana- 
lyse fonctionnelle  est  un  domaine  vaste  et  méritant  encore  de  nou- 
velles recherches.  Pour  terminei-,  nous  allons  énnmérer  un  certain 
nombre  de  questions,  posées  dans  ce  qui  précède  ou  qui  se  posent 
naturellement,  et  non  complètement  résolues. 

i"  Représentation  des  fonctionnelles  continues .  —  Les  théorèmes 
de  Gâteaux,  et  leur  généralisation  exposée  dans  le  {)résent  Chapitre, 
semblent  ouvrir  le  chemin  à  de  non\  elles  recherches.  Il  y  a  lieu,  avant 
tout,  de  démontrer  le  théorème  énoncé  comme  probable  au  n"  Jiï2; 
s'il  n'est  pas  exact  sons  la  forme  indiquée,  ilsuflit  certainement  d  une 
légère  modification  à  l'énoncé. 


(')  Cette  reinarqiie,  sous  une  forme  moins  j^énérale,  n'est  pas  autre  chose    que  la 
pioposi; ion  a"  du  n°  116. 
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2"  Justification  de  la  notion  de  moyenne.  —  La  question  semble 
maintenant  résolue  pour  la  sphère.  Mais  elle  reste  entière  pour  le  cas 
d'un  domaine  quelconque. 

Dans  l'espace  E„,  S  désignant  une  surface  intérieure  à  la  sphère  -, 
et  f^  désignant  la  distance  à  cette  surface,  la  moyenne  d'une  fonctioi»- 
nelle  U  sur  cette  surface  peut  se  définir  par  la  formule 

,m,(U)  =  h»,^  orue-x<î>-    ' 

;Ti.^  désignant  la  moyenne  dans  le  volume  intéi'ieur  à  la  sphère  S.  On 
pourrait  songer  à  employer  une  méthode  analogue  dans  l'espace  fonc- 
tionnel. Mais  il  y  a  une  difficulté  fondamentale,  les  valeurs  de  DrLj,(U) 
ne  dépendent  que  des  valeurs  de  U  sur  la  surface  de  la  sphère  S,  tandis 
que  Mg(U)  dépend  efFectivement  des  valeurs  de  U  à  l'intérieur  de 
cette  sphère.  La  formule  précédente  n'est  donc  pas  applicable  dans 
l'espace  fonctionnel. 

On  peut  alors  prendre  les  moyennes  dans  la  /ï"'™®  section  de  S,  et 
faire  augmenter  indéfiniment  en  même  temps  n  et  À.  Si  \  ci"OÎt  assez 
rapidement  par  rapport  à  «,  on  aura  bien  à  la  limite  la  moyenne 
de  U  dans  le  volume  voisin  de  S.  En  écrivant  Ke~''*'  au  lieu  de  e~^*', 
K  désignant  la  courbure  moyenne  de  la  surface  S,  on  aura  de  même 
la  moyenne  de  D  sur  cette  surface. 

La  fonction  dont  on  prend  la  moyenne  variant  quand  ti  augmente, 
on  ne  peut  pas  appliquer  simplement  les  formules  relatives  à  la  sphère. 
Bien  que  l'aspect  de  la  difficulté  soit  complètement  modifié,  elle  semble 
rester  aussi  grande. 

3"  Classification  des  surfaces  au  point  de  vue  de  V aspect  de  la 
notion  de  moyenne.  —  Il  serait  certainement  intéressant  de  déve- 
lopper et  préciser  la  classification  indiquée  à  la  fin  du  Chapitre  IV. 

4"  L'ordre  normal  dune  suite  de  fonctions  orthogonales.  — 
Une  suite  de  fonctions  orthogonales  et  normales 

fl(t),     fit),       ...,     /n(f).       ...      . 

étant  rangées  dans  un  ordre  normal,  nous  savons  quelles  sont  les 
permutations  qu'il  est  possible  d'efTectuer  sans  que  cet  ordre  cesse 
d'être  normal.  Elles  sont  caractérisées  par  cette  condition  que,  c,, 
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r^.,    ...,  r„,    ...    (li'^iiinaul    imr  suite   f[iiclc(>n(|iic   dr  ikmuIhtn   inl'c- 
riciMs  à  1 ,  la  ni(i\  ciiuc 

liiii   

ne  cliiin<;('  pas  par  la  iK-rmiilalioii  considcifH'.  Celle  euiidilioii  délinll 
lin  groupe  de  subslil niions  iiidé[)en(lant  du  choix  des  fonctions  y,j(fj. 
l'ar  eoaii'e,  nous  avons  eonsidéré  eoinme  \  raisemblable  que  l<jule 
«•iiile  eoinplèle  de  lonelions  orthogonales  admet  un  ordre  noiinal.  Tl 
>erait  imporliinl  de  démontrer  ce  théorème. 

5"  L'ordre  normal  d' une  suite  de  fonctions  orthogonales  et  le 
volume  de  l'ellipsoïde.  —  Nous  avons  montré  les  propriétés  de  l'ordre 
normal  au  |)oinl  de  vue  du  calcul  de  la  movenne  arithmétique.  Ainsi, 
cela  revient  au  même,  si  une  fonclionnelle  est  définie  dans  une  sphère 
très  petite,  de  calculer  sa  movenne  au  point  de  vue  de  Galeaux,  ou  la 
movenne  des  valeurs  qu'elle  prend  aux  extrémités  des  axes,  rangés 
dans  l'ordre  normal. 

Nous  avons  admis  une  propriété  analogue  en  ce  qui  concerne  le 
Nolume  de  l'ellipsoïde  ;  le  rayon  de  la  sphère  équivalente  serait  la 
moyenne  géométrique  des  demi-axes  rangés  dans  l'ordre  normal. 

Il  serait  intéressant  de  démontrer  ce  théorème,  ou  bien  de  montrer 
>  il  faut  substituer  à  l'ordre  normal  un  autre  ordre,  qui  ne  serait  pas 
non  [)lus  parfaitement  défini,  le  groupe  de  substitutions  permettant  d«' 
passer  d'un  ordre  possible  aux  autres  étant  évidemment  le  même  que 
pour  l'ordre  normal. 

6"  Les  fonctionnelles  harmoniques  sur  les  surfaces.  —  Nous 
avons  vu  que  la  théorie  des  fonctionnelles  harmoni([ues  sur  une  sur- 
face minima  était  identique  à  la  théorie  des  fonctionnelles  harmoniques 
dans  l'espace.  De  même,  la  théorie  des  fonctionnelles  harmoniques 
sur  une  surface  non  minima  est  identique  à  la  théorie  des  fonction- 
nelles harmoniques  dans  un  espace  fonctionnel  non  euclidien.  Le  déve- 
loppement de  cette  théorie,  et  la  résolution  du  problème  de  Dirichlet 
correspondant,  entraîneraient,  comme  nous  l'avons  vu,  la  résolution 
il  II  problème  de  Neumann  dans  l'espace  fonctionnel  euclidien. 

-"  Equations  des  types  hyperboliques  et  paraboliques.  —  En 
introduisant,  comme  argument  de  la  fonctionnelle  L,  en  plus  de  la 
fonction  x\l)  ou  un  paramètre  a.  on  a  des  tvpes  d'équations  parabo- 
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liqiies  ou  li\  pi  rljoliques  telles  que 

il  y. 

Cette  dernière  équation  est  analogue  à  l'équation  du  son.  La  plu- 
part des  théories  de  Fanalvse  classique  se  généralisent  sans  peine  : 
caractéristiques,  propagation  des  ondes,  représentation  de  la  solution 
par  un  potentiel  sphérique. 

11  y  a  une  dilî'érence  essentielle  en  ce  qui  concerne  le  développe- 
ment des  solutions  en  séries  d'harmoniques.  On  peut  toujours  appeler 
liarmonique^  uik^  solution  de  la  forme  ^  \\x{t  )J|cp(a),  V  et  <p  devant 
vérilier  les  équations 

AV  =  /.V,         '^"(a)  =  Àtp(a). 

Mais  le  problème  dcDirichlet  relatif  à  celte  équation  en  \  se  ramène 
au  problème  analogue  relatif  à  l'équation  de  Laplace,  et  n'introduit 
pas  de  solutions  fondamentales,  correspondant  à  certaines  \  aleurs  de  A. 
11  ne  semble  donc  pas  possible  de  généraliser  les  développements  en 
séries  d'harmoniques.  Si  c'est  possible,  toutes  les  valeurs  de  À 
jouant  le  même  rôle,  c'est  une  intégrale  et  non  une  série  qu'il  j  a  lieu 
de  considérer. 

8"  Application  aux  équations  intégrales.  —  On  a  vu  que  le  poten- 
tiel dû  à  une  doidile  couche  de  densité  égale  à  l'unité  étendue  sur 
une  surface  fermée  S  sans  point  double  est  nul  à  l'extérieur  et  égal  à 
l'unité  à  l'intérieur.  Si  la  surface  S  a  des  points  doubles,  la  valeur  du 
potentiel  en  chaque  point  est  un  entier,  indiquant  combien  de  fois  la 
surface  S  entoure  ce  j)oint. 

Considérons  alors  une  transformation  ponctuelle,  faisant  corres- 
pondre à  un  ])ointM,  représentant  une  fonction  .r(^),  un  point  P  repré  - 
sentant  une  io\\v\\on y[ty,  par  exemple  y{t')  pourra  être  un  polynôme 
normal  en  x{t),  dont  la  forme  dépend  de  t,  c'est-à-dire  une  somme  de 
t<rmes  de  la  forme 
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Su  M  il  clici'clnr  |)(inr  comliicii  <li'  [xmiiIs  M  ,  iiih  riciii'.  ;i  uni'  mu  liicc  1'. 
le  |)()iill  I'  (>crii|ii'  Mlle  [((l'^il  KHI  ildiilK'c  V.  (  )liiiiiil  M  (If'ciil  l;i  MiiTiicr  1'. 
1*  (léciil  une  siiiiacc  Icrnirc  S,  cl  le  iKiiuldc  c  h  crclK;  (••d  r^iil  ;'i  la  \  a  leur 
<'n  A  (lu  puliMiliil  (lii  à  iinr  (Idiiltic  (niiclic  (le  (IciP-ili-  iiiiih'"  ('■lali'c  mit 
la  surface  S. 

(le  polcnlicl  >(■  laiiiriic  à  une  nM)\riiii(',  sur  iiiir  •  plii'ic  .S  de 
centre  A,  d Une  loiielion  éi;ale  eu  cl)a(jue  point  O  au  iioiuljre  di- 
poiuls  P  de  S  dont  ()  esl  la  persperti\c,  chacun  d'eux  étant  compté 
pour  4-1  «"Il  jiour  —  i  sulsant  ipie  la  ininiiaie  iiih'i  iciiic  à  S  cii  ce 
[>oiul  lait  avec  la  direction  1*  V  un  ani;le  aigu  ou  obtus.  On  serait  doue 
rautené  à  une  niovenne  sur  une  sphère,  si  l'on  savait  dcteruiiner 
riulerseclioii  de  la  deiui-droile  \()  a\ec  la  siirlaee  S;  mais  cela  con- 
stitue nn  prohlcmc  exaclenicul  aussi  (hllicih-  (pie  le  |)idlilciiic  pro- 
posi'. 

Dan-  l'espace  ï„,  on  (■•chaj)pe  à  cette  dilliciillt'  par  un  chaugeniciit 
d(^  variables,  ramenant  1  inténrale  relative  à  la  siirlace  S'  à  une  iiih'- 
grah.'  relali\('  à  la  snrl'ace  S.  Dans  lespace  fonctionnel,  on  ne  jx-iit 
axoii-  recours  à  ce  proc<''d(^.  I^e  lapport  des  ('déments  d'aires  corres- 
pondants n'est  pas  une  quaiililc  finie,  mais  nue  qnanlilé  de  la 
foruie  /.'■'"',  avec  les  notations  du  Chapitre  1\  ,  de  sorte  cpie  lintc'- 
grale  considérée  ne  se  l'amène  pas  à  la  moyenne  d'une  fonctionnelle 
bien  définie  sur  la  surface  2.  Aussi,  même  dans  le  cas  simple  où  la 
surface  ï  est  une  sphère,  et  où  la  moyenne  d'une  fonctionnelle  définie 
>ur  ï  peut,  en  général,  se  calculer  par  les  formules  de  GateauN,  la 
solution  théori(pie  qui  précède  ne  semble  |)as  aisément  permettre  un 
calcul  efleclif.  Pcul-èire  les  remarques  qui  précèdent  serviront-elles 
tout  de  même  à  obtenir  la  solution  du  prol)lème.  * 
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